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Vorrede. 


Als  idi  meiiMiy  vor  vier  Jahren  ersdueneneii^ 
GmndriMi  der  Krystallographie  bearbeitete,  in 
weldiem  icb  dk  repräsentative  und  systemati- 
sche  Mediode  d«r  Mohs*scben  mit  den  so  eih- 
fedien  geometrischen  Principien  dw  Weiss*schen 
Krystallographie  su  vereinigen  sudite,  da  war 
ich  noch  unbekannt  mit  den  grossen  Yorthei- 
len  einer  analytisdi^geometrbehen  Bdiandlung 
dieser  Wissenschaft,  wiewohl  selbige  in  d«r, 
aiierst  von  Weiss  gdlend  gemacht^i  Lehre  von 
d^i  Axen  ihre  wesentliche  Grundls^  gefonden 
hatte.  Bald  nadiher  worde  ich  jedoch  durdi 
die  AriMiten  vcm  Lam^,  Kupffer,  Neumann  u.  A. 
anf  diese  Behandhmgsweise  auftnerksam  ge- 
macht, und  gelangte  aUmälig  zu  der#eberzeu- 
gung,  dass  sie  die  einfodiste  und  natOrlichste 
unter  allen  Methoden  sey  und  seyn  müsse.  Ich 
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v^rsudite  mm  eine  Umarbeitmig  der  ganzen 
Wissenichaft  im  Geiste  dieser  Methode ,  mid 
habe  sie  auch  an  dei;  hiesigen  Bergakademie 
seit  drei  Jahren  in  ihrer  neuen  Form  vorgetra- 
gen. Der  Erfolg  entsprach  meinen  Erwartun- 
gen voilkommen9  indem  zunud  die  krystallo* 
graphischen  Beredmungen  eine  Einfadiheit  und 
Eleganz  erhielHen^  wie  Sinensoldie  durdh  eine 
trigonometrische  od»  synthetisch -geometrische 
Begründung  ninmier  verschafft  werden  konnten. 

Da  ich  nun  ausserdem  durch  fremde  For- 
sdiungw  sowohl,  ab  auch  durch  eigene  Un- 
tersuchungen auf  die  Entdeckung  mandier  Un- 
voUkcmunenheiten  geleitet  wurde ,  mit  wel- 
ch^i  jener  Grundriss  behaftet  ist;  da  ich  na^ 
mentlich  die  Lehre  .  von  der  Ableitung  einer 
theil weisen 9  und  die,  friäcar  fast  nur  ragedeu- 
tete, liObre  von  den  Combinationai  einer  gänz- 
ticfaen  Umari>eitung  Hntorwmr£ffi  musste,  ancfa 
endlich  die  so  interessanten  und  fruddbareri 
Ldiren  der  angewandten  Krystallogr^hie  in 
den  Kreis  kleiner  Studien  und  Forsdnuigen  auf- 
nahm, so  bildete  »ch  mir  aUmälig  die  ^issen- 
uävsSt  infpeijenigen  For&|i  ans,  in  welcher  kh 
sie  gegenwibrtig  den  KrystaUographen  und  Ma- 
thematikoro  mc  PkäfOng.  verlege. 
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Dies«  ernte  Band  Begreift,  iwbBt  4er  El«- 
Dientarlehre  y  die  drei  ersten  Abschnitte  .  der 
eigwulkhen  rdUmi  KryHtaUögtt^flMi  ein  bntd 
MMMbIgender  «weiter  Band  wird  ^  übrigen 
Afaadin£tte  der  niam  und  "die  angewandte 
MryiMnllogrBpfaie  entfaaüra,  iveldü  letnteftr  äib 
Ldire  von  den  Unvöükenmenlieitto^  deit*  Krf- 
mdlfimnen'  und:  den  IBwiUingslüryiM^  v&h 
der  Mdmmff)  Zeidinni^  nnd  Mbdirit|nln|^  dei- 
Krystalle  behandelt'*,  nnd  mit  eineir'  kUrxen 
lleberucht  der  Geschichte  und  Literatur  der 
eridJgiA  wird« 


Der  Elementarlehre  glaubte  ich  eine,  dem 
Bedürfnisse  der  Krystallographie  ent- 
sprediende  Darstellym^.der  analytischen  Geo- 
BMtrie  der  geraden  Linie  und  Ebene  einverlei* 
b«i  sn  müssen,  weil  dieselbe  nicht  nur  über- 
haupt weniger  betrieben  zu  werden  scheint, 
aendem  sich  auch,  bd  der,  in  den  meisten 
Lehrfofidiem  befolgten,  zwar  etwas  einfacheren, 
aber  minder  isyrometrischen  Schreibart  der  Glei* 
dnn^^en  nicht  so  unmittelbar  an  die  Bezeich- 
nung  der  Krystallgestalten  anschliesst,  als  wenn 
man  £.fi.  die  Gleichung  Ax  +  By+Cz  +  D=0 

auf  die  Form  —  +  f^  +  —  =  1  bringt   Dass  ich 
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dabei  dieMtor  ebeioeii  Winkelräotne»  in  welche 
die  Eben«  dUtch  binde  Axea  getheilt  wird^  allv 
gemein  Quadranten,  und  ieben  so  die  acbt 
körp^licji^n  Winkelfäunie,  in  weldie  der  Raum 
dnroh.  die*  drei  Coordinatebenen  getheik  /wiibd, 
aUgevein  R^knmoGtaattBn^genaiint  habe,  cfe 
BiogeQ  die  Axrai  recht*  oder  scbiefivinklig  eeyd, 
diese  Wt.  eine  Licena,  wekhe  mandie- Bequan* 
lidikei^  gewährt ,. -und  mir. daher  van  dtfn  BSa^ 
thematikem  vergcdbeb.  wei;dm'.  mag.  ;  •  i 
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Einleitung. 


▼  T  enn  wir  die  Natnrgescfaiekte  de«  Thierreichet 
oder  jene  des  Pflanzenreiches  stadiren  wollen,  so 
werden  wir  vor  allen  Dingen  darüber  ins  Reine  kom- 
men müssen,  was  denn  eigentlich  zunächst  der  Ge- 
genstand unserer  wissenschaftlichen  Betrachtung  in 
jedem  der  genannten  Reiche  seyn  kann.  Das  Thier- 
reich,  das  Pflanzenreich  ohne  Weiteres  in  seiner  Ge* 
sammtfaeit,  und  gleichsam  in  einem  Anlaufe  en  masse 
zu  Studiren,  das  ist  eben  so  unmöglich,  als  den  Ho- 
mer zu  lesen,  ohne  Kenntniss  der  einzelen  griechi- 
schen Worte.  Vielmehr  muss  unser  Studium  mit 
Beobachtung  und  Erforschung  der  Einzeldinge  begin- 
nen, und  kann  sich  nur  allmälig  zu  den  grösseren 
und  grösseren  Gruppen  derselben  erheben. 

Was  ist  nun  aber  das  Einzelding,  welches  wir 
zunächst  in  das  Auge  fassen  müssen,  gleichsam  die 
Einheit,  das  untheilbare  letzte  Glied,  auf  welches  wir 
gelangen,  wenn  wir  das  Thierreich  oder  Pflanzenreich 
in  immer  kleinere  Gebiete  zerfallen?  —  Offenbar 
nichts  Anderes,  als  was  der  gesunde  Menschenver- 
stand als  ein  Thier,  als  eine  Pflanze  unterscheidet 
und  benennt;  diese  vollkommen  isolirten  Wesen,  von 
denen  ein  jedes  gleichsam  eine  kleine  Welt  um- 
schliesst,  welche  ihre  eigenen  Zwecke  und  die  Bedin- 
gungen zur  Erreichung  derselben  in  sich  trägt,   und 
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für  welche  die  Gesammtheit  der  übrigen  Dinge  als 
Anssenwelt  vorhanden  ist  Das  einzele  Thier,  die 
einzele  Pflanze,  mit  einem  Worte,  das  organi- 
sche IndiTiduum  stellt  sich  unserm  Blicke  so  un- 
verkennbar als  die  selbständige  und,  wenn  auch  zu 
dem  Ganzen  contribuirende ,  doch  von  ihm  losgeris- 
sene Einheit  dar,  dass  unsere  Frage  ganz  überflüssig, 
und  der  näheren  Beachtung  kaum  werth  zu  seyn 
scheint.  Aber  dennoch  ist  sie  es,  weil  Fälle  eintre- 
ten, wo  dieses  Individuum  nicht  mehr  so  isolirt  und 
selbständig  erscheint,  wie  es  in  diesem  Scbmetterling 
oder  jenem  Eichbaume  selbst  vom  Kinde  anerkannt 
wird;  weil  Fälle  eintreten,,  wo  wir  dieses  Individuum 
mit  unsern  Sinnen  kaum  zu  entdecken  vermögen,  und 
uns  fasit  mehr  durch  Raisonnement,  als  durch  Aur 
schauung  von  seinem  Dfiseyn  überzeugen  müssen.  In 
den  höheren  Thier  -  und  Pflanzenclassen  sind  freilich 
die  Individuen  so  vollkommen  abgeschlossene  und 
selbständige  Einzelwesen,  dass  der  Naturforscher  gar 
keiner  vorläufigen  Ueberlegung  bedarf,  um  sich  zu 
überzeugen ,  ob  er  es  mit  Individuen  zu  thun.  habe, 
oder  nicht.  Selbst  da,  wo  die  Association  der  Indi- 
viduen schon  anfängt  Gesetz  zu  werden,  wird  er 
nicht  leicht  Gefahr  laufen,  das  Individuum  zu  ver- 
kennen; und  erst  da  aufhören,  gleichsam  blindlings 
hinauszugr^ifen,  wo,  wie  in  den  Flechten  und  zusam- 
mengesetzten Polypen,  eine  innige  Verwachsung  und 
Verschmelzung  der  Individuen  herrschend  wird. 

Wenn  wir  uns  nun  im  Gebiete  der  organischen 
Natur  überall  auf  das  Individuum ,  als  das  nächste 
Qbject  unsejrer  wis;ienscbaftlichen  Forschung,  verwie* 
aen  finden;  wenn  wir  in  den  Ifidividuen  die  Gattung 
Studiren,  und  uns  sorgfaltig  hüten  'müssen,  dieselbea 
da,  wo  sie  gleichsam  in  der  organischen  Masse  ver- 
sunken sind,  zu  verkennen  und  zu  überseheni  so 
entsteht  uns  wohl  ganz  naturlich  die  Frage,  wie  sich 
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dcfnn  di«  Sache  im  Gebiete  der  taor^anigehen  Natur 
retfaalte;  ob  ancb  Atk  der  B^^ff  des  Individtiiimik 
tenie  angemessene  Verwfarklkhiing  gefanden,  od^r  ob 
mtr  die  Masse  scfaleebthin,  ^eichsam  im  chaotischett 
Zustande,  als  eine  rudit  fiHltgtitäque  moles  existlre.  — 
Es  kommt  nur  auf  eine  Yergleichnng  der  organischen 
hdiTidnen  mit  den  mancherlei  Vorkommnissen  der 
anorganischen  Materie  an,  nm  diese  Frage  mit  Ja  oder 
mit  Neitfi  zn  beantworten.  Räumliche  IsoUmng  durch 
allseitige  Abgeschlossenheit  der  Umrisse  einer  selb- 
ständigen, in  sich  ToUendeten  Gestalt  ist  das  Erste, 
t^odurch  sich  uns  die  Individaen  der  Thier  -  und 
Pflanzenwelt  zu  erkennen  geben.  Eine  genauere  B^ 
trachtung  belehrt  uns  ferner,  dass  diese,  mancherlei 
Organe  und  Gliedmaassen  umschliessende,  Gestalt  al- 
len Fonctionen  des  Individuums,  allen  Bedfirfiiissen 
seiner  inneren  Oekonomie,  allen  Aeusserungen  sei- 
ner Lebenskraft,  mit  einem  Worte,  dass  sie  den 
Siwecken  seines  Daseyns  vollkommen  angemessen  ist; 
und,  wie  zusammengesettt  auch  die  äussere  und  in- 
nere Structur  der  Thier-  und  Pflanzenkdirper,  wie 
verwickelt  das  Spiel  ihrer  Thätigkeiten  seyn  möge, 
überall  finden  wir  als  hOolmtes  Gesetz  dieselbe  Ein- 
heit des  Zweckes  in  der  bewundernswürdigen  Har- 
monie ausgesprochen,  mlf  welcher  fiess  Alles  inein- 
andergreift. 

Im  GeMete  der  anorganischen  Natur  termSisen 
wir  freilich  das,  was  uns  in  den  organischen  Indivi- 
duen sIh  Lebenskraft  und  Lebenszweck  an  unsers 
eigenen  Daseyns  Bedingungen  und  Zwecke  erinnert; 
hier,  auf  einer  tieferen  Stufe  des  Seyni3  und  Wirkens, 
votieren  jene  Begriffe  ihre  Bedeutung,  und  die  sich 
im  steten  Kreislaufe  wied^holenden  biologischen 
Krafitäusserungen  und  physiologischen  Processe  der 
lliier-  und  PflanzenkSrper  sinken  zu  blossen  physi- 
kalisel^en  Kraftäusserungen  und  chemiichen  Proces- 

1* 
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•en  herab.  Giebt  es  daher  Indiviclnen  im  Bereiche 
der  anorganischen  Natur,  so  müssen  wir  sie  diesem 
allgemeinen  Charakter  derselben  angemessen  finden, 
so  können  wir  an  sie  nicht  dieselben  Anforderungen 
machen,  können  sie  nicht  mit  demselben  Maassstabe 
messen  wie  die  Individuen  der  organischen  Natur.  ^ 
Aber  ein  ähnliches  Verhältniss  der  räumlichen Iso- 
lirung,  ein  ähnlicher  Zusammenbang  zwischen  der 
Gestalt  und  demjenigen,  was  wir  als  Repräsentanten 
der  biologischen  und  physiologischen  Kraftäusserun* 
gen  so  eben  genannt  haben,  muss  auch  hier  Statt 
finden,  wenn  anders  Individuen  auch  in  diesem  Na- 
turreiche vorhanden  sind. 

Es  entstehen  uns  daher  die  beiden  wichtigen 
Fragen : 

1.  Giebt  es  Vorkommnisse  der  anorganischen  Ma- 
terie von  selbständiger,  ringsum  geschlossener 
Gestalt! 

2.  Lässt  sich  für  diese  Vorkommnisse  ein  Wech- 
selv.erhältniss,  eine  noth wendige  gegenseitige 
Beziehung  und  Abhängigkeit  zwischen  Form  und 
Qualitäten  nachweisen. 

Die  anorganische  Materie  ist  bekanntlich  eines 
dreifachen  Aggregatzustandes  fiihig,  indem  sie  ent\kre-» 
der  gasig,  oder  flüssig,  oder  starr  auftritt.  Da  nun 
der  gasformige  sowohl  als  der  flüssige  Zustand  durch 
absolute  Gestaltlosigkeit  charakterisirt  sind*),  indem 
sich  jede  in  einem  dieser  Zustände  befindliche  Sub- 
stanz den  Conturen  der  sie  umgebenden  starren  Kör- 
per anschmiegt,  und  dadurch  die  völlige  Zufälligkeit 
und  Bedeutungslosigkeit  ihrer  räumlichen  Begränzung 
beurkundet,  so  ist  auch  hiermit  für  die  gasigen  und 


*)  Die  Tropfenform  kann  wohl  kaum  als  eine  Initanz  gegen 
diese  Behauptung  gelten,  so  wenig  als  die  durch  die  Schwerkxmft 
bedingte  horiiontale  Oberflache  der  Flüssigkeiten. 
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flnssigeii  Sabstanzen  jeder  Gedanke  an  die  Mdglichr 
keit  nicht  nur  einer  selbständigen  und  eigenthümli*- 
chen  Gestalt,  sondern  anch  eines  Causalzosailunen- 
faanges  zwisehen  Form  und  Qualitäten  abgewiesen. 
Wir  finden  uns  daher  nur  noch  an  die  starren  Kör- 
per gewiesen,  welche  in  der  Stabilität  ihrer  Formen 
wenigstens  die  Bedingungen  für  jene  Möglichkeit  ent- 
halten. 

Es  zeigen  aber  die  starren  anorganischen  Körper 
in  Bezug  auf  ihre  Configuration  zwei  sehr  aufTallende 
Verschiedenheken.  Einige  erscheinen  iA  mehr  oder 
weniger  regelmässigen  polyedrischen  Gestalten,  de- 
ren Flächen  unter  bestimmten  Winkeln  zusammen- 
stossen,  und  oA  so  glatt  und  eben  soid,  dass  man 
^er  emen  durch  künstUcfae  Schleifung,  als  durch  di« 
Natur  selbst  facettirten  Korper  vor  sich  zu  haben 
glaabf.  Andere,  und  zwaS'die  meisten  anorganischen 
Körper  dagegen  treten  in  Gestalten  aui^  welche  kaum 
Spuren  von  jener  Regelmässigkeit  zeigen,  und  ent- 
weder in  den  mannichfaltigsten ,  platten  oder  krumm- 
flädugen  Begränzui^en  frei  in  den  Raum  hinausra- 
gen, oder  in  ähnlichen,  zum  Theil  auch  ganz  unbe- 
stimmbaren Formen  von  andern  Massen  umschlossen 
werden. 

Aber  selbst  jene  regelmässig  gestalteten  Körper 
zeigen  slck  nicht  fanmer  in  ringsum  •  geschlosiieiMi 
Firmen,  so  dass  eH'  scheint,  als  könne  ihnen  eine 
aOseil)^  räumliche  Isolirung  nicht  immeft^-  zugestan- 
den werden.  Zwar  giebt  es  TÖUkottimeiie,  ringsum 
ausgebildete  Poly^d^r,  welche  gteiebsam'  freu  schwe- 
bend in  einer  sie  mnbüllenden  Matrix  suspendirt  sind ; 
dlein  bei  Weitem  die  meisten  poly§drischen  Formen 
der  Art  erscheinen  entweder  aikgewachsen  auf  einer 
fremdartigen  Unterlage,  deren, Oberfläche  die  Stetige 
keit  ihrer  Configurati<m  unterbricht,  oder  sie  sind 
demassen   neben    und   durch  «nander  verwachsen, 
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dMM  sie  mar  mit  ^ujm  theilweis  auügebfldetea  (^e$talt 
in  den  freien  Bamn  hinausragen,  nach  den  übrigen 
lUohtangen  aber  in  eine  einzige  Masse  Terschmoben 
[find.  Dieser  lelatere  Umstand  kann  jedoch  nur  als  ^ 
ein  Beweis  dafür  angesehen  werden,  dass  die, 
schon  auf  den  niederen  Stufen  der  organischen  We* 
sen  unverkennbare,  Tendenz  zur  Aggregation  und 
Verschmelzung  der  Individuen  in  der  anorganisoh/sn 
Natur  das  allgemein  herrschende  Gesetz  des  Vorkom- 
mens ist;  nnd  dass,  wenn'  in  jenen  polylSdrischen 
Körpern  das.muthmaassUche  Analogon  der  organischen 
Indiy](dtten  vorliegt,  die  durch  ihre  Aggregation  yer- 
anlasten  Hemmungen  und  StSrungen  der  Ausbildung 
nicht  dazu  berechtigen  können,  die  nur  theilweis  aus* 
gebildeten  Vorkommnisse  der  Art  von  den  vollstän* 
dig  ausgebildeten  Vorkommnissen  zu  treiknen.  ha 
Gegentheile  wexden  wir,  um  durch  die  Mangelhaitig* 
keit  der  Erscheinung  nicht  über  das  wahre  Wesen 
dieser  Dinge  getäuscht  zu  werden,  ihre  Umrisse  zn 
eig&nzen,  und  das  als  unvollendetes  Stückwerk  er« 
scheinende  Naturproduct  in  Gedanken  zu  vervoUstftn- 
digen  haben.  Ja,  wir  werden  uns  leicht  davon  übar» 
zeugen,  dass  bei  überhand  nehmender  Aggregation 
nnd  Verwachsung  vieler  dergleichen  polySdriscban 
Körper,  die  Umrisse  der  i]^leren  von  den  ftusseren 
gBnzlich  verhüllt  werden,  so  dass  wir  uns  ganze  Ge- 
birge aus  ihnen  an%ethürmt  denken  können,  ohne 
doch  frei  ausgebildete  poly^drische  Formen  anderswo 
als  in  den  liiec  und  da  zufällig  lee«  gebliebenen  Ute- 
men,  oder  in  den,  gewisse  BUdungsfristen  bezeich? 
nenden,  GrSnzfläphen  wi^zunehnken«  Und  so  lehcl 
die  Beobachtung  in  der  That,  dass  die  meisten  «li$ih 
ren  Vorkommnisse  der  anorganischen  Materie  ab  Ag- 
g^regate  von  innig  verwachsenen  deq^ichei^  poly^dri* 
sehen  Körpern,  und.  folglieh  diese  Formen  seihst  als 
die  wesentlichen  der  slaiven  anorganischen 
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m  betrachten  sind,  wenn  sie  sich  gleich  in  der  Re- 
gel,  vermöge  des  Gesetzes  der  Aggregation,  der  Beob- 
achtung mehr  oder  weniger  entziehen. 

Es  bedarf  hiemach  kaum  einer  Erinnerung,  dass 
wir  unsere  Aufmerksamkeit  zunächst  auf  die  voll- 
kommen ausgebildeten  polyödrischen  Vorkommnisse 
der  anorganischen  Materie  zu  richten  haben,  weil 
sie  in  der  That  als  die  eigentlichen  Repräsentanten 
jener  unendlichen  Menge  von  mehr  oder  weniger  ver- 
drückten und  verkrüppelten  Exemplaren  gelten  müs- 
sen, und  die  eine  Bedingung  der  Individualität,  eine 
ringsum  geschlossene,  selbständige  Gestalt,  in  ihrer 
vollständigen  Yerwirklichung  an  sich  tragen. 

Schon  seit  längerer  Zeit  bezeichnete  man  diese 
regelmässigen  polySdrischen  Körper  mit  dem  Namen 
der  Krystalle,  ohne  sich  jedoch  auf  eine  nähere 
Untersuchung  weder  ihrer  Form  nocb  ihrer  übrigen 
Eigensehafiten  einzulassen.  Als  späterhin  die  For- 
schungen im  Gebiete  der  anorganischen  Natur  den 
Weg  der  genaueren  Beobachtung,  der  Messung  und 
Rechnung  betraten,  als  man  die  Noth wendigkeit  ei- 
ner grundlicheren  Auffassung  und  sorgfältigeren  Yer- 
gleiehung  der  naturhistorischen  Merkmale  eingesehen; 
da  gelangte  man  auch  zu  dem  Resultate,  dass  zwi- 
schen dta  Körpern,  welche^  man  bisher  ihrer  regel- 
n^sigen  poIySdrischen  Gestalt  wegen  ohne  Unter- 
tf^ed  als  Kiystalle  bezeichnet  hatte,  manche,  und 
xnm  Theü  so  auffallende  Yerschiedenbeiten  obwal- 
ten, dass  man  sich  zu  einer  Eintheilung  derselben  in 
iresendiche  und  Afierkrystalle,  oder  in  Krystalle 
nnd  Pseudomorphosen  genöthigt  sah.  Auch  bemerkte 
man  bald,  dass  viele  Krystalle  eine  ausgezeichnete 
Anlage  zu  regelmässiger  Spaltung  besitzen,  und  da- 
her bei  dem  Zerschlagen  Bruch  -  oder  Spaltungs- 
stScke  liefern,  welche  sich  nicht  minder  als  die 
KrTstall^    selbst  durch  eine    regelmässige  poly^dri- 
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sehe  Gestalt  auszeichnen.  Durch  diese  Erfahrongen 
VfSir  denn  die  Unzulänglichkeit  der  von  jener  Gestalt 
allein  entlehnten  Merkmale  für  die  Bestimmung  des 
Begriffes  Krystall,  und  die  Nothwendigkeit  hinrei- 
chend dargethan,  noch  andere  Merkmal^e  in  den  In- 
halt dieses  Begriffes  aufzunehmen,  um  diejenigen 
Dinge  von  seinem  Umfange  auszuschliessen,  welche 
früher  irriger  Weise  in  denselben  aufgenommen  wor- 
den waren. 

Da  die  gehörige  Feststellung  dieses  Begriffes,  fiir 
uns   von   ganz   besonderem  Interesse  seyn  muss,    so 
wird  eine  etwas  ausfuhrlichere  Erörterung  der  dabei 
zur  Richtschnur   dienenden   Verhältnisse   hier   nichts 
am  unrechten  Orte  stehen. 

Es  ist  zuvörderst  begreiflich,  dass  die  Kriterien, 
welche  zur  Unterscheidung  der  wirklichen  oder  äch- 
ten Krystalle  von  allen  blos  krystallähn liehen  Bil- 
dungen dienen  sollen,  nur  durch  eine  genauere  Un- 
tersuchung und  Vergleichung  der  Eigenschaften  der 
Krystalle  selbst  gewonnen  werden  können.  Untersu- 
chen wir  in  dieser  Absicht  die  physischen  Eigen- 
schaften derselben,  um  den  etwaigen  Zusammenhang 
zu  entdecken,  welcher  zwischen  ihnen  und  der  Kry- 
stallgestalt  obwidtet,  so  finden  wir,  dass  diese  Ge- 
stalt und  der  Complex  jener  Eigenschaften  keineswe- 
ges  in  einer  ganz  beziehungslosen  Unabhängigkeit 
von  einander  stehen,  und  dass  folglich  die  Gesetze 
der  Gestaltung  keinesweges  bedeutungslos  für  Demje- 
nigen seyn  können,  welcher  die  physischen  Eigen- 
schaften der  Krystalle  näher  erforschen  wilL  Im 
Gegentheile  entdecken  wir  eine  Menge  so  überra- 
schender Beziehungen,  so  unzweifelhafter  Beweise 
einer  gegenseitigen  Abhängigkeit,  eines  inneren  und 
nothwendigen  Wechselverhältnisses,  dass  wir  sehr 
bald  zu  dem  Schlüsse  gelangen,  die  Krystallgestalt 
sey  nur  dieGränze  des  Spielraumes  derselben  Kräfte, 
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welche  das  Daseyn  des  Krystalles  «ad  seani  die  ganze 
Eigenthümlichkeit  i^eines  Wesens  bedingen;  sie.  sey 
nur  der  räomUche  Ausdruck  dieses  Wesens^  das  sei- 
nem inneren  Gehalte  entsprechende  äussere  Geprilge« 

Prüfen  wir  z.  B.  die  Coharenz,  .alß  eioe  der  wich- 
tigsten, unmittelbar  an  der  Substanz  haftenden  phy- 
sischen Eigenschaften  der  festen  Körper,  nach  der 
Art  und  Weise,  wie  sie  8ic;h  in  den  Krystallen  of- 
fenbart, so  finden  wir  unsere  Behauptung  auf  eina 
ganz  unwiderlegliche  Art  bestätigt.  Denn  was  sind 
jene  Blätterdurchgänge  am  Kalkspathe,  am  Bleiglanze 
und  allen  Krystallen,  welcher  Species  sie  angehören 
mögen,  was  sind  sie  Anderes,  als  die  .noth wendigen 
Folgen  einer  nach  gewissen  Richtungen  auf  ein  Mi- 
ninmm  herabgesunkenen  Cohärenz?  Und  wenn  diese 
Blätterdarchgänge  im  genauesten,  mathematisch  er- 
weislichen Zusammenhange  mit  der  Krystallreihe  d^r 
Species  stehen,,  an  welcher  sie  \;örkommen,  wenn 
sie  jederzeit  den  Flächen  gewisser  Grestalten  dieser 
Krystallreihe  parallel  laufen,  wenn  sie  bei  gehöriger 
Anzahl  regelmässige  Spaltungsstiicke  liefern,  welche 
sich  durch  Nichts  als  den  Mangel  dei^  Ursprünglich- 
keit  von  den  Krystallgestalten  untesscheiden ;  was 
Anderes  kündigt  sich  uns  in  diesem  Allen  an,  als 
dass  die  Cohärenzrerhältnisse  der  Krystalle  in  noth- 
wendigem  Causalzusammenhange  mit  ihren  Gestalt- 
Ferhältnissen  stehen,  und  dass  eine  gemeinsdiafitliche 
Ursache  beiden  zu  Grunde  liegen  muss? 

Werfen  wir  aber  unsem  Blick  auf  die  so  merk- 
würdigen optischen  Verhältnisse  der  Krystalle,  wie 
sich  dieselben  in  den  Erscheinungen  der  doppelten 
Strahltenbrechung,  der  Farbenwandlung,  des  Dichrois- 
Bms  n.  8.  w.  offenbaren,  so  entdecken  wir  auch  in 
diesen  Erscheinungen,  wiewohl  sie  nicht. einzig  und 
allein  an  der  Substanz  der  Krystalle  haften,  sondern 
durch   den  Conflict  mit  dem  Liebte,    als  einer  von 
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hxntn  h^Mmnmiden  KraftftttMenitig)  b^ngft  wer- 
4eii,  einen  fthnlichen  Znsaniinenhaag  mit  ^nGentalt- 
veriiältnissen.  Oder  wollen  wir  es  als  bedtetangs- 
los  übersehen 5  dass  nnr  die  Krystalle  eines  Bjste- 
mes  von  dem  Oesetse  der  doppelten  Strahlenbrechung 
ausgenommen  sind,  während  in  2wei  andern ^  auch 
in  ihren  Gestfidtterhältnissen  a^f  eine  merkwürdige 
Art  übereinstimmenden  sSy Sternen  einaxige,  in  den 
übrigen  Systemen  sweiaxige  doppelte  Strahlenbre- 
ehimg  Statt  findet I  Wollen  wir  es  übersehen,  daat 
diese  doppelle  Strahlenbrechung  einen  attraotiyen  oder 
repulsiren  Charakter  seigt,  je  nachdem  die  Spal« 
tungsgestalten  der  respectiven  Species  makroaji  oder 
brachjax  sindt  Wollen  wir  es  übersehen,  däss  in 
den  schillernden  und  farbenwandelnden  Krystatlen 
beide  Erscheinungen  nur  nach  gewissen,  krystidlo- 
graphisch  bestimmbaren  Richtungen  erfolgen,  nach 
andern  ganz  verschwinden?  Erinnert  uns  nicht  viel- 
mehr diess  Alles,  erinnert  uns  nidit  schon  die  ein- 
fache und  bek^nte  Thatsache  des,  auf  verschiedenen 
KrystfiUflächen  oft  so  vetechiedenartigen,  Glanzes,  dass 
auch  der  ganze  Complex  der  optischen  Erscheinungen 
der  Krysialle  in  nothwendigem  Causalzusammenhange 
mit  den  Gestaltverhältnissen  derselben  stehet  < — 

Und  wie  wir  auf  diese  Weise  zur  Anerkennung 
eines  solchen  Zusammenhanges  f&t  die  Erscheinungen 
derCohftrens  und  desLiehtes  gendthSgt  sind,  so  tft»- 
sen  wir  es  auch  von  den  durch  Erwärmunj;^  bedingten 
Ers^ieinungen  der  Ausdehnung,  von  den  Ei^heinuil- 
gen  des  Elektrismus  mancher  Krjstalle,  dass  sie  in 
mehr  oder  weniger  eigründeten  Bekiehungen  zu  den 
GestaltverfaHltnissen  derselben  stehen.  Ja,  sogmr  das, 
allen  morphologischen  Beziehung^  anscheinend  gaM 
entfremdete,  specifische  Gewicht,  seg«^  die  ehemische 
Aequivalentzahl  der  Substanzen  muss  mit  der  Kry- 
itallgestalt  verknüpft  seyn,  weim  anders  «ieh  Kupf- 
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fer's  meil^w&rdige  RMnltate  Bber  dai  Weebtdver- 
h»ltnwi  dieser  drei  Elemente  bewähren  sollten. 

FassMi  wir  das  Bisherige  in  wenig  Worten  ««• 
sammeay  so  erhalten  wir  das  Ergebnisa ,  dass  in  je» 
dem  wirklichen  Erystalle  ein  nothwendiges  Wedhsel- 
verhaltniss,  ein  Caasahrasammenhang  in  der  sd^eng- 
sten  Bedeutung  des  Wortes  xwischen  seiner  Gestalt 
«ad  dem  Complexe  seiner  physischen  Eigenschaften 
Statt  findet;  ein  Zusanuienhang,  welcher  för  die  mei* 
sten  dieser  Eigenschaften  mit  Evidens  nachgewiesen, 
Boa  die  übrigen  aber  wenigstens  höchst  wahrschein- 
lich gemacht  wesden  kann.  Da  sich  uns  nun  das 
Wesen  eines  Dinges  nur  in  dem  Complexe  seiner 
Eigenschaften  offenbart,  so  moss  jede  Eigenschaft^ 
welche  wir  mit  dem  Complexe  der  übrigen  in  noth- 
wendiger  Verknüpfting  erkennen,  als  dem  Dinge  we- 
sentlich angehorig  betrachtet,  nnd  mit  allem 
Rechte  als  eine  wesientliehe  Eigenschaft  des* 
selben  beseichnet  werden  können.  In  diesem  Sinne 
werden  wir  daher  für  jeden  fiditen  oder  wirklichen 
Krystall  die  Forderang  geltend  zu  machen  haben,  dass 
seine  Gestalt  eine  wesentliche  Gestalt  seya 
afisse;  mui  diese  Wesentlichkeit  der  Gestalt  ist  das 
erste  Kriterium  für  die  Aechthett  der  KrjsiaUei 

Die  Krystalle  sind  und  bleiben  aber  in  aHen^ 
und  auch  in  demjenigen  Füllen,  wo  menschliehe  WiH^ 
knr  die  Bedtn^ngen  ihrer  Entstehung  künstlich  he^* 
beiführte,  sie  sind  und  bleiben  immer  Naturf«^o»> 
ducte.  So  wenig  derMenseh  es  ist,  der  diePianze 
wachsen  mache,  weil  er  das  Saamenkem  dem  Boden 
aavertrant,  und  Wirme  und  Feuchtigkeit  itm  jungen 
Kerne  suführt:  so  wemig  ist  er  es,  der  den  Krystall 
anschiessen  macht,  wmI  er  die  gdl>ildete  SabauflS» 
siBig  aBea  de»  KrTStallisation  günstigen  Be^Hbigwigeo 
untwwbfL  Der  Krjtttall  ist  und  bleibt  Naturprodact, 
er  mag  im  Sdioosse  der  Erde,  oder  im  Laboratorium 
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des  dien^^rs  gebildet  worden  8e7n,  and  die  plasti- 
schen Kräfte,  welche  seiner  Substanz  gebieten,  sich 
gerade  so  und  nicht  anders  aus  dem  Zustande  der 
Flüssigkeit  herauszugestalten,  sind  in  beiden  Fällen 
dieselben,  und  nicht  weniger  unabhängig  Ton  den 
Eingiiflfen  mensoblicher  Kunst,  vis  jener  höhere  Bil- 
dungstrieb der  organischen  Korper.  Der  Krystall 
verdankt  daher  nur  der  Natur,  was  er  ist;  mit  allen 
seinen  Eigenschaften,  mit  seiner  Farbe •  wie  mit  sei- 
ner Gestalt,  mit  seinem  Glänze  wie  mit  setner  Klar- 
heit wurde  er  von  ihr  ausgestattet,  und. auch  nur 
so.,  wie  er  aus  ihren  Händen  hervorgegangen  ist,  in 
iütf  ursprünglichen  Unversehrtheit  seines  Wesens 
wird  er  zunächst  Gegenstand  wissenschaftlicher  Be-^ 
traphtung* 

Wenn  die  »Natur  einen  Krystall  .bildet,  so  setzt 
sie  sich  in  seiner  Gestalt  gleichsam  die  Schranken 
ihrer  plastischen  Wirksamkeit,  und  diese  äussere  Ge- 
stalt muss  eben  so  nothwendig  ihr  selbsteigenes  Werk 
seyn,  als  es  die  äussere  Gestalt  eines  Thiere?  oder 
einer  Pflanze  ist'  Daher  fordern  wir  denn  auch  mit 
Recht  für  jeden  wirklichen  Krystall  9  dass  seine  Ge- 
stalt eine  ursprüngliche,  von  der  Natur  selbst, 
nmnittelbar  bei  seiner  Bildung,  ausgepri^;te,  nicht 
aber  eine  secundäre,  erst  nach  seiner  Bildung  durch 
mechanische  oder  chemische  Einwirkungen, '^der  gar 
durch  Eingriffe  nu^nftchlicher  Kunst  kesvb{gerufene 
Gestalt  sey. 

Erinnern  wir  uns  des  kuirz  vorher  au%efundenen 
l^iteriunn  von  der  WesentUchkeit  der  Krystaflge^ 
stalten,  und  vergessen  wir  nicht,,  wie  doch  nur  im 
Reiche  der  anorganischen  Nafiur,  und  in  diesem  wie* 
derum  nur  im  Gebiete  ihrer  starren  oder  festen  Er«> 
Zeugnisse  von  Krystallen  überhaupt  die  Rede  seyn 
könne;  so  erhalten  wir  durch  Zusammenstellung  aller 
Merkmale  folgende  Definition: 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Einleitung.  13 

Krystall  ist  Jeder  ttarre,  anorgaiiir 
sche  Korper,  welcher  eine  wesentli- 
che und  ursprüngliche  poly^drisoha 
Gestalt  besitstt. 
Weil :  wir  jedoch  zu  diesem  Begriffe  nnftchst 
not  doreh  genauere  BetradMnng  der  eigentlichen  Kry- 
stalle  gelangt  sind,  so  fragt  es  sich,  ob  er  auch  eng 
genag  aey,  um  alle  ktystallähnlicheB  Bildungen, 
wohin  wir  einerseits  die  regelmftssigen  Spaltungs- 
stacke,  anderseits  die  Pseudomorphosen  xu  rechnen 
haben,  von  seinem  Gebiete  auszuscbliessen.  Die  er- 
steren  stimmen  zwar  in  der  Wesentlichkeit  ihrer  po- 
lyßdrischen  Gestalt  mit  den  Krystallen  vollkommen 
überem,  so  dass  dieses  Merkmal  allein  keineswege« 
ausreichend  seyn  würde,  um  die  regelmässigen  SpaU 
tungsstücke  von  den  Krystallen  zu  unterscheiden.  Al- 
lein das  Merkmal  der  Ursprunglichkeit  der  Gestah) 
geht  ihnen  ab,  W6il  die  Natur  Spaltungsstücke  als 
solche  nicht  hervorbringt,  obgleich  sie  in  den  ver- 
schiedenen Cohärenzgraden  die  ursprünglichen  Bedin- 
gungen ihrer  Möglichkeit  vermittelte.  Jedes  Spal- 
Inngsstuck  ist  immer  das  Fragment  eines  Krystalles; 
die  Natur  erzeugt  aber  keine  Fragmente,  sondern 
vollständige  Gebilde,  keine  Krystalltrümmer,  sondern 
Krystallindividuen.  Die  Spaltungsstücke  werden  also 
doreh  den  Mangel  einer  ursprünglichen  Gestalt  aus 
dem  Umfange  des  Begriffes  Krystall  vollkommen  aus- 
geschlossen, und  rücksichtlich  ihrer  wäre  unsere  De- 
finition gerechtfertigt. 

Was  nun  die  Pseudomorphosen  betriff!t,  so  giebt 
es,  in  der  weiteren  Bedeutung  dieses  Wortes,  drei 
verschiedene  Arten  derselben.  Einige  sind  Ausful- 
lungsmassen,  oder  Abdrücke  in  den  Eindrücken,  wel- 
che früher  einmal  vorhandene  und  nachher  zerstSrto 
Krystalle  in  einer  sie  umgebenden  Masse  zurückge- 
lassen ;    andere  sind  EinhüUungsmassen   oder  Ineru- 
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stete  y  wdche  tidi  nach  Art  eiaes  Uebemges  oder 
einer  Schale  mii  einea  voriittidenen  Krystall,  wie  um 
einen  Kern,  anlegten;  noch  andere  endlieh  sind  umge- 
wandelte Massen,  indem  gewisse  Krystalle  ihrer  Snb- 
sian«  nach  eine  gänidiche  Yerändernng  erlitten,  ohne 
dass  sich  die  äassere  Fovm  änderte.  Man  sieht  so- 
gleich aas  dieser  Angabe  ihrer  Bildnngsweise,  daSs 
die  Gestalten  der  Psendomorphosen  eben  so  wie  jene 
der  Krystalle  den  Charakter  der  Ursprflnglichkeit  be- 
sitzen ;  denn  sie  eitstanden  ja  unmittelbar  w&hrend 
des  Absatses  der  Substanz;  sie  sind  die  primitiven 
9>ehranken,  innerhalb  welcher  dieser  Absatx  zu  er- 
folgen aufhörte,  gerade  so  wie  es  auch  die  Umrisse 
des  Krystalls  für  den  Anwuchs  seiner  Substanz  sind. 
Dagegen  ist  aber  auch  nicht  minder  einleuchtend, 
dass  die  Gestalten  der  Pseudomorphosen  in  keinem 
wesentlichen  und  nothwendigen  Zusammenhange  mit 
den  übrigen  Eigenschaften  deijenigen  Substanzen  ste- 
hen können,  an  welchen  sie  erscheinen.  Die  Pseu- 
'  domorphosen  haben  daher  zwar  ursprüngliche  aber 
keine  wesentlichen  Gestalten  ^  und  werden  durch 
die  Negation  dieses  letzteren  Merkmales  aus  dem 
Umfange  unsers  Begriffes  von  Krystall  hinlftnglich 
aosgesehlossen. 

So  wftre  denn  unsere  Definition  vollstftndig  ge- 
rechtfertigt, und  uns  die  Regel  gestellt,  keinen  anor- 
ganischen Körper  von  polyddrfscher  Gestalt  far  einen 
Krystall  anzusprechen,  wenn  diese  seine  Gestalt  nicht 
eben  sowohl  eine  ursprüngliche,  als  eine  wei^ntliche 
Gestalt  ist;  beide  Worte  in  dem  hier  erläuterten 
Sinne  gettommen.  Hiermit  ist  aber  auch  zugleich  die 
Antwort  auf  unsere  obige  Frage  nach  dem  Vorkom- 
men von  Individuen  im  Gebiete  der  anorganischen 
Natur  gefunden«  Denn  was  Anderes  fordern  wir  mit 
dw  Wesentlichkeit  und  Ursprünglichkeit  der  Krystall- 
foiaieto,   als  jenen  inneren  Znsammenhang  zwischen 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Einleitung.  15 

eiaar  V9B  d^  Natar  selbst  aasgepiSgtflB  Gewalt  mrf 
ißjt  GesaittDidieit  der  übrigen  Eigeniekafteii^  wdchen 
wir  g^ch  anfangs  als  die  nothwendige  Be^agimg  der 
fiidiTidaalität  anfstelltoeil  Und  werden  wir  uns  vnM 
weigern  können,  in  den  Krystallen  die  Indiridnen  der 
anorganischen  Natnr  anxnerkennen,  nachdem  wir  nns 
Ton  dem  Yorhandenseyn  eines  solchen  Zusammenhan- 
ges nberxevgt  haben? 

Die  KrystaUe  sind  es  also,  in  welchen  der  Be^ 
gaS  des  Individaams  für  die  immuganisehe  Natnr  sein^ 
Tdlirtändige  Yerwürkliehung  gefunden  hat,  denn  io 
yuieiiy  aber  auch  nur  in  ihnen  finden  wir  diejenige« 
Bednigiuigen' voUfttän€Ug  erfüllt,  welche  uns  zur  Aa^ 
eckenniing  der  Individualität  nöthigeni  Bedingungen, 
iroa  welchen  räumtiche  Abgeschlossenheit  durch  eino 
riiigBoni  vollendete,  ursprüngliche  Gestalt  die  erste, 
mid  inaige  Verkettung  dieser  Gestalt  mit  der  Ge« 
samratheit  der  physischen  Eigenschaften  die  zweite  ist. 

Weil  aber  die  KrystaUe  grSsstentheils  dem  oben 
eiw&hnten  Gesetze  der  Aggregation  und  YerwachsuBg 
OBteffwofffen  siAd,  und  ihre  Gestalten  in  Folge  de»» 
selben  nicht  nur  weit  unter  jene  Regelmässigkeit  der 
isoUrten  und  ringsum  ausgebildeten  Individuen  herab- 
sinken, sondern  auck  oft  dermassen  entstellt  und  ver- 
driickt  werden,  dass  jede  Spur  der  krystalUnisehen 
Büdaag  verschwindet,  und  unregebsfissj^,  kdmige^ 
stfbigliche  oder  schedige  Formen  als  Resultat  itat 
durch  das  Gedrtege  der  Individuen  nach  allen  IRick^ 
tungen  gehemmten  Bildung  zum  Vorscheine  kommen; 
so  werden  wir  auch  dem  Begriffe  des  anorganisdiea 
Individuums  etwas  weitere  GrUtesen  anweisen  müssen, 
ab  jenem  des  Krystalles.  Denn  jeder  Krystdl  ist 
eiur  Jadividauvi,  aher^  nicht  jedes  Individuum  eiik  Kry* 
sta^;  vi^enn  sich  gleich  die- Tenden»^  zu  AusprSgmig 
einev  voHstfindilgen-Kryslallfonn  in  den  verloAppelten 
Individuen  eines  kömigen  Aggre^ites  eben  so  euer- 
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gigch  regte,  als  in  den  itfoUrten  und  vollkommen  aus- 
gebildeten Krystallen.  Die  Krystalie  können  daker 
auch  als  diejenigen  anorganischen  Individuen  definirt 
werden^  deren  Ausbildung  gar  nicht  oder  nur  theil- 
weisr  geetort  worden. 


Die  Krystallologie  ist  die  Wissenschaft  von 
der  Gesetsmässigkeit  der  tiatüriichen  Eigenschaften 
der  Krystalie,  oder  die  Physiologie  der  anorganischen 
Individuen.  Da  sich  nun  die  natürlichen  Eigenschaf- 
ten jede»  Körpers  in  drei  verschiedene  Kategorieen 
bringen  lassen,  wiefern  sie  entweder  in  der  Form 
oder  in  den  Qualitäten  oder  in  der  Materie,  als  dem 
jenen  beiden  zu  Grunde  liegenden  Substrate,  gegeben 
sind ,  so  zerfällt  auch  die  Krystallologie  in  die  drei  Ab- 
schnitte :  Krystallographie  (oder Krystallometrie), 
Wissenschaft  von  den  morphologischen  Eigenschaften, 
Krystallophysik,  Wissenschaft  von  den  physi- 
schen Eigenschaften,  und  Krystallochemie,  Wis- 
senschaft von  den  chemischen  Eigenschaften  der  Kry- 
stalie. 

Die  Krystallographie,  als  Wissenschaft  von  der 
Gesetzmässigkeit  der  Krystallgestalten  (oder  als  Mor- 
phologie der  anorganischen  Individuen)  betrachtet  an 
den  Krystallen  nichts  als  die  Gestalten,  und  abstra- 
hirt  von  allen  übrigen  Eigenschaften  derselben.  Weil 
nun  diese  Gestalten  nach  sehr  bestimmten  Regeln  ge- 
bildete, von  ebenen  Flächen  umschlossene  Figuren 
sind,  so  ist  begreiflich,  dass  die  Krystallographie  ihre 
Angabe  nicht  anders  als  mit  Hülfe  der  Geometrie  zu 
lösen  vermag;  ja,  man  könnte  sie  nicht  mit  Unrecht 
als  denjenigen  Theil  der  angewandten  Geometrie  de- 
finiren,  welcher  ausschliesdich  die  an  den  anorgani- 
schen Individuen  verwirklichten  stereometrischen  For- 
men zum  Gegenstande  bat. 
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Die  Krystallographie  zerf&Ut  in  einen  reinen  und 
einen  angewandten  Theil.  Die  reine KrystaUogra- 
phie  setzt  eine  vollkommene  Ausbildung  und  ideale 
Regelmässigkeit  der  Krystallformen  voraus,  und  ab- 
strahirt  von  allen  UnvoUkommenheiten,  denen  sie  in 
der  Wirklichkeit  mehr  oder  weniger  unterworfen  sind, 
weil  sich  die  mannichÜEÜtigen  Gesetze  ihrer  Gestal« 
tang  nur  unter  dieser  Voraussetzung  erforschen  und 
darstellen  lassen.  Die  angewandte  Krystallographie 
dagegen  betrachtet  die  Krystallformen  nach  der  eigen- 
thamlichen  Weise  ihres  wirklichen  YorkommenS|  und 
lehrt  zugleich  alle  die  praktischen  Hülfsmittel  ken- 
nen, durch  welche  eine  gründliche  Kenntniss  dersel- 
ben gefordert  und  gesichert  wird;  woran  sich  eine 
geschichtliche  Uebersichlt  dessen  schliesst,  was  im  Ge- 
biete der  Wissensch^  geleistet  worden. 
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JjNe  ganauereti  und  nach  allen  Richtungen  verriel** 
fitttigten  Beobachtungen  führten  anf  4ie  Entdeckung 
einer  so  grossen  Mannichfaltigkeit  von   Krystallfor- 
men,  dass  man  an  einer  wissenschaftlich  geregelten 
Erforschung  derselben  rerzweifeln  musste,   wenn  die 
Natur  nicht  auch  hier,  wie  überall,   die  Mannichfal- 
tigkeit ihrer  Prodnctionen   unter  bestimmte  Gesetze 
gestellt  hätte,  welche  dem  Beobachter  eben  so  viele 
feste  Puncte  darbieten,  von  welchen  aus  eine  geord- 
nete Uebersicht  jenes  weit  ausgedehnten  Gebietes  ge- 
wonnen werden  kann.     Wie  verschieden  nämlich  die 
Krystallgestalten  gebildet  seyn  mögen,  so  ist  es  doch 
unverkennbar,  dass  sie  sich  nach  gewissen  durchgrei- 
fenden Gestaltungsgesetzen   in  mehre    Gruppen   oder 
Krystallsysteme   absondern,   zwischen  welchen  zwar 
Annäherungen ,    aber   keine   wirklichen   Uebergänge 
Statt  finden.   Innerhalb  eines  jeden  solchen  Systemes 
giebt  es  nun  möglicherweise  zahllose  Gestalten,  zwi- 
schen welchen  jedoch  eine   unauflösliche  \erwandt- 
schaft   und   geometrische  Verknüpfung  besteht,    und 
welche  nicht  nur  einzeln  oder  isolirt,  sondern  auch, 
kraft  jener  Verwandtschaft,  in  den  mannichfaltigsten 
Verbindungen  oder  Combinationen  auftreten. 
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Es  wäre  niebt  wohl  möglieh,  weder  die  einselen 
Gestalten  überhaqpt,  noch  die  Gesetxe  ihres  geome- 
trischen Ztisanunenhanges,   noch  die  wesentliche  Ei- 
genthümlichkeit  jener  Systeme  mit  gehöriger  Deutlich- 
keit und  Bestimmtheit  zu  fixiren,    ohne  dabei   eine 
Terminologie  der  allgemeinen  Gestaltangsverhältnisse 
nd  gewisse   geometrische  Bestimmungen  Toransm- 
letxen.   Die  reine  Krystallographie  beginnt  daher  mit 
einer  Elementarlehre,   welche  die  Terminologie 
und  allgemeine  Eintheilung  der  Krystallformen  nm 
Gegenstande  hat,    und  in  gegenwärtigem  Werke  mit 
einem  kurzen  Abrisse  der  analytischen  «Geometrie  der 
geraden  Linie  und  Ebene  er5ffhet  wird,   da  die  Be- 
rechnungen der  Krystallformen   fast  durchgängig  auf 
sie  gegründet  werden,  und  ihre  Methode  weniger  aU- 
gemein  bekannt  zu  seyn  scheint,    als  sie  es  bei  ih- 
rer Fruchtbarkeit  und  Eleganz  verdient.    Auf  dieEle- 
mentarlebre  folgt  die  Systemlehre,  in  welcher  die 
einzelen  Krystallsysteme  vollständig  und  grfindÜch  in 
Betrachtung  gezogen  werden,  weshalb  sie  denn  auch 
in  eben  so  viele  Abschnitte  zerfällt,  als  es  Krystall- 
systeme giebt.     Jeder  dieser  Abschnitte  beginnt  zu- 
vörderst mit  einer  Aufzählung  und  Beschreibung  der 
einzelen  Gestalten  seines  Systemes,    entwickelt  dar- 
auf den  zwischen  diesen  Crestalten  bestehenden  geo- 
metrischen Zusammenhang,    giebt  dann  die  Berech- 
nung derselben,   und  schliesst  enijDich  mit  der  Darr 
Stellung  der  Gesetze,  welchen  die  Combinationen  der 
einzelen  Gestalten  unterworfen  sind.    Hiernach  ver- 
theilt  sich  der  Inhalt  eines  jeden  Abschnittes  in  vier 
Capitel. 
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Erstes  Hauptstück. 
Elementarlehre. 


Erster  Abschnitt. 

Analytüehe  Geometrie  der  geraden  Linie  und  Ebene, 
ah  Chruüdiage  der  Kryttallographie. 

|.    1. 

Wesen  und  Venchiedenheit  der  Bestimmnngsmethodeii. 

Die  Bestimmung  der  Lage  gegebener  Puncte,  Liniea 
nad  Flächen  ist  jederzeit  relativ,  d.  h.  sie  findet 
aar  beziehungsweise  auf  andere,  gegebene  oder  will- 
kürlich gewählte  Pnncte,  Linien  oder  Flächen  Statt. 
jNach  der  verschiedenen  Art  und  Lage  dieser  letzte- 
ren giebt  es  verschiedene  Bestimmungsmethoden,  wel- 
che jedoch  alle  auf  die  Bestimmung  von  Puncten 
hinauslaufen,  weil  jede  Linie  eis  eine  stetige  Nach- 
einanderfolge,  und  jede  Fläche  als  eine  stetige  Nach- 
nnd  Neben  einanderfolge  von  Puncten  betrachtet  wer- 
den kann.  Wie  übrigens  auch  diese  Methoden  be- 
fichaJBfen  seyn  mögen,  so  werden  sich  bei  ihrer  An- 
wendung immer  die  zwei  Fälle  unterscheiden  lassen^ 
da  die  zu  bestimmenden  Linien  und  Puncte  in  einer 
Ebene  enthalten  sind,  oder  nicht;  und  weil  im  erste- 
ren  Falle  die  Betryhtungen  viel  einfacher  werden,  so 
ist  es  zweckmäss^,  mit  ihm  den  Anfang  zu  machen. 


Erstes    Capitel. 
Punct  und  Linie  in   der  Ebene. 

i   2. 

Allgemeine  Bestimmiingsmethode. 

Sind   uns   nun  in  einer  Ebene  mehre  Puncte  P, 
P^^  P*'  u.  8.  w.  (Fig.  1.)  gegeben,  so  iu  eine  der  be- 
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^aeiBSten  und  fruchtbarsten  Bestimmungsmethoden  die- 
jenige, da  man  ihre  Lage  auf  zwei,  in  derselben 
Ebene  willkurli<ih  gewählte,  und  sich  in  einem  Puncte 
M  schneidende  gerade  Linien  XX^  und  YY'  bezieht, 
welche  die  Ebene  selbst  in  vier  Quadranten  theilen. 
Zieht  man  nämlich  durch  jeden  der  gegebenen  Puncte 
mit  XX'  und  YY'  ein  paar  Parallelen  PQ  und  PÄ, 
Fft  wnd  P'jB'  u.  s.  w.  ,  so  wird  jeder  derselben  als 
der  Durchschnittspnnct  seiner  Parallelen  fixirt.  Da 
Dim  eine  jede  dieser  letzteren  mit  einer  der  Linien 
IJT  oder  YY'  gleichfalls  zum  Durchschnitte  kommt, 
Bnd  dadurch  eine  bestimmte  Länge  erhält,  so  ist  ein- 
leuchtend, dass  jeder  Punct  durch  Angabe  der  Grosse 
imd  Lage  der  durch  ihn  gehenden  Parallelen  vollkom- 
men bestimmt  seyn  muss.  Man  nennt  jede  der  will- 
körlich  gewählten  Linien  eine  Axe,  beide  zusammen 
das  Axensystem,  ihren  Durchschnittspunct  den 
Nnllpnnct  oder  Anfangspunct  des  Systemes  und 
die  durch  jeden  Punct  P  gelegten  Parallelen,  oder 
aacb  die  entsprechenden  Axenabschnitte  die  Coor- 
diaaten  de«  Punctes.  Alle  Coordinaten,  welche 
der  einen  Axe  parallel  sind,  bezeichnet  man  mit  x\ 
die  der  andern  Axe  parallelen  mit  y,  und  unterschei- 
det und  benennt  auch  hiemach  beide  Axen  als  Axe 
der  w  und  Axe  der  y.  Der  NuUpunct  theilt  jede 
Axe  in  zwei  Halbaxen,  welche  wegen  ihrer  entge- 
gengesetzten Richtung  von  diesem  Puncte  ans  als  p  e- 
sitive  (4")  und  negative  ( — )  Halbaxe  unterschie- 
den werden;  ein  Unterschied,  der  auch  auf  die  Coor- 
dinaten übergeht,  indem  selbige  das  Zeichen  ihrer 
respeetiven  Halbaxen  erhalten.  Das  Axensystem 
tdbst  ist  entweder  rechtwinklig  oder  schief- 
winklig, je  nachdem  sich  die  Axen  unter  rechten 
oder  schiefen  Winkeln  schneiden.  Beide  Fälle  erfor- 
dern eine  besondere  Betraditung. 
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A.    R0ehtwinklig08  Axengyitem, 
f     3. 

Centraldistanz  eines,  und  Distanz  ziweier  Pancie. 
DasB  mittels  eines  rechtwinkligen  Axensystemes 
Jeder  in  einer  Ebene  gegebene  Punct  zu  bestimmen 
sey,  ist  einleuchtend.  Denn  sobald  iiSr  a;  und  y  die 
ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  bestimmten  Wertb« 
+  a  und  +b,  odei*,  was  dasselbe  ist,  sobald  die  Glei. 
chungen  ^  =  ^Äundy  =  jhÄ  gegeben  werden,  so 
ist  der  Punct  P  vollständig  fixirt ;  die  Vorzeichen  der 
Coordinaten  bestimmen  nämlich  den  Quadranten,  in 
welchem  der  Punct  enthalten  ist,  und  die  Grösse  der- 
selben seinen  Ort  in  diesem  Quadranten.  Ist  ars=rO, 
io  liegt  der  Punct  in  der  Axe  der  y,  und  umgekehrt; 
weshalb  denn  auch  für  den  Nullpunct  selbst  die  Glei- 
chungen or  =  0  und  y  =:  0  gelten.  Aus  der  Recht- 
winkligkeit der  Coordinaten  jedes  Punctes  ergiebt 
sich  allgemein  für  die  Centraldistanz  desselben: 

D  =  ya;^+y^ 
und  {Br  die  gegenseitige  Distanz  R  zweier  durch  ikt^ 
'Coordinaten  Sy  y  ^nd  ;r%  y^  gegebener  Punote: 

welcher  Werth  von  R  allgemeine  Gültigkeit  hat,  so- 
bald man  nur  die  Vorzeichen  der  Coordinaten  berück- 
sichtigt, wie  solche  durch  die  Lage  der  Puncto  in 
diesem  oder  Jenem  Quadranten  bestimmt  werden. 

f  ♦ 

Gleichoag  der  feraden  Xinie  aiMseshalb  des  NnllpmuiUs« 
Wenn  eine  gerade  Linie  LL  in  der  Ebene  der 
Axen  gegeben  ist,  so  schneidet  sie  gewöhnlich  heÜB 
•Axen;  dadurch  bestimmen  sidi  zwei  Axenabachnit^ 
MA  =  n,  und  JUB  =^  b  (Fig.  2.),  weliOie  snan  die 
Parameter  der  Linie  nennt  Wollen  wir  nun  üb 
Linie  selbst  bestimmen,  so  haben  wir  nur  eine  Glei- 
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aufimmioli^iiy    durch  welche  di^  Rellition  iwi^ 
selben  den  Coordinaten   irgend  eines  beliebigen 
ihrer  Pnncte  nnd  den  Parametern  a  und  b  ausgedrückt 
wird.     Denn  weil   diese  Gleichung  für  irgend  einen 
beliebigen,  so  gilt  sie  affenbar  für  einen  Jeden  Punct 
der  Linie,   d.  h.  für  die  Linie  selbst,   welche  ja  alt 
die  stetige  Nacheinanderfolge  ihrer  Puncte  betrachtet 
werden  kann.    Wir  können  hierbei  der  Allgemeinheit 
der  Reanltate  unbesohadc^t  annehmen,  dass  die  Linie 
die   beiden   positiven  Halbaxen   schneidet,    oder, 
dass  ihre  Parameter  positiv  sind.    JNehmen  wir  nun 
m  dem,    innerhalb  der  positiven  Halbaxen  fallendem 
Theile   der  Linie   irgend   einen   beliebigen  Pnnct  P, 
sieben  dessen  Coordinaten  P(l  =  x^  PR^^^jfj  io  ist 
BQ:  QP=  BJH:  MA 
oder  b  —  y  :  a;  =  b  :  a 

woraus  sich 

-  +  1  =  1 

als  die  gesuchte  Gleichung  ergiebt.  Wiewohl  nun 
dieselbe  zunächst  nur  für  den,  zwischen  den  positi- 
ven Halbaxen  liegenden  Theil  der  Linie  gefunden 
wurde,  so  gilt  sie  doch  allgemein  für  die  ganze  Li- 
nie; indem  für  de^en  jenseits  derAxe  der  x  fallenden 
Theil  die  y,  und  für  den  jenseits  der  Axe  der  y  fal- 
lenden Theil  die  x  negativ  einzufuhren  sind.  Uebri- 
gens  sind  die  Parameter  selbst  nichts  anderes,  als  die 
Coordinaten  derjenigen  Pnncte,  in  welchen  die  Linie 
von  den  Axen  geschnitten  wird;  wie  diess  aUch  die 
CHeichung  anzeigt,  wenn  man  a;  oder  y  =  0  setzt. 

Ist  die  Linie  einer  der  Axen  z.  B.  der  MX  pa- 
rallel, so  wird  offei]|>ar  der  in  derselben  Axe  liegende 

Parameter  a  =  oo,  nnd  folglich  -^  =:  1  oder  y  =  A 

die  CBfikikung  einer  der  Axe  der  o?  pamlielen.  linie^* 
weMm  a»  Axe  der  5^  in  der  Entfcniunir  ftveai  N«tt< 
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pancte  schneidet.  Ganz  analog  ist  die  Bedeutung  der 
Gleichung  x  =  a. 

|.    5. 

Gleichung  der  LJnie  durch  den  NoUpondt. 

Eline  Linie  LL  von  der  Gleichung  —  -f-  -^-  =  1 

auf  den  Nullpunct  transportiren  heisst,  die  Gleichung 
einer  ihr  parallelen  Linie  durch  den  Nullpunct  auf- 
finden. Sey  L^U  (Fig.  2)  diese  Parallele ;  man  wähle 
in  ihr  irgend  einen  Punct  P^  und  siehe  dessen  Coor- 
dinaten  P'Q'  =  ^,  und  P'Ä'  =  (tM  =  —  y,  so  ist 

A  ABM  (x>  A  P'Q:M 
woraus  sich  die  Gleichung 

-  +  -5-  =  0 

und  die  einfache  Regel  ergiebt,  dass,  um  eine  Linie 

Ton  der  Gleichung  —  -f-  -^  =  1  auf  den  Nullpunct 

SU  transportiren ,  wir  nur  nöthig  haben ,  rechter 
Hand  vom  Gleichheitsseichen  0  statt  1  oder  der  da- 
selbst befindlichen  Constanten  su  schreiben. 

Ueberhaupt  ist  die  Gleichung  einer  jeden  durch 
den  Nullpunct  gehenden  Linie  von  der  Form 

-  +  i  =  ö 

Denn  wenn  £  der  Neigungswinkel  der  Linie  gegen 
eine  der  Axen,  s.  B.  gegen  die  Axe  der  or^  so  ist 
offenbar 

y  =  X  fang  S 

oder        — ^ ^  =  0 

cot  §^  nn  $ 

Auch  sieht  man,  dass  es  für  Jede  durch  den  Null- 
punct gehende  Linie  durchaus  nur  auf  das  Verhält- 
niss,  niebt  auf  die  absolute  Grösse  der  Constanten  a 
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and  h  ankommt,  welche  in  diesem  Falle  nur  üaeigent- 
bdi  ab  Parameter  bezeichnet  werden. 

|.    6. 

Pardiachnitfaymct  imd  Neigungswinkel  xweier  Linien. 

Sind  mis  zwei  Linien  durch  ihre  Gleichungen 

i  +  i  =  .»ai  +  .J  =  i 

gegeben ,  so  w^i^^n  für  uns  die  Auffindung  der  Copr- 
dinaten  ihres  Durchschnittspunctes  und  der  Tangente 
ihres  Neigungswinkels  zwei  besonders  wichtige  Pro- 
bleme. Die  Coordinaten  des  Durchschnittspunctes  fin- 
den  sich  leicht  aus  der  Bedingung,  dass  dieser  Punct 
ein  bestimmter,  beiden  Linien  gemeinschaftlicher 
Punct  ist)  und  dass  daher  für  ihn  beide  Gleichungen 
zugleich  gelten  müssen.  Man  eombinire  daher  öbige 
Gleichungen,  und  eliminire  nach'  einander  y  und  or, 
so  folgt : 

_   aa^{b  —  ftQ 
^  —      ha'  —  Va 
_   W{a  —  a') 
*  ""      ab'  —  a'b 
Die  Tangente  des  Neigungswinkels  ia  findet  sich 
leicht  ans  den  Tangenten  der  Neigungswinkel  %  und  ^ 
beider  lönien  gegen  eine  und- dieselbe  Axe,  z.B.  ge- 
gen die  Axe  der  x^  indem 

fang  w  =  fang  (S  —  50 
Da  nun   sowohl    langl^   als   tangY   unmittelbar 
durch    die  Parameter  gegeben    sind,    so   findet  sich 
sehr  leicht: 

ab'  —  a'b 

Dieser  Werth  giebt  uns   für  den  Parallelismus 
beider  Linien  die  Bedingungsgleichung 
ab'  —  a'b  =  0 
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ttd  Bx  die  R#ditwinkligkeit  derfelbcn   die  Dedi»- 
gongsgleichang 

aa'  +  **'  =  0 

§.     7. 
Normale  aus  dem  Nullpunct  auf  eine  gegebene  Unie. 

Wichtig  für  unsere  Zwecke  ist  auch  die  Auf- 
gabe, für  eine  durch  ihre  Gleichung  gegebene  Linie 
L  die  Normale  N  aus  dem  Nullpuncte  zu  finden. 
Es  sejr 

a     ^     b 
die  gegebene  Gleichung  der  L^  und  vorläufig 

die  gesuchte  Gleichung  der  N  ($.  5.),  so  muss,  yer- 
moge  der  Rechtwinkligkeit  beider  Linien, 
aa  ^  Iß  =  0 
oder        a  :  /?  =  Ä  :  —  a 
seyn  (|.  6.).    Da  es   nun  bei  allen  Linien  durch  den 
Nullpunct  nur  auf  das  Verfaältniss   und  nicht  auf  die 
absolute    Grösse    der  Constanten  a  und  ß  ankommt 
(|.  5.),  so  wird  die  gesuchte  Gleichung         .     . 

Verlangt  man  zugleich  die  Grosse  der  N^  wie 
sich  solche  durch  den  Nullpunct  einerseits  und  den 
Durchschiiittspunct  der  N-  und  L  anderseits  bestimmt, 
80  suchß .  man  die  Coordinaten  dieses  Durchschnitts- 
punctes  nach  |.  6.,  und  bestimme  dessen  Centraldi- 
stanz  (f.  3.))  welche  die  gesuchte  Grösse  ist ;  man  findet 

ab 


N  = 


+  4' 
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B,     S Chief ifiinhli^B   AxenMf^iiem. 

Poiicte,  ihre  Centraldistanz  und  Distanzlinle. 
Schheiden  sich  beide  Axen  unter  einem  ftchiefen 
Winkel  q^  so  erhalten  alle  diejenigen  Ausdrücke, 
welche  sich  auf  Linear  -  und  Angulargrossen  bexiehen^ 
eine  etwas  verwickeitere  Form  als  bisher,  während 
die  Gleichungen  der  Poncte  und  Linien  ihre  Foftm 
beihehalten.  Jeder  Punct  ist  daher  durch  zwei  Glei« 
chungen  von  der  Form 

a;  =  +  a  tind  y  =  +  Ä 
bestimmt,  indem  der  Begriff  der  Coordinaten  kein  M« 
derer  als  der  von  Parallellinien  der  Axen  ist.  Um 
die  Centraldistanz  D  eines  Punctes  P  durch  seine 
Coordinaten  auszudrucken,  ziehe  man  die  PM  (Fig.  1), 
welches  die  gesuchte  Centraldistanz  int;  ink  Dreieck 
PJtQ  sind  bekannt 

PQ  =  or    MQ=^9    mM  =  180^  —  q 
also  wird 

^  =  V  a;^  +y'^  +2a:ycosQ 
Fällt  der  P|inct  JP  in  .einen  der  N.e^n^oadraiiten, 
so  wird  cosQ,  oder  auch  eine  der  Coordinaten  U9d 
folglich  das  Product  2a:y  cos  q   negativ. 

Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich  für  die  Distanz- 
linie R  zweier  ^Poncte  P  und  P'  der  Aundrpiok  . 

^    '    '  •  s.  9.  ; 

€Uelch!uig  der  Linie. 
Dass  die  Gleichung  einer  Linie  LL  (Fig.  3),  wel- 
che die  positiven  Halhaxen  in  den  Puncten  A  und  B 
schneidet,  und  für  welche  sich  dahek*  die  Parameter 
MA  =  a  und  MB  =  5  ergeben,  auch  für  dieses 
Axensystem  noch 

^    ,    y        4 
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ntjj  ist  leieht  einsasehen.  Denn  wenn  P  ein  belie- 
biger Punct  des  zwischen  den  positiven  Halbaxen 
enthaltenen  Theiles  der  Linie ,  so  sind  PQ  =a  x  und 
P/t  =  jf  dessen  Coordinaten,  und  ^s  gilt  auch  hier 
ganz  unabhängig  von  dem  Neigungswinkel  (}  die  Pro*- 
portion 

b  —  y  :  X  ==  b  :  a 
aus  welcher  unmittelbar  die  Gleichung 

-  +  -f  =  1 

a   ,      b 
folgt.    Auch  wird  die  Gleichung  jeder  durch  den  Null- 
punct  gehenden  Linie  wiederum 

geyn;  wie  dean  die  Coordinaten  des  Durchschnitts- 
pHncles  ebenfalls  ihre  obigen  Werthe  ($.  6.)  behalten. 

f.     10. 

Neigungswinkel  einer  Linie  gegen  die  Axen,  und  zweier  Limen 
gegen  einander. 

Um  die  Tangenten  der  Neigungkwinkel  $  und  v 
einer  Linie  von  der  Gleichung 

gegen  die  Axen  zu  finden,   f&Ue  man  in  flg.  3  von 

ihren  Durchschnitts^uncten  A  und  B  mit  den  Axen 

auf  diese  letzteren  die  Normalen  AE  und  BF^  so  wird 

^       ^        BF    ^  AE 

Es  ist  aber 
BF  =a  biing  AE  =s  ann^ 

AF  =s  a  —  b  eotQ     BE  =s:  Ä  —  ßcoi.Q 
und  folglich 

iangi  = r— ^ —     iangif  =  ^r — 
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Die  Tangente  des  NeignngswinkeLi  oi  sweier  la- 
uen gegen  einander,  deren  Gleichungen 

lisst  sich   leicht  aus  den  Werthen  von  Umgl^,  oder 
ttmgv  finden;  es  ist  nämlich  offenbar 

a>  =  v  —  v'  ==  r  — ? 

,  ,  iangv  —  fangt/ 

also  fang  co  =  -r — 7 2 ---. 

®  1  +  tangv  tangv" 

Snbstitnirt  man   fnr  tamjgv  nnd  tangi/   den    so 

eben  gefundenen  Werth,  so  folgt 

jah'  —  a'b)  nn  g 

"  «'(a — beoig)  +  b'(b — aeosg) 

Ans  diesem  Werthe  Ton  iangia  ergiebt  sich   fnr 

den  Parallelismns  beider  Linien  die  Bedingnngsglei* 

dmng' 

ab'  —  o'Ä  =  0  wie  oben  f.  6. 

fnr  die  Recbtwinkligkeit  derselben  die  Bedingnngs- 

gleichung 

^  {a  —  b  coi  (»)  +  *'(*  —  «  ^^'  c)  =  0 

wdehe  ßa  q  =  9(f  in  die  oben  f.  ß.  gefundene  Be* 

dingang  übergeht. 

f.     11. 

Normale  aus  dem  NuUpimcte  auf  eliie  fegebene  Linie.    . 

Man  Sucht  f3r  die  Linie  L  yon  der  Gleichung 

-  +  -?-=! 
a     '     o 

die  Normale  aus  dem  Nullpuncte;  ihre  Gleichung  ist 

von  der  Form 

Weil  beide  Lihien  auf  einander  rechtwfaiklig  sind,  so 


a(a  —  b  est  g)  +  ß(b  —  a  eot  p)  =  0 
oder  a:ß^=sb  —  aeotgibcsio  —  a  ' 
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Mjrnr  folglich  wM  4^<g«lii6hte  Gletohmig: 


h  —  a  eos  p  a  —  b  cos  p      . 

Die  Coordinaten  des,  Darchschnittspunctes  beider  Li- 
nten  weiden  aber: 

ab(b  —  a  cot  q) 


X  = 


y  = 


«2  +Ä2  — 2  ab  COM  q 

ab(a  —  b  cot  q) 
«2  +Ä^— 2.aAco*(» 


i     12. 

TrftnsfonDation  der  Coordinaten. 

Oft  ist  es  nöthig,  aug  einem  rechtwinkligen  Axen- 
•jsteme  in  ein  schiefwinkliges  Axensystem,  oder  aus 
diesem  in  jenes  iibeningehen;  d.  h.  die  gegebenen  Co* 
ordinaten  des  einen  Systemes  so  zu  transformiren^ 
dass  sie  sich  auf  das  andere  System  beziehen..  Die 
dieiTem  Zwecke  entsprechenden  Operationen  sind  nach 
Maassgabe  der  Lage  beider  Axensysteme  mehr  oder 
weniger  verwickelt.  Wir  werden  jedoch  nur  den  ein* 
fachen  Fall  in  Betrachtung  ziehen,  da  der . Nullpunet 
nnd  eine  der  Axen,  z.  B.  die  Axe  der  Sj  beiden  Sy* 
Sternen  gemeinschaftlich  sind,  während  die  neue  Axe 
der  y  mit  der  Axe  der  a;  den  Winkel  q  bildet. 

Es  seyen  MX  und  JHY  (Fig.  4.)  die  rechtwinkli- 
gen Axen,  MYi  die  neue  schiefwinklige  Axe,  femer 
Pein  Punct,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten  PQ=ar, 
PB=:y^  SO  sind  offenbar  die  schiefwinkligen  Coor- 
dinaten desselben  Ponctes: 

PQ,  =  xi  und  PRi  =  yi 
Will  man  nun  die  für  ein  rechtwinkliges  Axensjrstem 
gegebenen  Gleichungen  so  transformiren,  dass  sie  für 
ein  BoUefwinkliges  Axensystem  gelten,  oder  umgt^ 
Jcehrt,  so  kommt  es  nur  darauf  an,  die  rechtwinld^ 
gen  Coordinaten  als  Functionen  der  schiefwinkligen 
Coordinaten,   oder  diese   als  Functionen   von 
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aanQir3€l»ii,  uaA  die  g«ftiBi«Ma  Amdifidw  wMtkM 
mmk  f  itt  den  g^ebenea  CilekkuigMi  m  siAttitiiireB. 
Wir  woIUn  diese  Ausdrücke  durck  die  Nameü  Am 
•rthometrischeB  und  klinemetrieeheii  Aue» 
drieke  antersdieiden. 

För  gegebene  orthometrieehe  CoordiBaten  x  uad 
f  werden  dahmr  die  sn  eohstitvireiideii  kUnometri- 
echen  Aoidrücke: 

iiir    or,  SS  ^1  +  jfi  cet^ 

fiir    jf,  =  jf,  iin^ 
mmk  fibr  gegebene  klinometriecbe  GoerdiBaien  st  nnd 
9  werden  die  zu  sabetitnirendea  orth<MMtfisdien  Ans^ 
dticke: 

für    x^  z=z  Wi  —  Vi     . 

für     y  y  =:  y^  —, 

^'         ^     ging 

Soll  a}80  eine  gegebene  orthometrische  Gleicbnng 
Uinometrisch  gemacht  oder  so  transformirt  werden, 
dass  sie  einem  schiefwinkligen  Axensysteme  von  der 
Torher  angegebenen  Beschaffenheit  angepasst  wird, 
so  substitnirt  man  statt  x  nnd  y  die  ersteren,  nnd 
soU  eine  gegebene  klin^netrische  delobang  ortho^ 
metriscb  gemacht  werden,  so  substitnirt  man  statt 
ihr«  die  letzteren  Werthe.  Man  sieht  leieht,  dase 
mittels  dieser  Snbstitation  die  in  den  §1.  8,  10  nnd 
U  anfgetesten  Probleme  unmittelbar  ans  den  Beenl- 
taten  dw  ff*  3,  6  nnd  7  gefunden  werden  konnten. 


Zweites   Capitel. 
PnnM,  Linie  nnd  Fliehe  im  Raunie. 

f.    13. 

Allg«B«ii»  Biariniimsgan. 

Wenn  beliebige  Ptftdton,  Linien  nnd  Pnnete  im 
gegeben  sind,  so  iii  deren  Bestinrnranf  nnr 
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mitteli  eines,  den  ganzen  Raum  beherrschendin,  d«  h. 
4iach  drei  Dimensionen  ausgedehnten  Axensystemes 
möglich.  Neben  den  Axen  der  ^>und  y  wird  also  die 
Einführang  einer  dritten  Axe ,  ausserhalb  der  Ebene  je^ 
ner  beiden  nothwendig ,  und  jeder  Punct  wird  nur  dann 
bestimmt  seyn,  wenn  ausser  seinen  Coordinaten  x  und 
y  auch  die  der  dritten  Axe  parallele  Coordinate,  z  gege- 
ben ist.  Wir  nennen  diese  Axe  die  Axe  der  z  und 
die  drei,  durch  je  zwei  Axen  gehenden  Ebenen  die 
Coordinatebenen,  welche  den  ganzen  Raum  in  acht 
Raumoctanten  theilen,  und  nach  den  in  ihnen  enthal- 
tenen Axen  als  die  Coordinatebenen  xy^  yz  und  zx 
i^nterschieden  und  bezeichnet  werden.  Uebrigens  giebt 
es  aju;h  hier  rechtwipklige  oder  schiefwink- 
lige Axensysteme,  je  nachdem  sich  die  Axen  oder 
Coordinatebenen  unter  lauter  rechten  Winkeln  schnei- 
den, oder  nicht. 

• 

A^    Rechtwinkligei  Axensyttem. 

f.    14. 

Pmicte,  ihre  Centraldistam  und  DiBtanzHiüe. 

Was  zuvörderst  die  Bestimmung  eines  gegebenen 
Pnnctes  betrifft,  so  hat  dieselbe  keine  Schwierigkeit, 
indem  man  nur  durch  ihn  drei  mit  den  Axen  parallele 
Linien  als  Coordinaten  zu  legen  und  deren  Grösse  und 
Richtung  (wie  sich  solche  durch  ihre  Durchschnitte 
mit  den  Coordinatebenen  und  durch  die  Richtung  der 
respectiven  Halbaxen  bestimmen)  anzugeben  braucht, 
was  durch  drei  Gleichungen  von  der  Form 
^  =  +.a,  y  =  +  bj  z  =:  ±  c 
geschieht.  Die  Vorzeichen  der  Coordinatwerthe  be- 
stimmen nämlich  den  Raumoctanten,  in  welchem  der 
Punct  gelegen  ist,  und  die  Grösse  derselben  den  Ort 
des  Punctes  innerhalb  dieses  Oetanten.  Ist  eine  der 
Coordinaten  =  0,  so  liegt  der  Punct  in  der  Ebene, 
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welche  naeh  den  beiden  andern  CooiduuiCeli  benannt 
ist,  und  sind  swei  Coordinaten  =  0,  «o  liegt  der 
Pnnßt  in  der  Axe,  welche  den  Namen  der  dritten 
Coordinate  fahrt.  Wie  also  in  der  Ebene  zwei,  %6 
sind  im  Raame  drei  Gleichnngen  arar  Beetimmmg 
eines  Punctes  erforderlich,  und  wie  er  dort  als  Win* 
kelpnnct  des  Parallelogrammes  über  s  nnd  y  bestimmt 
wurde,  so  wird  er  es  hier  als  derEckponct  desPar- 
aUelepipedons  über  a:,  y  und  z. 

Eine  leichte  Betrachtung  lehrt,  dass  ^' Central« 
distanx  eines  jeden  Punctes 

D   =    yj;2  ^yZ  ^^a 

und  dass  die  Distanzliipe  irgend  zweier  Puncte 

f.    15. 

Gleichmig  einer  Flache  ausserhalb  dea  Nnllpmictea,^ 

Ist  eine  Fläche  (unter  welchem  Worte  wir  jeder- 
zeit eine  ebene  Fläche  verstehen)  gegeben,  welche 
nicht  durch  den  Nullpunct  geht,  so  schneidet  sie 
doch  gewöhnlich  alle  drei  Axen;  dadurch  bestimmen 
sich  drei  Axenabschnitte  MA  -=  a,  MB  =  b  und 
MC  ^==^  €  (Fig.  ft.)  als  die  Parameter  der  Fläche, 
welche  wir. in  dem  Octanten  der  positiven  Halbaxen 
voraussetzen.  Eine  Gleichung,  welche  die  Relation 
zwischen  den  Coordinaten  irgend  eines  beliebigen 
Punctes  der  Fläche  und  ihren  Parametern  ausdrückt, 
wird  die  Fläche  selbst  repräsentiren,  weil  sie  alle 
Puncte  derselben  vollständig  fixirt.  Zur  Auffindung 
einer  solchen  Gleichung  gelangt  man  sehr  leicht, 
wenn  man  davon  ausgeht,  dass  der  von  den  drei 
CocHrdinatebenen  und  der  gegebenen  Fläche  innerhalb 
des  Octanten  der  positiven  Halbaxen  umschlossene 
Raum  MABC  eine  dreiseitige  Pyramide  ist.  Man 
wiUb  nun  irgend  einen  beliebigen  Punct  P  der  Flä- 

I.  3 
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eke,  verUade  ihn  mit  4e»  NaBpimote  Mf  ud  lege 
daiavf  drei  scbneideade  I^beiieD  dwrdi  PM  imd  jfede 
d^  drei  Axen,  wo  werden  dieae  Ebenen  (weiche  iKe 
gegebene  Flttelie  in  den  Linien  P^,  PJBnndPCgoknM- 
de«)  die  Pyramide  MABC  in  die  drei  Pyramiden 
MPABf  MPAC  nnd  JMPBC  theiien,  Beredbnet  man 
den  Inhalt  diaaer  vier  Pyramiden,  nnd  wende«;  man 
idnan  das  Axiom  an,  daas  daa  Game  =bs  der  Samme 
feiner  Theile,  so  gelangt  man  sogleick  anf  folgende 
sehir  i^iMatsmiie  Gleichung  der  ilädMr: 

a  *  *  c 
welche  zwar  zunächt  nur  für  den  Theil  ABC  dersel- 
ben gefunden,  aber  nichts  desto  weniger  allgemein 
gBltig  für  die  ganze  Ausdehnung  derselben  ist,  sobald 
man  nur  die  Zeichen  der  Coordinaien  in  den  übrigen 
Raumoctanten  berücksichtigt. 

§.16. 

Gl^diQiifgNi  der  Flächen »  inrelcbe  eiactf  oder  wm%  Axm  pq|^ 

alle!  sind. 

Eine  Fläche  wird  daher  jederzeit  dacek  eine 
Gleichung  fixirt;  und  umgekehrt,  kann  eine  Glei* 
chung  im, Baume  zunächst  nur  immer  eine  Fläche 
repräsenären.  Ist  dieFläcke  einer  der  Axen  paral- 
lel, so  wird  der  respective  Parameter  =  oe,  an4  daa 
mit  ihm  behaftete  Glied  verschwindet  aus  der  Glei- 
chung—+4*+ —=1.  So  bedeutet  z.B. —+^  =  1 

^  a       b        c  ä       o 

im  Baume  die  Gleichung  einer  der  Axe  der  t  paralle- 
len Fläche ,  während  dieselbe  Gieiehnng  in  d^  Ebene 
eine  Linie  ausdruckt,  welche  die  Axen  der  0  und  y 
in  den  Centraldtstanzen  a  und  i  sckneidet^  Di0  Glei- 
chung jeder  Fläche,  welche  einer  de^  Axen  parallel 
läuft,  ist  also  einerlei  mit  der  Gleiehnng  ihrer  Dnrek« 
Schnittslinie  in  der  Coordinatebene  durch  die-.beidisn 
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andern  Axen.  Diess  ergiebt  sich  aach  aus  Folgen- 
dem.    Die   Crleiehung  der  Interaection  '^)  der  Fläche 

1-^  +  — =sl  mit  einer  der  Coordinatebenen  folgt 

aus  der  Giiaichnng  der  FUlcbe  selbst,  indeat  man  die 
«ssarhidb   dieser  Ebevie   li^;ünde,  Coordiaale  es  0 

settt    Es  wird  daher  s.  B.  —  +  4-  =  1  die  Glel- 

a         0  , 

drang  der  Intersection  derselben  Fläche  mit  der  Coor- 
dfaialebeae  a?y ;  welche  Gleiehnng  offenbar  einerlei  mit 
jener  fmr  die  Parallelflfiqhe  der  Axe  der  z  ist  Allein 
beide  Cäeicbnngen  wiir4en  durch  sebjr  versi^hiedene 
Voranssetmngen  ans  der  ursprün^chen  Gleichung 

— h  -^  +  —  =s  1  abgeleitet;  fBr  die  Intersection  wfard 
a        V        c 

nämlich  das  letzte  Glied  derselben  =s  0,  weil  ^ssO; 

fik  die  Paarallelfläche  der  Axe  dev  z^  weil  e  tsfz  oö, 

/tß  mm 

Soll  also  die  Gleichung (-  -^  =  1  die  Intersectfon 

aasdrucken,  so  moss  ungleich  die  Gleichung  z  =  0  ge- 
geben seyn;  während  sie,  sobald  über  z  gar  nichts 
aasgesagt  ist,  nur  eine  PamUelflftehe  der  Axe  der  % 
darstellt  9  welche  die  Axen  der  Je  nnd  y  in  den  Cen»- 
traldistanzen  a  and  h  schneidet  —  Ist  eine  EÜgIm 
sweien  Axen  odelr,  was  dasselbe,  einer  Coordillnt* 
ebene  parallel,  so  verschwinden  die  beiden  gleiehmt- 

migen  Glieder  aus  der  Gleichung H  *^  H =  1 ; 

wie  z.  B.  —  =r  1  oder  ^  =s  a  die  Gleichung  einer  Par- 

dtelfMche  der  Coordlnatebetie  yz^  w^tctiö  die  Axe 
der  a  in  der  Centraldistanz  a  schneidet. 


*)  Es  sey  mir  gestattet,  das  Wort  Intersection  jederzeit 
für  die  Dmrchschnittsrinien  etner  Mäche  tiut  den  Coordijiatebenen  zu 
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f.    17. 

Gleichimg  der  Fl&che  durch  den  NnUpfinct. 

Eine  durch  die  Gleichung  —  +  Ä  +  —  =  1  ge- 
gebene fUche  auf  den  Nultpunct  transportiren,  heisst 
die  Gleichung  einer  ihr  parallelen  Fläche  durch  den 
Nullpunct  auffinden.  Eine  leichte  Betrachtung  lehrt, 
dass  sich  die  Gleichung  der  letzteren  Fläche  von  je- 
ner der  ersteren  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  sie 
kein  constantes  Crlied  enthält,  und  dass  folglich  rech«> 
ter  Hand  vom  Gleichheitszeichen  0  statt  1,  oder  über- 
haupt statt  der  daselbst  befindlichen  Constante  zu 
schreiben  ist.  Denn,  wenn  die  Fläche  durch  den  Null- 
punct geht,  so  werden  es  ihre  Intersectionen  gleichfalls» 

und    daher  :?:  +  *  =0, -  + -=0,  4  +  — =  ^ 
ab         ^    c    *    a         ^   b        € 

die  Gleichungen  dieser  letzteren.  Eine  fläche  aber, 
deren  Intersectionen  durch  diese  Gleichungen  ausge- 
drückt werden,  kann  offenbar  nur  durch  die  Gleichung 

a  b  c 

repräsentirt  werden.  Daher  ist  diess  auch  die  allge- 
meine Fonh  der  Gleichungen  aller  durch  den  Null- 
punct gehenden  Flächen,  für  welche  es  wiederum  nur 
auf  das  Verhältniss,  nicht  auf  die  absolute  Grösse 
der  Constanten  a^  b  und  c  ankommt. 

§.    18. 

Gldchpngen  der  DorcfaschnitUlinie  zweier  Flächen. 

Sind  zwei  Flächen  F  und  F^  durch  die  Gleichun- 
gen 

gegeben,  so  ist  das  nächste  Problem,  «^ihre  Durch- 
schnittslinie zu  bestimmen.    Dazu  werden  wir  gelan- 
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gen,  wenn  wir  in  Anerkennung  ihrer  gleichseitigen 
Crilti^eit  beide  Gleichungen  combiniren,  weil  sich 
alle  ans  dieser  Combination  hervorgehende  Resultate 
offenbar  nur  auf  diejenigen  Puncto  im  Räume  bezie- 
lien  können,  welche  beiden  Flächen  gemeinschajft- 
Beb  sind;  dieselben  Puncto  aber  bilden  ja  eben  in  ih- 
rer Nacheinanderfolge  die  gesuchte  Durchschnittslinie. 
Die  Combination  beider  Gleichungen  fuhrt  nun  durch 
suecessive  Elimination  der  Xy  y  und  z  auf  folgende 
drei  Gleichungen: 

(t-^)'  +  (t-|) 

In  je  zweien  dieser  Gleichungen  ist  aber  die  dritte 
schon  enthalten,  wie  sich  leicht  auf  folgende  Art  be- 
weist; man  setze 

a  —  a'  =  -4        Äc'  —  Vc  =^  a 
h  —  V  =^  B        ea'  —  €fa  =  ß 
c  —  i!  =  C        aV  —  ü[b.=  y. 
so  wird  zuvörderst: 

(1)  j4a  +  B/j  +  cy  =  0 

und  die  obigen  drei  Gleichungen  schreiben  sich  ein- 
iadier  wie  folgt: 

Man  eBminire  nun  aus  irgend  zweien  dieser  Gloichun- 
gen  die  ihnen  gemeinscbaiÜicbe  Cdordinate,  z.  B.  aus 
(3)«iid  (4)  die  ^,  so  folgt 
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Da  mn  nach  (i)  Bß  ^  Cy  ^=st  —  Aä,  uq  wiixl,  nacii 
UnAefdriidbuig  des  gen^inschaftUckeA  Factors  «,  «ftd 
nach  Vartauschaiig  der  Sachen 

welches  die  obige  Gleiohung  (2)  i«t.  AnC  die«elbe  Axt 
kaaa  man  aas  (2)  and  (3)  die  (4),  aiii  (2)  ii»d  (4)  die 
(3)  ableiten;  wodurch  denn  bewiesen  iat,  das»  je  zwei 
der  oben  gefundenen  Gleichungen  die  dritte  in  sich 
enthalten. 

Es  kann  aber  die  Bedeutung  dieser  drei  Glei* 
chnngen  in  derThat  keine  andere  seyn,  als^dass  sie 
eine  Linie  im  Räume,  und  2war  die  gesuchte  Dnrch- 
schnittsUnie  der  Flächen  F  und  JP^  darstellen.  Da 
nun  je  xwei  die  dritte  in  sich  enthalten,  so  wären 
wir  schon  vorläu^g  zn  dem  Resultate  gelangt,  dass 
eine  Linie  zu  ihrer  Bestimmung  im  Räume  zwei  Glei- 
chungen erfordert. 

5     19. 

Die  Linie  im  Ramiie  ist  durch  zwei  ihrer  Projectioneti  bestimmt. 

Das  zu  Ende  des  vorigen,  f.  ausgesprochene  Re- 
sultat wird  noch  efailenchtender  durch  folgende  Be- 
traehtang.  Wir  a^  mit  lAen  uMiMm  VomteUnngan 
Ton  Puncten,  Linien  und  Flächen  an  dten  Körpav 
gewiesen,  an  welchem,  allein  sich  diese  Ausdehnungen 
anschaulich  verwirklicht  finden,  indem  der  erste  als 
Eckpunct,  die  zweite  als  Kantenlinie,  die  dritte  als 
Oberfläche  erscheint.  Die  einzige,  seinem  BegriflTe 
entsprechende  Vorstellnngsweise  des  Pnnctes  ist  es, 
wenn  man  ihn  als  den  Dnrchschnittapnnct  dreier  (oder 
mehver)  Fttriien  denkt;  ebenae  eMipiaoliI  die  Vor- 
stellnngsweise der  Linie,  IIb  des  DarebscMtte«  «weiar 
Flächen,  die  VortCellungsw^iie  der  Fifehe,   ali»der 
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CMkeifltelie  einfts  Kirpers,  eiftsig  «a4  aUelA  dea  De- 
gEiffM  keMer  Arten  too  AMsdehnmig.  Den  Pmict  ^ 
Airmgi9  «ad  gleiclMam  U^Iirt,  ab  eio  Etwas  oluie 
fili^j  Brette  luul  Höhe,  die  lime  «»  ab$traei0  ab 
MAeliiflge  ofaneBreitbe  riebt  ig  vorzintellca,  «chetiit 
ittckt  w«U  Mög^icii.  Seil  mm  die  mathematisciie  Auf- 
fn— eng  dieser  Ansdebnangen  sn  branchbaren  Resni* 
iatea  ffibren  nnd  &ei  vo»  Widersprochen  bleiben,  se 
wird  sie  itfenbar  mit  jener  uns  nethwendigen  Vor^ 
st^nngsweise  im  Einklänge  stehen  müssen.  Wir  wer- 
den daher»  wie  den  Pnacf  ab  Durchschnitt  dreier,  s#  die 
Lbue  ab  Dnrcheehnitt  zweier  Flächen,  so  endHili  die 
Fläche  selbst  ab  Oberfläche  ^nes  Körpers  im  Räume 
fixiren  mnssen.  Diess  bt  anch  in  der  Tbat  der  Fall; 
denn^  indem  wir  in  den  drei  Coordinatebenen  drei 
Flächen  willkürlich  voranssetzen,  wird  ja  offenbar 
jede  gegebene  Fläche  als  Theil  der  Oberfläche  einer 
dreiseitigen  Pyramide  fixirt,  and  indem  wir  für  jeden 
Pnnct  drei  CSeichangen  wie  .r=i^*  !f  =  i*t  ^=i^ 
anbtellen,  fixiren  wir  denselben  eigentlich  ab  den 
Darchschnittspanct  dreier  Ebenen,  da,  wie  wir  §,16. 
gesehen  haben,  jede  dieser  Gleichungen  für  sich  die 
Parallelfläche  einer  Coordinatebene  ausdrückt 

Was  nun  endlich  die  Bestimmung  der  geraden 
Linie  im  Räume  betrifft,  so  ist  einleuchteBd«  dass 
solche  suvörderst  Jener  notbwendigen  Yorstellun^s- 
weise  angemessen,  also  dergestalt  beschafi^n  seyn 
müsse,  dass  jede  Linie  als  der  Durchschnittspnnct 
zweier  Ebenen  fixirt  wird.  Doch  werden  wir  zur 
VereinÜEu^hnng  der  Bestimmungsinediode  diese  Ebenen 
so  zn  wählen  haben,  dass  ihre  Ausdrücke  möglichst 
einfceh  wsidmi;  eine  Fordemng,  welcher  iNd&ommen 
Asnife  grieimel  wird,  wnnn  wir  die  Ebenen  ab  fmt- 
■Heiin  riwn  des  Axen  einfilhren«  Mtak  neORl  «b^r 
Jede  Tihnmn,  wdehe  dneeh  eine  gegebene  Liirie  mit 
elaer  dsr  Axmn  (z.  B»  der  Mma  der  Ar)  fansHel  gelegt 
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ymAy  eine  projicirende  Ebene  der  Linie^  und 
den  Durchschnitt  derselben  mit  der  Coordinatebene 
der  beiden  andern  Axen  (z.  B.  mit  der  Ebene  der  yz) 
die  Projection  der  Linie  in  dieser  Coordinatebene'. 
Da  nun  nach  §•  16.  die  Gleichung  jeder  projicirenden  . 
Ebene  einerlei  mit  der  Gleichung  der  respectiven  Pro- 
jection, so  wird  offenbar  jede  gegebene  Linie 
im  Räume  durch  dieGleichungen  zweier  ih* 
rer Projectionen  bestimmt  seyn.  Dass  in  je 
zweien  dieser  Gleichungen  die  dritte  enthalten  ist,  liegt 
in  der  Natur  der  Sache ;  dessenungeachtet  ist  es ,  we- 
gen der  grösseren  Symmetrie  und  Eleganz  der  Calcüle, 
oft  empfehlenswerth,  die  Gleichungen  aller  drei  Pro- 
jectionen zugleich  zu  berücksichtigen.  Hiernach  wird 
jede  Linie  durch  drei  Gleichungen  yon  der  Form 

^  T  +  f  =  '  7  +  7  =  '  4  +  f=' 
repräsentirt.  Geht  die  Linie  durch  den  Nullpunct, 
so  müssen  es  ihre  Projectionen  gleichfalls,  und  man 
braucht  für  diesen  Fall  in  den  vorstehenden  Gleichun- 
gen nur  0  statt  1  rechter  Hand  vom  Gleichheitszei- 
chen zu  schreiben. 

Die  m  §.  18.  gefundenen  Gleichungen  für  die 
Durchschnittslinie  zweier  Flächen  JPundjF^  sind  also 
in  der  That  nichts  anderes,  als  die  Gleichungen  ihrer 
Projectionen  in  den  Coordinatebenen. 

§.    20. 

Bediognngsgleichiiiig  f&r  ^e  Fläche  J^,  weldie  dem  Durchschidtie 
Ton  F  und  F^  parallel  itt 

Wenn  zwei  Flächen  F  und  F*  gegeben  sind,  so 
ist  es  wichtig,  die  Bedingungsgleichung  für  die  Pa- 
rameter iigend  einer  dritten  Fläche  F''  zu  finden, 
welche  der  Durehschnittslinie  von  JP^und  F^  parallel  ist 

Et  «ey  die  Gleichnis  der  gesuchten  Fläche  F* 


Digitized  by 


Google 


Slemeniarlehre.    Grundlage.  41 

Die  Gleichungen  der  Dnrchsehnittslinie  sind  die  (2), 
(3)  und  (4)  aus  §.  18.  Atis  der  Bedin^ng  des  Paral* 
l^Ikmus  folgt,  dasS)  wenn  wir  die  Fläche  JF^  sowohl 
als  die  gegebene  Dorchschnittslinie  anf  den  NoIIpnnct 
transportiren,  die  letztere  ganz  in  die  erstere  fallen, 
nnd  mithin  jeder  Punct  der  Linie  zugleich  ein  Punct 
der  Fläche  JF^  seyn  mnss.  Die  Gleichung  der  jF^ 
durch  den  NoUpnnct  ist  (§.  IT) 


(6)    J  +  |,  +  |  =  0 


and  die  Gleichungen  der  auf  den  Nullpunct  transpor- 
tirten  Durchschnittslinie  sind  (f.  19.  zu  Ende) 

Da  nun  die  Linie  ganz  in  die  Fläche  fällt,  so  las- 
sen sich  die  ^,  y  und  z  jener  in  die  Gleichung  für 
diese  setzen.  Man  bestimme  daher  z.  B.  aus  (7)  und 
(8);  und  z  als  Functionen  von  ^,  und  substitnire 
diese  Werthe  in  der  Gleichung  (5),  sa  folgt 


aa  a 


^    ^     b" 

oder,   nach  Einfahrung  der  ursprunglichen  Werthe 
T<ni  €iy  ß  und  / 

welches  die  gesuchte  Bedingungsgleichung  ist. 

f.    21. 

Normale  ans  dem  NnUpuncte  auf  die  Fliehe  F. 

Es  ist  eine  Fläche  F  durch  ihre  Gleichung 
a  ^   b   ^    c 
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gegeben,  man  soll  die  Gleichangen  der  Normale  iV  aas 
dem  Nullpuncte  finden.  Die  f|ngirten  Gleichungen 
ihrer  Pr6|)ectioiiAn  lefen: 


(10) 

a 

+ 

ß 

= 

0 

(ii) 

y 

+ 

X 

= 

0 

(12) 

iL 

+ 

z 

= 

0 

Da  nun  jede  der  projicirenden  Ebeaeo  auf  der  ¥  so* 
wohl  als  auf  der  respectiven  Projectionsebene  recht- 
winklig ist,  so  muss  auch  jede  der  Projectionen  von 
N  aof  der  glaichnanigen  Interseciion  der  F  aormal 
seyn.  Es  sind  aber  die  Gleiobuigea  dtar  Interseolio- 
nen  von'  F  nach  §.  16. 

(13)    ^  +  f  =  1 


(15)    ^  +  ^  =  1 


X     _L     ± 

c 

D»  MiA  (10)  uad  (13),  (11)  an«  (14),  (12)  iuid(15)  die 
Cn«iehwig«i  Je  fmtatu  md  Mnander  reehtwinkliger 
fJmi»n  in  eiaer  and  deneUwn  Ebene  «ind,  so  gelten 
für  sie  die  Bedtngiug^gleiefaiuigaB  (f.  &) 

um  +  ßb  ^bO 

fC   +  ^a  :^  0 

und  folglich  werden  die  Gleichangen  4cr  gesachten 
Normale  'N 


(16) 

T 

a 

(17) 

f'=« 

(18) 

iL_ 

C 
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Die  Grösse  dieser  Nomale,  wie  solcbe  durch  den 
Nallpmict  einerseits  und  durch  den  Durclischnittspaiict 
mit  F  anderseits  bestimmt  wird,  findet  sich  leicht  als 
die  Centraldistanz  des  letzteren  Punctes  aus  den  Co^ 
ordinaten  desselben.  Man  setze  also  in  die  Gleichung 
für  J^  Statt  y  und  z  ihre  Werthe  aus  (16)  und  (17), 
so  erhält  man,  wenn 

1 


1  +  1  +  1==^ 

für  die  Coordinaten  de«  DnroincfanitMipanctes  von  F 
und  N 


und  A'  =  |/Zr 


eie 


/a*fi«+c^a*+Ä«c» 


S.    22. 

CoainuB  des  Neigun^winkeb  zweier  Flachen. 

Der  von  den  Normalen  beider  Ilächen  eingeschlos- 
sene Winkel  V  ist  offenbar  das  Supplement  des  ge- 
suchten  Winkels  Wy  und  daher 

ce$W=  -^  co$V 
Da  uns  nun  die  Coordinaten  x^  y^  z  und  ^,  ^y  z^ 
dMT  DnrchschnittspMicte  beider  Fttchen  mit  ihren  re- 
spectiven  Normalen  aus  §.  21.  bekannt  sind,  so  ken- 
nen wir  nicht  nur  die  Grössen  ^und  I^  dieser  letz- 
teren, sondern  an<A  die  Grösse  R  der  Distanzlinie 
jener  beiden  Puncte,  folglich  alle  drei  Seiten  des  von 
diesen  Linien  eingeschlossenen  Dreiecks,  för  dessen 
einen  Winkel  V     ^ 
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'''^^ 210^ 


Substituirt  man  für  je  zwei  der  Grössen  x<,  jf,  r,  und 
4/,  y',  z^  ihre  aus  §.  21,  folgenden  Werthe  durch  die 
dritte  Grösse,  so  erhält  man 


oder  CO,  W^-  ^a'ty+cc'aa'+tyce' 

Dieser  Werth  von   cos  W  giebt  uns  für  die   Recht- 
winkligkeit beider  Flächen  die  Bedingung 
aa'bb'  +  cc'aa'  +  Wa^  =  0 
und  für  den  Parallelismus  derselben  die  Bedingung 

aibic  zs^  afxb':cf 
Weü  ferner 

j;  ==  0  die  Gleichung,  der  Coordinatebene  yz 

9  =  0    .  : zx 

^  =  0 a;y 

so  werden  die  Cosinus  der  Neigungswinkel  einer  ge- 
gebenen Fläche  F  mit  den  drei  Coordinatebenen  fol- 
gende: 

mit  Ebene  yz,  cot  jr  = 


bc 


y^W+7^^^+Vc^ 


za;j  eo$Y  =^  ^  ^ 


Ka^Ä^  +  c^a^-t-Ä'c* 


Äy,    eo$Z  :=s  —  ^ 


Va^'b^+e^a^  +b^c^ 


i.    23. 

Cosinus  des  Neigungswiiikels  swder  Unien. 
Wir  wollen  beide  durdi  ihre  Gleichungen  gege- 
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bene  Limen  £  uxA  L\  wettn  sie  nicht  schon  nrsprong- 
licli  darch  den  Nullpnnct  gehen,  anf  denselben  trans- 
portiren;  ihre  Gleichnngen  werden  daher: 

(20)  7  +  f  =  <'°°^7+T  =  « 

(21)   ^  +  j  =  0  und  1.  +    *  =  0 

ffierauf  nehme  man  in  L  einen  willkürlichen  Pnnct, 
4essen  Coordinaten  x,  y  und  Zy  nnd  in  U  einen  der- 
gleichen Pnnct,  dessen  Coordinaten  x\  y^  nnd  i^. 
Man  kennt  dann  nicht  nnr  die  Centraldistanxen  D 
wtA  D'  beider  Pnnote,  sondern  anch  ihre  gegensei- 
tige Distanzlinie  JB,  folglich  aUe  drei  Seiten  des  Drei- 
eckes, dessen  einer,  der  B  gegenüber  liegende  Win- 
kel der  gesuchte  ist,  und  es  wird  daher 

coi.   U=  ^-jj^ 

^^  +  9y'  +  z%' ' 

Snbstitimt  man  in  diesen  Ausdruck  die  Wertlie  von 
y  and  z,  so  wie  von  y'  und  zf  als  Functionen  von  x 
and  a^y  so  folgt  aus 

(19)U.  (20)C0#l^=  ^„.  j,+^a^a4y,«,^«/^.^.^a^.4y  V» 

Anf  ämliche  Art  folgt  durch  Substitution  der  Werthe 
Ton  X  und  z  als  Functionen  von  y,  und  der  Werthe 
von  X  und  y  als  Functionen  von  z  aus 

(20)u,  (21)co,l7_  ^^,^^,[.^.^.  ^/.j^. +^.t^.+,. V» 
ans 

Die  B«£i)ginigsgleichailg  fär  die  Rechtwinkligkeit  ist 
1  +  ^  +  ^  ==  0  u.  s.  w. 
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Die  Bedingvngtgkidiiiiig  fiir  den  PkfslkUniiiiB 

oder  ^:i$  CSS /:^  nad  sagbicli  »:/9  s3=V:/f 
a.  8.  w.  f&r  die  beiden  andern  Werthe.  Uebrigens 
erhält  man  die  zweite  und  dritte  Form  des  Werthes 
von  co$  U  aus  der  ersten  durch  alphabetisches  Fort- 
rücken der  Buchstaben  mit  jedesmaliger  Uebersprin- 
gung  eines  derselben. 

B.    Sehie/wimklige  Axen^yBi^me, 

i    2*. 

SinUK^aog  denelben. 

AImi  kaitti  den  Begriff  der  schiefwinkligen  Axen- 
sjateme  an£,Bweierlei  Art  anfiassen,  indem  man  da- 
bei'auf  die  Neigungswinkel  entweder  der  Alten  oder 
der  Coordinatebenen  refilectir£  Wir  werden  die  letz- 
tere. Ansicht  festhalten.  Man  sieht  nun  leicht,  dass 
fär  die  drei  Neigungswinkel  A,  B  und  C  der  Coor- 
dinatebenen folgende  vier  F&lle  möglich  sind 

1)  Alle  drei  Winkel  sind  rechte. 

2)  Zwei  Winkel  dnd  rechie,  der  dritte  tSm  scIm^ 

fer. 

3)  Zwei   Winkel   sind    schiefe ,    der  Arifte   ein 

rechter. 

4)  Alle  drei  Winkel  sind  schiefe. 

Der  erste  Fall  ist  der  des  rechtwinkligen 
oder  orthometrischen  Axensystem^s,  welchen  wir 
im  Vorhergehenden  behandelt  haben.  Die  den  drei 
übrigen  Fällen  entsprechenden  Axensysteme  lassen 
sich  durch  die  Namen  des  monoklitioSdrischen, 
diklinaSdri  sehen  und  triklino§dri  sehen 
Axensystemes  unterscheiden.  Wir  wollen  jedocii  an 
gegenwärtigem  Orte  nur  einige  der  wichtigsten  Pro- 
bleme in  Bezug  auf  das  erste  und  einfachste  dieser 
schielwinkligen  Axensysteme  losen,  da  seine  Tbeo- 
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rie  (or  die  Krjstallegraphi^  von  ^nz  besonderer 
Wichtigkeit  ist.  Das  Nöthigste  über  die  beiden  an- 
dern Systeme  soll  später  da  beigebracht  werden,  wo 
Ton  deni  ihnen  entsprechenden  Krystallformen  die 
Rede  seyn  wird. 

f.     2Ö. 

Gleiehimgeii  von  Ptmct,  Linie  rnid  Fläche. 

In  jedem  monoklinoSdrischen  Axensysteme  sey 
ans  diejenige  Axe,  welche  sich  als  die  Durchschnitts- 
linie  der  beiden  schiefwinkligen  Coordinatebenen  be- 
stimmt, die  Axe  der  z;  so  schneiden  sich  die  Axen 
der  a;  und  der  y  unter  demselben  schiefen  Winkel  ^ 
wie  jene  zwei  Coordinatebenen. 

Die  Gleichungen   eines  Punctes    sind   für  jedes  , 
monoklino^drische  System   (wje  für  die  schiefwinkli- 
gen Axensysteme  überhaupt)  wiederum  von  der  Form 

a;  =  ±  a^    if  =:  +  by    z  =  ±  c 
die  Gleichung  einer  Fläche  von  der  Form 

a   ^   b   ^   e        ^ 
und  die  Gleiehaog^D  eiset  Linie  von  der  Fonn 

indem  die  Begriffe  «der  Coordinaten  und  Parameter 
ganz  nnrerfindert  die  von  Axenparallelen  und 
Axenabschttitten  bleiben,  wie  solche  oben  defi- 
lurt  und  bisher  gebroncht  wurden.  Wenn  man  daher 
nur  immer  eingedenk  bleibt,  dass  sich  in  vorstehen- 
den Gleichungen  die  x^  y  und  z,  die  a,  b  und  e  auf 
schiefwinklige  Axen  beziehen,  so  wird  man  den 
sehr  wesentlichen  Unterschied  zwischen  ihnen,  als 
klinometrischen  Gleichungen  und  den,  der  Form  nach 
ganz  identischen,  orthometrischen  Gleichungen  der 
M-  14.  15.  und  19.  niemals  aus  den  Augen  verlieren. 
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f.    26. 

Allgemeine  Methode  der  Bmchmmg.  ^ 

Die  allgemeinen  Berechnungen  im  Gebiete  jedes 
monoklinoSdrischen  Systemes  sind  mit  grosser  Leich- 
tigkeit auszuführen,  sobald  man  dieselben  auf  die  in 
f.  12.  erläuterten  Transformationen  der  Coordinaten 
gründet.  Es  ist  nämlich  einleuchtend,  dass  die  Coor- 
dinate  z  ganz  unabhängig  von  dem  Neigungswinkel  q 
der  beiden  schiefen  Axeh  seyn  müsse,  da  sie  ja  auf 
deren  Coordinatebene,  ganz  so  wie  bisher,  rechtwink- 
lig ist.  Wenn  wir  also  irgend  gegebene  Gleichungen 
orthometrisch  ausdrücken  wollen,  so  haben  wir  in 
ihnen  nur  statt  der  schiefwinkligen  Coordinaten  ac 
und  y  deren  orthometrische  Ausdrücke  aus  §«  12.  zu 
substituiren ,  und  die  Transformation  der  Gleichun- 
gen ist  vollendet.  Da  nun  aber  für  diese  transfor-% 
mirten  Gleichungen  alle  uns  interessirenden  Probleme 
in  dem  Vorhergehenden  bereits  gelöst  wurden,  so 
lässt  uns  der  einfache  Kunstgriflf  der  Transformation 
dazu  gelangen,  alle  Rechnungen  auch  im  Gebiete 
dieses  Systemes  nach  der  so  höchst  einfachen  Me- 
thode zu  führen,  welche  wir  für  das  rechtwinklige 
Axensystem  kennen  gelernt  haben.  Nur  darf  man 
nie  vergessen,  dass,  wenn  irgend  ein  so  gewonnenes 
Resultat  noch  die  Form  einer  Gleichung  mit  nn- > 
bestimmten  Coordinaten  hat,  diese  Coordina- 
ten wieder  rückwärts  in  ihren  klinometrischen  Aus- 
druck übersetzt  werden  müssen,  weil  die  Einführung 
rechtwinkliger  Coordinaten  nur  ein  Nothbehelf  zur 
Erleichterung  des  Calcüls,  der  Endzwek  die- 
ses Calcüls  aber  immer  nur  der  ist,  Resultate  za 
finden,  welche  sich  auf  das  ursprünglich  gegebene 
Axensystem  beziehen. 
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•  f.    27. 

Centnldiitaiis  eines,  und  DirtamtKnie  sweier  Puncte. 

Man  jßndet  aus  f.  14.  die  Centraldistanz  D  ei- 
Des  Ponctes,  und  die  gegenseitige  IKstanxIinie  JR' 
zweier,  durch  ihre  Coordinaten  Xj  y,  z  und  ^,  y',  zf 
gegdl>ener.  Punele,  indem  man  statt  x  den  Werdi 
JT  +  jf  eof  (»,  und  statt  y  den  Werth  y  #Ai^  sub- 
ititnirt;  es  folgt: 
D  =5  i^x»  +y»  +«'  +2*y  cot (► 

Sind  zwei  Flächen  durch  ihre  Gleichungen 

f  +  f  +  f  =  '"-'v  +  l'  +  ^  — 

gegeben,  so  sind  die  Gleichungen  ihrer  Durchschnitts- 
linie  natorlich  einerlei  mit*  jenen  in  f.  18.;  eben  so 
ist  die  Bedingungsgleichung  für  die  Parameter  einer 
dritten,  mit  dieser  Durchschnittslinie  parallelen  Flä- 
die  einerlei  mit  der  in  f.  20.;  nur  ändert  sich  die 
Bedeutung  der  Buchstaben  n,  d,  c,  u.  s.  w.  dahin, 
dass  sie  jetzt  schiefwinklige  Parameter  bedeuten. 
Dag^en  sind  die  Gleichungen  für  die  Normale  einer 
gegebenen  Fläche,  und  der  Ausdruck  für  den  Cosi- 
Das  des  Neigungswinkels  zweier  Flächen  für  dieses 
Axensystem  besonders  zu  berechnen. 

f.    28. 

Nemale  ans  dem  NuJ^oacte  auf  die  FttdM  F. 

Die  Gleichung  der  Fläche  F  neji 

£.  +  A  +  ±  =  1 

ade 
Man  mache  diese  Qleichang  orthometrUch ,  d.  h.  matn 
sabstitaire 

statt  X  die  GrdsM  ^,  —  y,     .   " 


-    y    -       -       Vi 
I. 


1 
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so  wird  «ie  *  . 

X,  a  —  heoMQ    ^      .    ^  _  . 

T  "•■  äbimq  y^  ^  c  —  ^ 
Die  '€ä«khaiigen  d^  {[emiohteii  Normale  finden  «iok 
Iran  unmittelbar  ans  dieser  -^leidrang,  wie  die  €Sei- 
chni^eii  (16)  (17)  md  (18)  in  {.  21.  man  der  za  Anfonge 
diMMelbtin  f.  flehenden  Gleiehung  ^on  iP;  «ie  wer»- 
den  also: 

(22)  .3jrJ>,^±  ^.  _  ».-  =.  0 

(23)  ^  ^  £i      ^  ^  Ö 

(24)  y._    «(*-«>*(>)r  ^^ 

Diese  Crleicbiii^ea  müssen  aber  wieder  fürikwärts  kli* 
nometriscb  ausgedrückt  werden  (§•  26),  indem  man 
für  07  j  den  Werth  ^  '^  ycmQ 

-    yi      -         -       5»iÄ<> 
subslituirt;  man  erhält  dann  die  gesuchten  Gleichon- 
gen,  wie  folgt: 

(25)  ^ ^ K-z—  =  Ö 

(26)  -^^4^ TT-^- T  —  0 

(27)  — ^ ^ . 3^4-—  =  0 

c  (a  —  ocoiq)  abnn^q 

wobei  niir  noch  .2U  erinnern,  dass  bei  dieser  Trans- 
formation die  Gleichung  (2&)  erst  aUe  drei  Coordina- 
ten  JT,  y  und  z  enthält,  weshalb  der  durch  (25)  be- 
stimmte Werth  Ton  y  als  Fi^iction  von  x  in  dieselbe 
einzufuhren  ist. 

Die  Coordinaten  des  Durchschnittspunctes  von 
J^  und  N  finden  sich  leicht  durch  Combination  je 
zweier  der  Gleichungen  (25),  (26)  und  (27)  mit 
der  Gleichung  von  F,  Bezeichnet  man  nämlich  zur 
Abkürzung  und  leichteren  Uebersicht  die   Grössen: 
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aie  mit  B 
h  —  aco$Q  nut  F 
ü  —  icosf  mit  O    und 

a«i*  +  e*a''+  4»c«  —  ab  co$  q  (2c«  +  ab  co$  p)  mit  M 
flo  werden  die  Cocfrdinaten  des  Durchschnittspunctes 

cEF 


X  = 


y  = 


c£6 


"" 'M — 

f.    29. 

CoBimiB  des  Neigungswinkels  W  zwder  FÜchen. 

Wenn  der  Neigungswinkel  der  beiden  Fläehen- 
SOTmalen  N  imd  i\r  =s  F^  so  ist 

eotW  zss  —  cot  V 
Nun  sind  uns  aas  dem  vorigen  §.  die  ordiometrischen 
Gleichlingen  beider  Normalen  bekannt,  indem  f3r  N 
£e  eaeielrangen  (22),  (23)  und  (24)  unmittelbar,  für  N' 
aber  dieselben  Gleichungen  mit  accentnirten  Buchsta- 
ben gelten.  Wir  erhalten  daher  in  Uebereinstimmung 
mit  f.  22.  für  V  die  Function 

Sobstituirt  man  ffir  je  zwei  der  Coordin|^n  ^n  Jfi 
und  Zj  or/,  ff/  und  2/  ihre  Werthe,   wie  solche  als 
Functionen  der  dritten  ans  (22),  (23)  und  (24)  folgen, 
so  erhalten  wir 
eQsV  = 

und  daher  C0s  W  ^=  — 

/•^»2<te9f +«*(S2  +»2>8S»MS#)  /s'3»'2ite«f-fe'2(s'>+»'*-««'*'MM) 

4* 
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welcker  Ausdruck  sich  für  q  =  90''  aaf  den  oben  in 
|.  22.  gefundenen  Werth  reducirt. 

Für  die  Rechtwinkligkeit  beider  Flächen  gilt  die 
Bedingnnsgleichung : 

aa'bb'  iin^Q+ cc^  C««' + 66' — od'  eot  ^  —  «'6  co9  ^)  =  0 
und  für  den  Parallelismus,  wie  a.  a.  O. 

a  :  b  :  e  =  af  :  y  :  cf 
Die  Cosinus  der  Neigungswinkel  einer  gegebenen 
Fläche  F  mit  den  drei  Coordinatebenen  lassen  sich 
leicht  aus  dem  Werthe  für  coi  W  finden,  indem  man 
successiv  für  F^  die  Gleichungen  o;  =  0,  y  =  0 
und  z  =  0  statuirt,  oder  successiv  die  Parameter 
1/  und  c^,  a'  und  c^,  a^  und  V  unendlich  gross  nimmt. 


f.     30. 

Connas  des  Neigimgswiiikels  zweier  linieiL 

Man  transportire  beide  Linien  L  und  U  auf  den 
Nullpunct,  so  erhalten  ihre  Gleichungen  die  Form: 


T  +  f  =  » 
—  +  £.  =  0 


^  +  -^  =0 

a'  +  /J'  " 

Z  X  ^ 

7  +  f'  =  « 


iL  +  ^ 


Hierauf  mache  man  diese  Gleichungen  orthometrisch, 
d.  h.  man  setze 


S;^  X  den  Werth  Xx  —  yi 


C09Q 

9inq 


so  werden  sie 


+ 


ssO 


+ 


^{a^ß€OiQ)' 


M$%HQ        "■  f 


=0 


yi 


smg 


'  % 


ß*$in{) 

Xl 


asdO 


e'ia'-^'coB^) 


3=0 


+  ^ 
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Ssbstitiiirt  man  die  Parameter  dieser  orthomeCrischen 
Gleichungen  statt  der  Buchstaben  a,  a%  ft,  ß^  u.  s.  w.  * 
in  die  Ansdrücke  von  cor  U  des  f.  23,    so  folgt  on^ 
ter  der  Voraussetsong,  dass  die  Gleichung  zwischen 
X  imd  y  jedenfalls  eine  der  gegebenen  sey : 
eo$.U 

oder  eos  U 

f^«3»f»-HJa,2-f.j|ij2— 2«J!»,2  o»«C  y^^i*''2+ß'2,*2  -fß'2j^'2-.^g'ß','%e09Q 

welches   die  gesuchten  Werthe  für  den  Cosinus  des 
Neigungswinkels  sind. 


Zweiter  Abschnitt. 


Termmologie  der  Kry$iaHformem  und  Eintheüung 
denelbeti. 


Erstes   C ap iteh 

Von   den    Begränzungselementen    der    Krj- 
stallformen. 

f.    31. 

BegrSnzongseleBMnte,  Schnitte,  Rfittelpmict. 

i)  Die  Krystallformen  sind  die  ebenflächigen, 
mehr  oder  weniger  regelmässig  gebild^ten  Gestal- 
ten der  Krystalle  oder  vollkommenen  anorganischen 
Individuen. 

2)  Begränsangsele^iente  einer Krystallform heis- 
sen  alle  Flftehen,  Kanten  imd  Ecke  derselben. 
Ffir.die  Anzahl  der  vwrschiedeaen  Begränrangsele- 
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mente  überbaupt  gilt  fblgeaileT  merkwiirdige  Si^. 
*     Man  seUe  an  irgend  einer  Gestalt 

^     die  Zahl  der  Ecke      a:  E 
•       -    flächeft  =x  F 
-       -    Kanten  ^  K 
so  ist  jederzeit 

E  +  F—  K+  2 

3)  Gleichwerthige  Begränsangselemente 
sind  alle  gleichnamigen  B.  von  gleicher  Figur, 
Grosse  und  Lage. 

4)  Mittelpunct  einer  Ejrystallform  ist  deqenige 
Ponct  innerhalb  derselben,  von  welchem  alle  gleich- 
werthigen  Begränsongselemente  gleichii^eit  abste- 
hen. 

5)  Symmetrie  einer  Krystallform  ist  die  in  der  Zahl, 
Grosse,  Vertheilung  und  Lage  ihrer  verschiedenen 
Begränsongselemente  obwaltende  Gesetzmässigkeit.' 

6)  Schnitt  heisst  allgemein  deqenige  Theil  einer 
durch  eine  Gestalt  gelegten  Ebene,  welcher  inner- 
halb derselben  enthalten  ist. 

f.    32. 

Fl&chea,  ihre  Figuren  nnd  Artou 

1)  Die  Flächen  werden  nach  der  Zahl  ihrer  Seiten  in 
drei-,  vier-,  fünf- nseitige  Figuren  getheilt. 

2)  Nebenseiten  heissen  je  zwei  neben  einander, 
Gegenseiten  je  zwei  gegenüber  liegende  Seiten 
einer  flgur;  eine  Figur  von,  ungerader  Seitenzahl 
hat  keine  Gegenseiten. 

3)  Die  dreiseitigen  Figuren  erhalten  di^  bekannten 
Namen  der  Geometrie.  Die  vierseitlgeh  fignren 
sind  entweder  Parallelogramme  oder  Klino- 
gramme,  je  nachdem  je  zwei  Gegenselten  paral- 
lel sind,  oder  nldit;  die  Parallelograiuie  rind  «nt- 
weddr  reehtirinkMg  oder  s<4iielVrtnklig;  die  Meht- 
uriridlgen  P.   entweder  j^ieiMieitig ,    Quadrat, 
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Tetragon,  oder  ungleichseitig,  Rectangel;  die 
schiefwinklige»  P.  ebenfalls  entweder  gleichseitig, 
Rkoubus,  od«r  «agleioiiseiAig,  Rhon^baid.  Die 
KliMigranuiie  haben  Entweder  nochi  zwei  panal^ 
tele  Gegenseiten,   Trapez,   oder  nicht,.  Trape- 

4)  EineFigiir  büisst  re^gelmässig,  wenn  sie  gieieh- 
selti^  und  gleichwinktig»  halbregelmässig, 
wenQ^ie  glei^bseidg,  aber  nur  abwechselnd  gleich- 
winklig iu.  £iüe  halbregelmässige  Figur  hat  je- 
drri&eit  eüie  gerade  Seitenzahl  >  uaA  heisst  ein 
Khoiubus^  DitrigoQ,  DitetragOsn,  odet  Di- 
hexagon^  je  naiehdis«i  sie  vier->  sechs-,  acht- 
^t»  zw^lfiieiti«  ist  (Fig.  6,  7  und  S); 

5)  An  fttsm  Rhombus  ond  Rbomboid  nnterscheidet 
■MB  die- ^akr-odiagonate  und  Brachydilago- 
»alo. 

6)  Ekt  symmetrisches  Trapezoid  odier  Delloid 
^g.  9.)  ist,  welches  durch  eine  seiner  Diagona- 
len in  zwei  congruente  Dreiecke  getheSt  wird; 
Aese  Diagonale  (ai)  heisst  üe  symmetrische 
Diagonale.  Ein  gleichschenkliges  Trape- 
TOid  (Fig.  m  und  Jlfl)  oder  Trapez  (Fig.  12.)  ist, 
welches  zwei  Reiche  Nebenseiten  hat;  man  kann 
die  Diagonale  (cd)  durch  die  Endpuncte  der  glei- 
chen Nebenseiten  die  gleichschenklige  Dia- 
gonale üennen. 

7)  Ein  symmeti^isches  Pentagon  (Fig.  (3.)  ist, 
welches  vier  gleiche  Seiten  und  zwei  P^are  glei- 
cher Winkel  hat^  Die  einzele  Seite  heisst  die 
Grundlinie,  und  die  aus  dem  gegenüberliegen- 
den Winkel  auf  sie  gef&llte  Normale  die  Höhen- 
linie 4es  Penta^ns. 
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f.    33. 

Kaoten  und  deren  Yerfa&ltniiee. 

1)  An  jeder  Kante  unterseheidet  man  die  Kanten- 
flächen,  die  Kantenlinie  und  den  Kanten- 
winkel. 

2)  Normaleböne  einer  Kante  ist  jede  anf  der  Kan- 
tenlinie rechtwinklige  Ebene. 

3)  Der  Kantenwinkel  ist  jederzeit  gleich  dem  Win- 
kel, welchen  die  beiden  Dorchschnittslinien  der 
Normalebene  und  der  Kantenflächen  bilden. 

4)  Kanten  heissen  gleichgross,  wenn  sie  gleiche 
Kantenwinkel,  gleichlang,  wenn  sie  gleiche 
Kantenlinien,  gleich,  wenn  sie  beide  gleich  haben. 

5)  Eine  regelmässige  Kante  ist,  deren  Flächen 
bei  0^  Neigung  congruiren,  nnd  durch  die  aus  dem 
ACttelpuncte  der  Kantenlinie  errichtete  Normale 
in  zwei  congruente  Hälften  getheilt  werden;  eine 
symmetrische  Kante  besitzt  nur  die  erstere,  und 
eine  unregelmässige  Kante  keine  von  beiden 
Eigenschaften. 

6)  Eine  ansspringende  Kante  ist,  deren  Kanten- 
winkel nach  dem  Mittelpuncte  der  Krystallform 
^180%  eine  einspringende  Kante,  deren  Kan- 
tenwinkel nach  derselben  Richtung  >  180''  ist. 

f.    34. 

Ecke  nnd  deren  Arten. 

1)  An  jedem  Eck  unterscheidet  man  die  Flächen- 
winkel, die  Kantenwinkel  und  den  Eck- 
punct. 

2)  Nach  der  Zahl  der  zu  einem  Ecke  contribuirenden 
Flächen  unterscheidet  man  drei-,  vier-,  ffinf- 
nflächige  Ecke. 

3)  Ein  regelmässiges  Eck  ist,  das  gleiche  Flä- 
chen- und  Kantenwinkel,  ein  halbregelmässi- 
ges  Eck,  das  gleiche  Flächen-  aber  nur  abwech- 
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seliid  gleiche  Kantenwinkel  hat.  Die  halbnegel- 
mSssigen  Ecke  haben  jederzeit  eine  gerade  Flft- 
cbensahLond heissen  rhombische,  ditrigonale, 
ditetragonale  und  dihexagonale  Ecke,  je 
nachdem  sie  vier-,  sechs-,  acht-,  oder  swölflhchig 
sind.  Die  regelmässigen  heissen  trigonale,  te- 
tragonale  oder  hexagonale  Ecke,  je  nachdem 
sie  drei-,  vier-  oder  sechsflächig  sind.  ' 

f.    35. 

Nebenflachen,  Gegenflächen,  Flächensysteme. 

1)  Neben  fläche  einer  gegebenen  Fläche  ist  jede^ 
die  eine  Kante  mit  ihr  bildet 

2)  Eine  Reihe  von  Nebenflächen  heisst  jede 
stetige  Folge  von  Nebenfläcben;  v?as  die  ersten, 
zweiten,  dritten  n.  s.  w.  Nebenflächen  einer  gege- 
benen Fläche  sind,  begreift  sich  von  selbst. 

3)  Nachbar  fläche  einer  gegebenen  Fläche  heisst 
jede  zweite-  Nebenfläche,  welche  mit  derselben 
noch  einen  Eckpnnct  gemeinschaftlich  hat. 

4)  Gegen  fläche  einer  gegebenen  Fläche  heisst  £e 
ihr  parallele  am  entgegengesetzten  Ende  der  Ge- 
stalt. 

5)  Die  Flächen  vieler  Gestalten  grnppiren  sich  zil 
Flächensjstemen,  welche  man  nach  der  Zahl 
ihrerFlächen  Flächenpaare,  oder  drei-,  vier- 
Mzählige  Flächensysteme  nennt. 

6)  Jedes  Flächenpaar  oder  Flächensystem  hat  seine 
Neben-Paare  oder  Systeme,  und  Nachbar^ 
Paare  oder  Systeme.  Gegenpaar  oder  Ge- 
gensystem eines  gegebenen  Flächensystemes 
heist  das  ihm  gegenüberliegende,  dessen  einzele 
Flächen  den  einzelen  des  gegebenen  parallel  sind. 
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,    Zweites   Capttel. 
Vondeo  Krystallsysteiaen. 

8.    36. 

i     Allgemeine  Bestimmungen. 

Man  denke  sick  durch  irgend  einen  Ponct  im 
Räume  drei  indefinite  Ebenen,  dergestalt,  dass  nicht 
alle  einer  Linie  parallel  sind,  so  werden  dieselben 
den  Raum  um  diesen  Punct  in  acht  Raumoctanten 
theilen,  und  drei,  nicht  in  einer  Ebene  gelegene 
DurohschnittsUnien  von  indefiniter  Länge  bilden.  Jede 
gegebene  Fläche  wird  nun  wenigstens  eine  dieser 
Linien^  oder  zwei,  oder  auch  alle  drei  schneiden 
müssen,  und,  wie  in  $.15.,  durch  Angabe  der  Grösse 
und.  Richtung  der  Linienabschnitte  bestimmt  seyn. 
Den  Inbegriff  von  drei  (oder  ai«ch  mehren)  derglei- 
chen durch  einen  Punct  gelegten  Ebenen,  in  Bezug 
auf  deren  Durchsehnittslinien  man  die  Lage  gegebe- 
ner Flächen  besitinunt,  nennt  man  ein  System  yon 
Coordintatehenen^  jede  einzele  Ebene  eineCoor-^ 
diu a.t ebene,  jede  ihrer  Durchschnittslinien  eine 
Axenlinie  *),  und  ihren  gemeinschaftliqhen  Durch- 
schnittspunct  den  NuUpunct  oder  Anfangspunct 
4e8  Systemes.  Die  durch  eine  gegebene  Fläche  in 
den  Axenlinien  abgeschnittenen  Theile  heissen  die 
Parameter  der  Fläche. 

f.    37: 

Fortsetzung. 

Weil  dieKrystallgestalten  von  lauter  ebenen  Flä- 
cken  umschloiisene  K9rper  sind»  so  müssen  sie  gleich-^ 


^)  Si8  sey  mir  erlaubt  ^  für  die  indefiiuten  Axen  dieses  Wort 
zu  gebnradien,  da  man  in  der  Kristallographie  unter  Axe  einen 
beitiiiiBten  Theil  dieser  Linien  zn  verstehen  gewohnt  ist 
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üUm  ui  B«Ri^  «uf  ein  wiUkufflkh  gewiUtM  Sjitem 
uMk  Ceojrdinatebenen  oder  AxenÜAteii  bestiimBl  wei» 
den  köraen.  Es  fragt  sieh  Bwr,  wa  der  Nullpwict 
des  ^yetemee  gewiUt,  und  wie  yiele,  und  niitat 
weldMn  Winkeln  geneigte  Coordinatebenen  ingr 
nenunen  werden  sollen.  Theojie  n^d  Beobacklnng 
geben  «of  diese  Fragen  folgende  Antworten; 

1)  Den  Nnllpnnct  des  AxeneystenMs  yerl^fe  nan  je- 
derzeit in  den  Mittelpunet  der  Gestalt,  weil 
nnr  so  die  Axen  eine  symmetrisebe  Lage  gegen 
die  Twsebiedenen  Begränsungsdieniente  derselben 
erhalten  kdnnen  (f.  31.) 

2)  Die  ZaU  der  CoordinatebenMi  (oder  AxenKnlen) 
ist  fiir  die  n^isten  Gestalten  auf  drei,  for  einige 
jedoch  anf  Tier  xu  setaen,  weil  nur  so  die  geo- 
metrische Bestimmnngsmethode  den  in  der  Nattr  ge- 
gebenen Synnnetrieverbältnissen  angemessen  wird. 

3)  IKe  Neigungsverhältnisse  der  dreiatfUigen 
Coordinatebenen  sind  Tersehieden;  bei  den  Tier- 
sähligen dagegen  herrscht  immer  das  Gesets,  dass 
Bicfa  drei  in  einer  Linie  unter  60°  schneiden,  wäh- 
rend yie  vierte  auf  ihnen  rechtwinklig  ist 

f.    38. 

AU^eaieijie  Euthetlung  der  Gestalten* 

Die  im  vorigen  f.  enthaltenen  Bestinnnttngen  Sik^ 
ren  vorläufig  au  f<^ender  allgemeinsten  Eintheilna^ 
sämmtlicher  Krystallformen  nach  der  Zalhl  der  CoiMr-« 
dinatebenen,  oder,  was  dasselbe  ist,  nach  ^er  Zahl 
der  Axenlinien. 

A)  Trimetrische  Gestalten,  solche,  deren  Sym*^ 
metrieverhfthnisse  ein  dreisikliges  Axensyetem  ge- 
statten. 

B)  Tetrametrischck  Gestalten,  seUhe,  deren 
Sjunsetrieverhibnisse  ein  vieraähliges  AxeMystMi 
fordet«. 
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In  Besag  auf  die  verschiedenen  Neigungsveriiält- 
nisse  der  Coordinatebenen  in  den  trime(ri«ohen  Ge-' 
stalten  ist  das  allgemeine  Neigungsverhältniss  von 
dem  besondern  zu  unterscheiden;  jenes  ist  das  der 
Recfatwinkligkeit  oder  Schiefwinkligkeit  überhaupt; 
dieses  ein  bestimmtes,  gemessenes,  in  Graden,  Minu- 
ten u.  s.  w.  ausgedrücktes  Neigungsverhültniss.  Nun 
ist  eisdeucktend,  dflss  es  in  Uebereinstimmung  mit 
f.  24.  für  die  trimetcischen Gestalten  nur  vier  allge- 
meine Neigungsverhältnisse  geben  kann ;  indem  die  drei 
Neigungswinkel  Ay  B  und  C  der  Coordinatebenen 
entweder  durchgängig  rechte,  oder  durchgängig  schiefe 
silid,  oder  indem  gegen  swei  rechte  ein  schiefer,  oder 
endlich  gegen  zwei  schiefe  ein  rechter  Winkel  vor- 
handen ist  Hiemach  ser&Uen  die  trimetriischen  Ge- 
stalten in  folgende  Abdieilui^en : 

1)  Orthol^drische  Gestalten,   alle  drei  Winkel 
sind  rechte. 

2)  Monoklino<^dri8che  G.,  ein  schiefer  und  swei 
rechte  Winkel. 

3)  Diklina^drische  G.,  swei  schiefe  und  ein  rech- 
ter Winkel. 

4)  Triklinoädrische  G.,   aUe  drei  Winker  sind 
schiefe. 

Im  Gebiete  der  tetrametrischen  Gestalten  giebt 
es  nach  der  obigen  Bestimmung  nur  ein  einsiges, 
vollständig  bestimmtes  Neignngsverhältniss,  und  da<^ 
her  auch  keine  weiteren  Unterabtheilungen. 

|.    39. 

Axen  und  deren  GrÖMenTerhältniss. 

Weil  aber  die  Gestalt  eines  jeden  vollständig 
ausgebildeten  Krystalls,  dergleichen  künftig  immer 
vorausgesetst  werden,  einen  ringsum  geschlossenen 
fl&cheninbegriff  darstellt,  so  müssen  sich  durch  das 
gemeinschaftlidie  Zusammentreffen  aUer  dieser  Flä- 

\ 
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chett  gewisse  bestimmte  Läfigen  in  den  an  nnd  fBr 
sich  indefiniten  Axenlinien  ergeben.  Diese  bestimm- 
ten Theile  der  Axenlinien,  welche  swar  von  den 
Parametern  der  Flächen  abhängig,  jedoch  keineswe- 
ges  mit  denselben  identisch  sind,  heissen  die  Axen 
der  Gestalt.  Sie  haben  grosse  Bedentang  för  die  Er- 
scheinungsweise der  ganzen  Gestalt,  und  verdienen 
um  so  mehr  Berücksichtigung,  da  von  ihrer  relati- 
ven Grösse  das  Princip  zur  ferneren  Eintheilung  der 
Krystollformen  entlehnt  wird.  Man  unterscheideit 
aber  auch  hier  das  allgemeine  und  besondere 
Grdssenverhältniss,  indem  jenes  nur  das  der  Gleich- 
heit oder  Un^eichheit  überhaupt,  dieses  ein  bestimm^ 
tes,  in  Zahlen  ausgedrucktes  Yerhältniss  ist. 

Was  nun  die  trimetrischen  Gestalten  betriflft,  so 
ist  offenbar  nur  eine  dreifache  Verschiedenheit  des 
allgemeinen  Grössenverhältnisses  ihrer  Axen  mögUcfa, 
indem  dasselbe  entweder  das  der  durchgängigen 
Gleichheit,  oder  der  Gleichheit  zweier  gegen 
eine  ungleiche  Axe,  oder  das  de^  durchgängigen 
Ungleichheit  seynkann.  Während  wir  aber  im 
Crebiete  der  orthoCdrischen  Gestalten  aUe  drei  Fälle 
verwirklicht  finden,  begegnen  wir  im  Gebiete  der  kli- 
no€drischen  Gestalten  nur  dem  letzteren  Verhältnisse 
der  durchgängigen  Ungleichheit;  was  vielleicht  darin 
seinen  Grund  hat,  weU  die  Erscheinungsweise  dieser 
Crestalten  durch  Realisimng  der  beiden  ersteren  Fälle 
fast  nichts  an  Symmetrie  gewinnen  würde,  weshalb 
selbst  die  dereinstige  Nachweisung  derselben  keine 
fernere  Eintheilung  begründen  könnte. 

Im  Gebiete  der  tetrametrischen  Formen  endlich 
treffen  wir  nur  das  einzige  allgemeine  Grössenver- 
hältniss,  dass  die  drei  sich  unter  60°  schneidenden 
Ax:en  einander  gleich  sind,  während  die  auf  ihnen 
rechtwinklige  Axe  grösser  oder  kleiner  ist*). 

*)  Ke  k&iiite  jedoch  auch  dem  Charakter  deaSjttemes  anbe- 
•chad^  den  übrigen  Axen  gleich  feya. 
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f.    40. 

Krystallsysterae. 

Ein  Kristallsystem  ist  der  Inbegriff  al- 
ler derjenigen  Gestalten,  welche  bei  glei- 
cher Zahl  und  gleichem  allgemeinen  Nei- 
gungsverhältniss  der  Coordinatebenen  das- 
selbe allgemeine  Grössenverhältniss  der 
Axen  besitzen. 

In  Uebereinstimmung  mit  dieser  Definition  er- 
giebt  sich  nun  aus  den  vorigen  §$.  folgende  tJeber- 
sicht  der  Gestalten  überhaupt  und  der  Krystallsy- 
steme  insbesondre. 

A.  Triiuetrisehe  Gestalten. 
a)  Srtho'edrüehe  Geftalten. 

1)  isometrisches  Krystallsystem ,    drei  gleiche 
Axen. 

2)  Monodlmetrisches  K.  S,  zwei  gleiche  Axen« 
3l)  Anisometrisches  K.  S.,  drei  ungleiche  Axen. 

%  KlmB^driiche  Ge$iaUen. 

1)  Mo&oklinoSdrisch^s  K.  S. 

2)  DiklinoSdrisches  K.  S. 

3)  Triklino^drisches  K.  S. 

fi.  Teframetrische  G^i^alteii. 

1)  Monotrimetrifiches  K.  S. 
-G  eo  m  e  tris  c  h  eT  Grün  de  har  akter  eines  Kry- 
stallsystemes  ist  der  Inbegriff  seiner  wesentlichen 
Merkmale,  oder  das  ihm  zukommende  Zahl-  und  N«i- 
gnngiSiverhältniss  der  Coordinatebenen  undGrSssenver* 
hältniss  der  Axen. 

$.    41. 

SymmetrieverhaitniMe  der  KrystallsystMie. 

Jedes  dieser  Krystallsysteme  zeigt  gewisse,  sebon 
aus  seinem  geometrischen  Grundcharakter  folgende 
Symmetrieverhältmsse,  welche  sich  besonders  dadurch 
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mm.  'ericeiHieii  geben,  dasg  in  der  Regel  eine  der 
Axen  mtweder  ihrer  Cfa^degeL  oder  ihrer  Lage  mmdk 
emin-ent^n  Wertfa  erhftlt,  kraft  denen  rie 
«mtadbiedenen  fiinfihu»  %xd  die  Symmetrie  aller 
nmdaa  Axensystem  m  conatnurenden  OeetiJten  anatUit 

In  idlen  tFimetrisoben,  orth<M$dri8cben  Qestalten 
finden  ^vvir  in  Bezug  auf  die  Lage  der  Axen  die 
liöchste  Regdmässigkeit  und  Uebereinatimmnng;  die 
etwaige  Verschiedenheit  der  Symmetrie  kaiui  daher 
jmr  in  dem  6rö8  9enl^erhältnis8e  der  Axen  ge- 
andit  werden.  Da  non  im  iiometriachen  Syateme 
dnrehgdi^lige  Gleieheit  derselben  geordert  wird,  so 
zeigt  dieses  Syistem  anch  der  Grösse  seiner  Axen 
nach  den  höchsten  Grad  der  Regelmässigkeit;  jede 
Axe  ist  yollkommen  gleichwertliig  mit  den  beiden 
übrigen,  mid  keine  derselben  spielt  irgend  eine  vor- 
herrschende Rolle.  Im  monodimetrischen  Systeme  da- 
gegen ist  eine  Axe  ihrer  Grösse  nach  nngleichwer- 
thig  mh  den  beiden  übrigen;  sie  offenbart  dadurch 
eine  gewisse  Eminenz,  nnd  beherrscht  die  Symmetrie 
des  ganzen  A^ensystemes.  Im  anisometrischen  Systeme 
endlich  sind  alle  drei  Axen  ungleichwerthig;  daher 
ist  ^zwBcr  jede,  aber  auch  jede  in  ihrer  Art  eminent, 
nnd  keiner  kann  irgend  ein  Vorrecht  vor  der  andern 
znerkaunt  werden,  weil  sich  durchaus  nicht  entschei* 
den  Iftsst,  ob  der  grösste,  der  kleinste  oder  der  mitt- 
lere Werfli  ein  solches  Vorrecht  bestimmen  soll. 

Fttr  die  klino^drischen  Systeme  ist  in  dem  Grös- 
senverhfltnisse  der  Axen  die  gleiche  und  höchste  Un- 
regelmftssi^eit  gegeben,  und  folglich  die  Verschie- 
denheit der  Symmetrie  nnr  in  den  Neigungsverhält- 
nissen  der  Coordinatebenen  zu  suchen..  Im  monokli- 
aoMrischen  Systeme  wird  offenbar  diejenige  Coordi- 
nntebeBe  einen  eminenten  Charakter  haben,  auf  wel- 
dier  die  beiden  andern  rechtwinklig  sind,  nnd  dieser 
«■unente  Chasidtt«r  wird  anf  die  beiden  in  ihr  Ue- 
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g)dnden  Aten  fibergehen.  Im  dikliAoSdrisehen  Sy- 
steme dagegen  werden  die  zwei  auf  einander  recht- 
winkligen Coordinatebenen  als  eminent  erscheinen, 
nnd  ihrf  gegenseitige  Dorchschnittslinie  als  eminente 
Axe  bezeichnen.  Im  triklino^drischen  Systeme  end. 
lieh  finden  wir  auch  der  Lage  der  Coordinatebenen 
nach  dieselbe  Ungleichheit  und  Unregelmässigkeit, 
welche  schon  in  Bezug  auf  die.  Grösse  der  Axen 
Statt  findet. 

Was  endlich  das  tetrametrische  System  betriffifc, 
so  zeichnet  sich  sowohl  der  Lage  als  Grösse  nach 
die  eine,  auf  den  übrigen  rechtwinklige  Axe  als  emi- 
nente Axe  aus. 

|.*42. 
Aufrechte  Stelhmg,    Hanptaxen,    NormalateUung. 

Der  aufrecht  stehende  Beobachter  wird  jede  Ge- 
stalt gleichfalls  aufirecht  vor  sich  denken,  und  solche 
überhaupt  in  Bezug  auf  sich  selbst  orientiren.  Es 
fragt  sich  nun  zuvörderst,  welche  Linie  im  Krystalle 
diese  aufrechte  Stellung  bestimmen,  und  folglich  ver- 
tical  gestellt  werden  soll.  Die  Antwort  kann  wohl 
liur  dahin  lauten,  dass  eine  der  Axen,  und  zwar  die- 
jenige ,  oder  eine  von  deigenigen,  die  verticale  Rich- 
tung erhalten  müsse,  welche  einen  eminenten  Cha- 
rakter besitzen,  und  kraft  dessen  die  Symmetrie  der 
Formen  beherrschen.  Nennen  wir  nun  jede,  die  auf- 
rechte Stellung  des  Erystalls  bestinmiende  Axe  eine 
Hauptaxe  im  Vergleiche  zu  den  übrigen  aU  Nebeh- 
axen,  so  erhalten  wir  für  die  Terschiedenen  Kry- 
stallsysteme  folgende  Beistimmungen: 
1)  Wo  sich  eine  der  Axen  entweder  durch  ihre 
Grösse,  wie  im  monodi-  und  monotrimetrisch^, 
oder  durch  ihre  Lage,  wie  im  diklinoSdrischen.  Sy- 
steme, vor  den  übrigen  Axen  auszeichnet,  da  ist 


Digitized  by  VjOOQ IC 


EJementarlehre.     Terminologie.  65 

sie  jederzeit  die  Hauptaxe,  und  der  Krystall  nar 
nach  ihr,  also  nur  nach  einer  Richtung  aufrecht. 

2)  Wo  sich  alle  Axen  in  jeder  Hinsicht  vollkommen 
gleich  sind,  wie  im  isometrischen  Systeme,  da  ist 
jede  eine  Hauptaxe  und  der  Krystall  nach  drei 
Richtungen  aufrecht. 

3)  Wo  sich,  wie  im  monoklinoSdrischen  Systeme, 
zwei,  oder,  wie  im  anisometrischen  und  triklinoC» 
dnschen- Systeme,  alle  drei  Axen,  eine  jede  in  ih- 
rer Art,  eminent  zeigen,  da  muss  eine  derselben 
zur  Hauptaxe  gewählt,  die  einmal  gewählte  je- 
doch durchgängig  als  solche  beibehalten  werden. 

Auf  die  Zahl  und  das  Yerhältniss  der  Hauptaxen 
gründet  sich  folgende  Eintheilung  der  Krystallsysteme : 

A.  Yielaxiges  System. 

1)  Isometrisches  System. 

B.  Einaxige  Systeme 

a)  die  Hauptaxe  ist  rechtwinklig  auf  allen  Neben* 

axen  und 
o)  absolut. 

2)  Monodimetrisches  S. 

3)  Monotrimetrisches  S. 
ß)  relativ. 

4)  Anisometrisches  S. 

i)  die  Hauptaxe  ist  schiefwinklig   auf  einer   der 
Nebenaxen. 

5)  MonoklinoSdrisches  S. 

c)  die  Haupttaxe  ist  schiefwinklig  auf  beiden  Ne- 
benaxen und 
a)  absolut. 

6)  Diklinoädrisches  S. 
ß)  relativ. 

7)  TriklinoCdrisches  S. 

Durch  Bestimmung  der  aufrechten  Stellung  sind 
jedoch   die   Gestalten  und   Axensysteme   noch   nicht 
voilstindig  orientirt,    weil'  sie  ja  um  ihre  vertiefe 
I.  5 
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Ai^e  duBch  aUe  Aaimuth«  gadvelu  wiecdea  ktenen. 
Die  NoriaalstelLaagji  wekbe  wk  küaftig  bei  al- 
len uaseTH  B^traehtmigeA  Torans«elsei^  be^tiHURt  sich 
AMD  dadufcby  daes  eine  der  vertiealen  Coordtaalebe- 
nen  die  Bicfatung  auf  den  Beobaehtec  hat,  oder  dass 
das  Auge  desselben  in  der.Yeilängerung  einer  dieser 
Coordinatebenen  enthalten  ist,  wodurch  sie  selbst  ah 
6esicht»ebene  bestuiunt  wird.  Da  e»  immer  we- 
nigstensf  arwei  verticale  Coordinatebenen  giebi,  und 
meist  willküdich  ist,  nach  welcher  man  die  McMunal- 
atellong  bestimmt,  so  kann  man  die  meisten  Gestal- 
ten aus  einet  Novmalstellong  in  die  andre  briagen, 
indem  man  sie  um  ihre  vertieale  HanpCajc«  se  lange 
dreb^i.  bie^  die  nächste  Coordinatebene  zar  Giesiehts- 
ebene  wird.  Man  unterscheidet  dann  beide  Notmalr 
Stellungen  als  erste  und  »weiteNesmalstellung. 

♦.43. 

Basis,  und  abgeldtete  Namen  der  Kry8tdlrfst!6Ae. 

Basis  eines  Krystallsystemes  nennt  man  die 
Coordinatebene  durch  die  Nebenaxen.  Nach  der  Fi- 
gur dieser  Basis,  wie  solche  durch  die  Endpuncte 
der  Nebenaxen  bestimmt  wird,  erhalten  wir  für  das 
monodi-  und  monotrimetriscbe ,  so  wie  fir  das  ani- 
sometrische System  die  abgeleiteten  Namen  des  te- 
tragonalen,  hexagonalen  und  rhombischen 
Systemes,  welche^  gewisser,  erst  später  zu  erwähnen- 
der Verhältnisse  wegen,  den  ursprünglichen  Namen 
im  Gebrauche  vorzuziehen  sind.  Aus  demselben 
Grunde  werden  wir  auch  künftig  für  das  isometrische 
System  den,  von  einer  seiner  charakteristischen  Ge- 
stalten, dem  Würfel =^€rMra  entldmten  Namen  Te  s- 
seralsystem  gebrauchen.  Für  die  klinoädrischen 
Systeioie  lassen  sich  dagegen  die  Namen  fii^cb  bei- 
behalten,  unter  welchen  wir  .sie.  bereits  kennen  ffi^ 
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kmt  haben.    Zar  leiokteren  A«ffaM«ng  dieMv  Syno- 
vjwSk  diene  folgende  nochmalige  Uebersicht: 

1)  Tesserales  System  s=s  Isometoisches  8. 

2)  Tetragonales  S.  =  Monodimetrisches  S. 

3)  Hexagonales  S.  =  Monotrimetrisches  S. 

4)  Rhombisches  S.  =  Anisometrisches  S. 

5)  MonokIino§drisches  S. 

6)  Diklino^drisches  S. 

7)  Triklino^drisches  S. 

f.    44. 

Pol-  und  MUtelkanten,  Qaersclmltte. 

Der  Mktelpnnct  theilt  jede  Axe  in  iwei  Halb- 
nxen. 

Die  Endponote  einer  Hanptaxe  heissen  Pole; 
iallen  sie. in  Ecke,  so  werden  dieselben  Pelecke, 
nnd  die  in  ihnen  losammenlaufenden  Kanten  Fol- 
kanten  genannt. 

Obere  oder  untere  Flicken  einer  Gestali  siad, 
£e  an  aich,  oder  anck  gekSrig  verlängert  mit  der 
oberen  oder  unteren  Hftlfte  der  (verticalen)  Hanpt* 
ase  zvm  Darehsehnitt  kommen. 

Mittelkanten  sind,  die  von  einer  oberen  nnd 
einer  anteren  Fläche  gebildet  werden ;  Mittelecke 
sind,  in  welcken  Afittelkanten  «nsammentreflen. 

Querschnitt  heisst  jeder  anf  eine  Hanptaxe 
rechtwinklige  Schnitt,  nnd  Mittelqaerschnitt 
der  Qaemduritt  durch  den  Mittelpunct. 

Basische  Schnitte  heissen  die  mit  der  Basis 
(§.  43.)  paraHelen  Schnitte;  sie  sind  in  allen  deigeni- 
gen  Systemen,  in  welchen  die  Hanptaxe  rechtwink- 
lig auf  den  NebcM^axen  ist,  mit  den  Querschnitten 
Uentsndi. 

iede  Caordinatebene  ist  nadi  f.  31.  ein  Schnitt, 
sefßm  sie  dmreh  die  flächen  der  Gestalt  innerhalb 
derselben  begiftmit  wird;    wir  nennen   diese   in  die 

5* 
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Coordinatebenen  fallenden  Schnitte  Hanptschnitte, 
nnd  bezeichnen  daher  die  Coordinatebenen  selbst  als 
die  Ebenen  der  Hanptschnitte. 


Drittes   C apit el. 

Von    der   Isoparametrie,    Homoädrie   und 
Hemi^drie. 

§.    45. 

IsdparametriBche  Flächen. 

Zwei  oder  mehre  Flächen  eines  und  desselben 
Axensystemes heissen  isopara metrisch,  wenn ilupo 
gleichnamigen,  d.  h.  in  gleichwerthigen  Axen  gelege- 
nen Parameter  gleich  gross,  nnd  nur  der  iUchtnng 
nach  verschieden  sind. 

fjs  sey  z.  B.  für  ein  tetragonales  Axensyst^na 
eine  Fläche  darc^  die  Parameter  m  in  der  Hanptaxe, 
n  und  r  in  den  Nebenaxen  gegeben.  Da  die  Axen 
überhaupt  zweierlei  Werth  haben,  indem  die  Hanpt- 
axe vor  den  Nebenaxen  hervortritt,  so  wird  der  Para- 
meter m  für  alle  zu  construirende  isoparametrische 
Flächen  nur  in  der  Hauptaxe,  jedoch  sowohl  in 
der  negativen  als  positiven  Hälfte  derselben  zu  wäh- 
len seyn;  die  beiden  übrigen  Parameter  aber,  welche 
in  den  beiden  vollkommen  gleichwerthigen  Neben- 
axen liegen,  werden  auch  ihre  Lage  in  denselben  be- 
liebig vertauschen  können,  was  für  jeden  Quadranten 
der  Basis  zweimal  möglich  ist.  Alle  Flächen  nun, 
welche  durch  die  Endpuncte  je  dreier ,  auf  diese  Art 
bestimmter  Parameter  «i,  n  und  r  gelegt  werden  kön- 
nen, heissen  isoparametrisch  unter  einander  und  mit 
der  gegebenen  Fläche.  Wären  dagegen  dieselben  Pa- 
rameter für  eine  Fläche  im  rhombischen  Systeme  ge- 
geben, so  würde  offenbar  die  Yertauschnng  der  Lage 
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der  PjixfttiieteT  n-  und  r  in  den  beiden  Nebenaxen 
nicht  mehr  xidässig  seyn,  weil  ja  dann  diese  Neben- 
axen selbst  ungleichwertfaig  sind,  und  folglich  in  der 
einen  eben  so  nnr  der  Parameter  i»,  in  der  andern 
nur  der  Parameter  r  liegen  darf,  wie  der  Parameter 
si  selbst  nnr  in   der  Hanptaxe  enthalten  seyn  kann. 

8.    46. 

Einfache  und  zusammengesetzte  Gestalt. 

Jede  einsele  Krystallgestalt  stellt  einen  bbegrifl 
▼on  lauter  isoparametrischen  Flächen  dar,  und  es  ist 
daher  künftig  bei  dem  Worte  Gestalt  nnr  ein  solcher 
Inb^priff  sn  denken,  welche  Bestimmungen  auch  aus- 
serdem noch  eintreten  mögen. 

Eine  einfache  Gestalt  ist,  deren  Flächen  alle 
gleich  und  ähnlich,  eine  susammengesetste  Ge- 
stalt, deren  Flächen  swar  isoparametrisdb,  aber  nicht 
alle  gleich  und  ähnlich  sind;  die  letzteren  finden  sich 
ausschliesslich  im  Gebiete  der  klinoädrischen  Krystall- 
systeme. 

Tkeilgestalten  einer  zusammengesetxten  Gre- 
stalt  heissen  die  Inbegriffs  aller  gleichwerthigen  FUU 
eben  derselben;  jede  Theilgestalt  besteht  entweder 
«US  xwei  Gegenflächenpaaren  oder  aus  zwei  einzelen 
Gegenflächen;  diese  heissen  die  Glieder  der  Theil- 
gestalt. 

Eine  geschlossene  Gestalt  ist,  deren  Flä^ 
eben  den  Raum  allseitig  umschliessen;  eine  offne 
Gestalt,  deren  Flächen  den  Raum  nicht  allseitig 
umschliessen.  Die  Theügestalten  sind  immer  oflGoe 
Gestalten.       ^ 

§.    47. 

HoloSdrische  und  hemiedrische  Gestalt. 

Eine  boloädrische  Gestalt  ist  der  bbegriff 
lisimflirhnr  Flächen,  welche  rings  um  ein  roUstän- 
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JäEg  hvBtSiuaxkt^u  AxenAsysteiti  für  <eiii  b^Mlinrnt^Bt  VlBl^• 
kttthuis  >ifft  Ptiirameter  möglieb  ^ikid.  Sie  heniM  J^ 
dterzeit  Fläcb^paraHeKsmiis,  d.  fa.  Ar  jede  üirer  Fa- 
chen giebt  es  eine  €r^eiiJläohe  (§.  35.).  Denn  da  siok 
j«de  Axe  vom  Mittelpancte  aus  neich  entgegeftgesets- 
ten  Riehttmgea  erirtlreckt,  so  v^^t^eft  die  Parametsr 
fli,  n  und  r  irgend  einer  Fläche  diesseits  des  Mittel- 
punctes,  in  ihren  respectiven  Axen  nach  entgegenge- 
setzter Richtung  genommen,  eine  Fläche  jenseits  des 
lfiltel)p«in€tes  bestimmen,  welo^  der  enteren  paral- 
lel ist.  Eine  «olebe  Fläche  mnss  aber  immer  mdgH«k 
seyn,  ureil  jeder  Parameter  in  seiner  Axe  nach  bei- 
dcn  Richtungen  vom  Mittelputarete  aus  genommen  wer- 
den kann. 

Eine  hemiedrische  Gestalt  ist  die  symme- 
trisch Veirdieihe  HMfte  simnAhefaer  Flächen,  welche 
rings  mä  ein  ToUsHtodig  boMfanmteii  Axensystem  ffir 
ein  bestimmtes  Verhältniss  der  Paraktfeter  mögUcli 
sind;  mnd  eine  tetatto^drische  Gestalt  eben  so 
dks  symmetrisch  vertheilte  Viertel  dieser  Flächen. 

Wiefem  jede  Gestalt  nur  ein  Flächeninbegrtf  ist, 
sofern  iasiE^n  sic^  alle  beiAiikirische  tmd  tetetttoidti- 
feche  Geifittaltien  ids  Hälften  tmd  Viertel  deijenigen  ho- 
loedrischen Gestalten  betrachten,  welche  den  toH- 
slfiiidigen  Inbegriff  derselben  isoparametrischen  fla- 
chen darsteUen,  und  aus  welchen,  als  ihren  M«ltM- 
if^^i^talien,^  sie  ^brch^das  Versdiw^den  der  halben  oder 
dreivlerfefl  Flftdienisahl  abzuleiten  sind.  Man  6'agt 
daMil,  die  Muttergfestsdt  enr<^eine  hemisdrkicli  oder 
«eiMrtc^driseh,  i^nd  beiteicibnet  das  Verhäitnäss  seÜNsit 
mit  den  Namen  der  HemiSdrie  und  Tetartd'frdH^. 

§.     48. 

Hemi^drie  der  zusammengeseczteii  Gestalten. 

Ble  Hemü^rie  und  TetHrtoddrie  kanti  'sowohl  bei 
leüiiiMihen  ab  b^i  mil^utfftMi^eil^ii  GeiMiSieta  9uttt 
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ja  ISr  4i%  letiteven  itt  sie  «Is  Regel  der  Er^ 
scheinong  za  betrachten,  weÜ  in  4er  veMchiedeBeii 
BeicfadffeiAeit  der  Tiieilgeetakeii  jeder  aiMaiamenge- 
•eUten  sGeetalt  eine  fiiepoeitioB  cor  ZeiOOkttig  in 
diese  tfoe  £lemeiHe  gegcAten  ist  Die  HemilSdrie  oder 
TeMrtüSdrie  &idet  eich  daher  aveh  hei  dieaen  Gettal- 
ten  inwifir  m  der  Art  ^verwirklidit,  daas  eine  der 
Tbeilgefltalften  al'lein  ausgebildet  iat,  wfthrend  die 
andeve  eder  ifie  anderen  entweder  gäntflioh  venchwin- 
den,  oder  doch  nngleichmftssig  anagebildet,  «und  gleidiM- 
sorickgedrängt  erscheinen.  Die  Heaufidrie  iak 
im  Gebiete  4er  Uinoödrischen'Geslaken  ein,  sei* 
ner  Adrt  «nd  Weise  'nach  -bestimmtes,  gesetzmftssiges, 
«nd  mit  einer  gewissen  Nothwendigkeit  aus  jener  nr* 
spwkiglichen  £ntsweiong  folgendes  Verhftltniss,  wcil- 
ebe  so  aitfafDeod  in  der  verschtedenen  Flädienbeschef- 
fenheit  der  znsammengesetaten  Gestalten  hewoftntt. 

f.    49. 

'HemiSdrie.der  einfachen  Gestftltea;  Gnmdsesetz  destelbea. 

AJyer  anoh  in  den  einfachen  Gestalten  spielt  die. 
Hemiedrie  nicht  selten  eine  wichtige  Bolle,  und  da 
in  der  Elrscheinungsweise  dieser  Gestalten  keine  ur- 
sprüngliche Disposition  zum  Ausfallen  dieser  oder  je- 
ner Flächen  gegeben  ist,  so  haben  wir  för  sie  die 
Gesetse  der  Hemiikbrie  besonders  anfsusncken. 

I>ie  Hemiädrie  kann  an  den  einfaehen  Gestalten 
sowohl  nach  einseien , Flächen ,  als  naeh  Fläehenpaa- 
ren,  oder  nach  drei«,  ^iiier*-,  -sechszähligen  Flächen- 
sjstemen  erfolgen;  d.  'h.  es  können  nicht  nur  einseLs 
Flächen,  sondern  auch  ganze  Fläohensysteme  ver- 
schwinden, wfthrend  sich  die  zurückbleibenden  ver* 
giftssem.  Nnr  findet  das  allgemeine  Gesetz  Statt, 
dttss  die  bleibenden  Flächen  oder  Flächensysteme  eine 
ringanm   «ymmetriaohe   Yertheilnng  haben 
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müssen;  einGesetx,  welches  sich  auch  in  folgenden 
Fonneln  aussprechen  lässt: 

Es  bleiben  und  verschwinden  jederzeit  die  ab* 
wechselnden  Flächen  oder  Flächensysteme,  oder : 
Für  jede  bleibende  Fläche  oder  jedes  bleibende 
Flächensystem  verschwinden  die  Neben-  und  blei- 
ben die  Nachbarflächen  oder  Flächensjsteme. 
Die  Hemiädrie  kann   daher   auch  nur  bei  deige- 
Qigen  einfachen  Gestalten  wirklich  Statt  finden,   in 
welchen  for  die  abwechselnden  Flächen  oderFlächensy- 
Sterne  (wenn  solche  vorhanden)  eine  vollkommen  sym- 
metrische Yertheilung  rings  um  das  Axensystem  mög- 
lich ist,   so   dass  die   verschwindende  Flächenhälfte 
ihrer  Seits  genau  dieselbe  Yertheilung  hat,   wie  die 
bleibende  Flächenhälfte.   Lässt  sich  daher  dieses  Prin* 
eip   der  ringsum  symmetrischen  Yertheilung  für  die 
halbe  Aniahl  weder  der  einzelen  Flächen,   noch  der 
Flächensysteme    (wo  dergleichen  vorhanden)  geltend 
machen,  so  ist  die  betrelBfende  Gestalt  zur  Hemi^drie 
überhaupt  unfähig.    Hiernach  lässt  sich  für  jede  Ge- 
stalt beurtheilen,   ob  sie  der  Hemi§drie  nach  einze- 
len Flächen  oder  nach  Flächensystemen  fähig,   oder 
ob  sie  derselben  gar  nicht  fähig  ist. 

§.    50. 

Paralldflächige  und  geneigtflächige  Hemiedrle. 

Wenn  für  jede  bleibende  Fläche  oder  jedes  blei- 
bende Flächensystem  die  Gegenfläche  oder  das  Ge* 
genflächensystem  verschwindet,  so  entsteht  natürlich 
eine  hemiädrische  Gestalt,  an  welcher  keine  Fläche 
der  andern  parallel,  sondern  jede  gegen  jede  geneigt 
ist;  wenn  dagegen  für  jede  bleibende  Fläche  die  Ge« 
genfläche  ebenfalls  bleibt,  so  wird  auch  die  hemißdri- 
sehe  Gestalt  je  zwei  paralleler  Flächen  behalten. 
Auf  diesen  Unterschied  gründet  sich  die  sehr  wich- 
tige Eintheilung  der  hemi^drisehen  GesuUen  und  der 
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HemiSdrie  selbst  in  parallelflächige  und  ge- 
neigt flächige.  Aus  der  Regel  in  %.  49.,  dass  im- 
mer nur  die  abwechselnden  Flächen  oder  Flächen- 
systeme bleiben,  folgt  unmittelbar,  dass,  wenn  man, 
Ton  irgend  einer  bleibenden  oder  verschwindenden 
Fläche,  oder  einem  dergleichen  Flächensysteme  aus- 
gehend, durch  die  Reihe  der  Nebenflächen  oder  Ne- 
bensysteme fortiählt,  alle  geradzahligen  Nebenflächen 
oder  Nebensysteme  dem  gleichnamigen ,  alle  ungerad- 
sähligen  dem  ungleichnamigen  Verhältnisse  unterwor- 
fen sind.  Ist  z.  B.  vermöge  des  Principes  der  sym- 
metrischen Vertheilung  die  Hemiädrie  nach  einzelen 
Flächen  möglich,  so  ist  für  jede  bleibende  Fläche  die 

2te,  4te,   6te 2iite  Nebenfläche  eine  bleibende, 

die  Iste,  3te ,  5te (2  »  -(-  1)  te  eine  verschwin- 
dende. Hiemach  lässt  sich  im  Voraus  für  jede  Ge- 
stalt, von  welcher  man  bereits  weiss,  dass  sie  der 
Hemi€drie  nach  iizähligen  Flächensystemen  fähig  sey, 
bestimmen,  ob  diese  HemiSdrie  auf  eine  parallelflä- 
chige oder  geneigtfiächige  Gestalt  fuhren  wird.  Ist 
nämlich  das  Gegensystem  eines  jeden  Flächensyste- 
mes  ein  geradzahliges  in  der  Reihe  der  Nebensy- 
steme, so  kann  nur  eine  parallelflächige,  ist  sie  ein 
nngeradzähliges,  nur  eine  geneigtflächige  Gestalt 
Vorschein  kommen. 


§.    51. 

Gegenkorper. 

Da  übrigens  jede  einfache  holo^ische  Gestalt 
zwei,  an  sich  völlig  gleichwerthige,  und  nur  durch 
ihre  gegenseitige  Lage  verschiedene  Flächenhälften 
hat,  sich  auch  kein  Verhältniss  nachweisen  lässt, 
durch  welches  für  die  eine  oder  andre  Flächenhälfte 
ein  Vorrecht  zum  Wachsthume  oder  Verschwinden  an- 
gezeigt wäre,  so  wird  jede  einfache  Gestalt  zwei,  in 
Bezog   auf  ihre   Begränzungselemente  völlig  gleiche 
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md  lUiiilidie,  und  imr  imrck  Are  SteUimg^ 
darch  cdie  Verknüpfang  wlieser  JiegcäiiBiiii|[8eleneaie 
iwrscAdodwM,  iiemiCdrisGbe  Gevtadten,  «oder  Geg«*»- 
k-drper  befera. 


Viertes    CapiS^h 
Von  'der  Ableitiing  der  Gevtalten. 

i.    52. 

Ableitung  aas  einer  Gnmdgtstalt. 

^eK>ii»etri«cke 'Grundgestalt  eines  KryttaU- 
tyartemos  ist  mogMcberweise  eine  jede  geschlossene 
flestalt,  deMB  Flächen  ein  dem  geometrischen  Grund- 
dsfaraluer  eatsprei^hendes  Yerhältniss  der  Pacam^Br 
haben. 

XHe  kr y st^a^li o:gr aph is ch e  A b le  ittb.ar.fce it 
ist  'dasjenige  Y^rhültniss  mehrer  Gestalten  eines  vaA 
dessiilben  "Ktystallsystemes,  Termöge  dessen  jede  am 
Jeder,  oder  alle  aas  4nner  dorch  blosse  Verändera^g 
dos  «Gröss^mrerbttltnisses  der  Parameter  constmiit 
-werden  köimen.  Diese  Construction  seihst  heisst  die 
Ablreitnng^der  "CteBtalten,  und  darf  nmnals  aufsein 
den  geometrisohen  «Qnindcharakter  des  ^ystemes  über- 
schreitendes Yerhältniss  der  Aicea  fiihren.  Ansh  sieht 
man,  4ass  in  deigenigen  Systemen,  in  welchen  vor« 
schiedene  besondre  Neigungs Verhältnisse  der  Coor- 
dinatebenen  möglich  sind,  für  alle  unter  dem  Yerhält- 
nlsse  der  Ableitbariceit  stehende  Gestalten  dasselbe 
1>e^ondre 'Neigungsvei'häUnis«  postulirt  wird, 
^eil  ja  die  Ableitung  eine  blosse  Yerändeinng  der 
•Parameter  voraussetst. 

Man  geht  bei  der  Ableitung  eines  "gegebenen  Ge^ 
scaltenlnbegriffes  jederxeit  von  einer  geometrischen 
'Grundgestalt  aus,  und  nennt  die 'daipa  ^einmal  ^auser* 
Wählte  £e  krystallographis^he  <Gnm4ge«talt  oder  die 
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CrrfiA4g«8talt  des  gegebenen  GeittaiteniiibcgiMfc» 
seUeokthiB.  im  Tesseralgystcmie  kt  iaiier  die  Ghnuid» 
gestalt  eine  absolate,  weil  die  für  sie^efbvderte  noib* 
wenifilge  Crli^difaeit  aller  drei  Parameter  mt^gÜeher- 
wetee  nnr  eine  €!efltalt  geben  kann;  in  den  nbrige« 
Systemen  dagegen  ist  sie  eine  relative,  geometrisoli* 
willkQriiehe  tind  nur  krystaRograpbiscli  be8(iaBHi>are, 
faidem  gafr  viele  Gestalten  den  OrandcharaklMr  <les 
Systeme«  unmittelbar  reprftsentiren. 

f.    53. 

Naturgesetz  der  Ableituog. 

Bei  aller  Ableitung  kommt  es  nach  f«  52i  nur 
darauf  an,  aus  dem  zu  Grunde  gelegten  Verhältnisse 
w.h'.c  der  Parameter  der  Grundgestalt  auf  das  Ver- 
hältniss  Q^  \lf  \c'  der  abzuleitenden  Gestalt  zu  gelan* 
g«n.  IKese  Forderung  wird  immer  in  der  Art  erRBt 
werden  können,  dass  man  statt  des  letzteren  Yerhält- 
msses  die  homologen  Verhältnisse 
ma\fih\c 
oder  mal    h  \rc 

eMttot,  «nd  daher,  mit  Virillkürlioher  Beibehaltung  ' 
efaieo  der  "ursprünglichen  Parameter,  die  beiden  üWi* 
gen  Parameter  der  abzuleitenden  Oestah  als  Mnltipla 
tm  beiden  j^eiehnamigen  Paramet^  der  Grundgestalt 
«Mdrfidct.  Die  Faotoren  m  und  %  oder  zi  und  r,  avf 
Aervn  KemMaiss  «s  hierbei  ankommt  lieissen  £e  Ab*> 
ie-itmngz-C'0§fficienten. 

Em  sehr.weikwurdiges,  aber  durehgftngig  besttt^ 
llgte«  Nattupfeaetz  ftr  die  Ableitafng  ist  es,  daas 
4ieae  Abl«ituiig8 -Co^ffici^nte«  jederzeit 
rmti^na'le  Zablen,  irrationale  Wer^h^  da* 
gegeli  l^tnzlifcb  nu«geschlo-ss«n  sind. 

Bieses  Grundgesetz  "muss  als  ^s  Regulativ  aller 
lUAftitaiigMtteiboden  belraohfet  werden,  wie  es  diinn 
msofem  auch  den  Prfifstein  derselben  abgtobt, 
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fem  jede  Methode  da  natorgemäBS  sa  seyn.  anJEhÖrt, 
wo  sie  gendthigt  ist,  irrationale  Ableitungsco^filcieii- 
ten  einzufahren. 

Eine  Krystallreihe  ist  der  Inbe^iff  aller  Ge- 
stalten, welche  aus  einer  vollständig  bestimmten 
Grandgestalt  abgeleitet  werden  können. 

Zwei  Gestalten  einer  Krystallreihe  befinden  sich 
in  paralleler  Stellung,  wenn  die  Axen  der  einen 
den  gleichnamigen  Axen  der  andern  parallel  sind. 

Die  hemißdrischen  Gestalten  werden  jederzeit  aas 
ihren  respectiren  holoedrischen  Muttergestalten  ab- 
geleitet. 


Fünftes   Capitel. 

Von   der   Benennung   und   Bezeichnung   der 

Kry  stallgestalten. 

f.    54. 

Nomeoclatar;  Fordenmgeii. 

Für  jede  Wissenschaft,  welche  eine  Manaichfal- 
tigkeit  verschiedenartiger  Dinge  zum  Gegenstande 
hat,  ist  eine  Nomenclatur  oder  wörtliche  Bezeich- 
nung dieser  Dinge  ein  unumgängliches  Bedürfhiss, 
weil  es  nur  durch  die  Anwendung  dieses  Hülfsmittels 
mpglick  wird,  sich  mit  Kürze  und  Bestimmtheit  über 
den  jedesmaligen  Gegenstand  der  Betrachtung  auszu- 
sprechen und  zu  verständigen.  Die  Krystallographie 
liat  also  gleichfalls  fiir  die  mannichfaltigen  Gestalten, 
welche  den  Gegenstand  ihrer  Betrachtungen  bilden, 
eine  Nomenclatur  zu  geben ,  und  dabei  allen  den  An- 
forderungen Genüge  zu  leisten,  welche  überhaupt  an 
jede  wissenschaftliche  Nomenclatur  gemacht  werden 
können.  Die  krystallographische  Nomenclatiff  mos« 
daher  seyn: 
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1}  Bezeichne^nd;  d.  h.  die  Namen  der  Gestalten 
müssen  von  Eigenschaften  derselben,  nndzwar 
von  recht  hervorstechenden  und  charakteristischen 
Eigenschaften  entlehnt  werden,  sodass  jeder  Name 
auf  die  Vorstellung  seines  Gegenstandes  gelangen 
lässt. 

2)  Möglichst  kurz;  es  dürfen  nicht  su  viele  Ei- 
genschaften in  die  Namen  aufgenommen  werden, 
weil  selbige  dann  durch  Schwerfälligkeit  veriieren 
würden,  was  sie  an  Bestimmtheit  gewönnen;  der 
Name  darf  nicht  in  eine  Phrase,  die  blosse  wört- 
liche Bezeichnung  nicht  in  eine  förmliche  Beschrei- 
bung ausarten. 

3)  Methodisch;  die  zwischen  den  Gestalten  obwal- 
tenden Verwandtschaften,  Aehnlichkeiten  undUeber- 
g^ge  müssen  sich  auch  in  ihren  Benennungen  kund 
geben;  diess  ist  nur  durch  Anwendung  zusammen- 
gesetzter Benennungen  zu  erreichen. 

4)  Sprachrichtig;    die  Benennungen  müssen  dem 
Geiste   und  den  Regeln  derjenigen  Sprache  ange- 
messen  sejn,    aus  welcher    sie   entlehnt  werden;  . 
audi  ist  bei  ihrer  Bildung  auf  den  Wohllaut  mög- 
lichst Rücksicht  zu  nehmen. 

ö)  Einstimmig  mit  dem  Sprachgebrauche  verwandter 
Wissenschaften;  so  hat  die  Krystallographie  den 
durch  tausendjähriges  Alter  sanctionirten  Sprach- 
gebranch der  Geometrie  möglichst  zu  respectiren, 
und  nur  in  dringenden  Fällen  davon  abzuweichen, 
weil  es  immer  ein  Uebelstand  bleibt,  wenn  zwei 
so  nahe  verwandte  Wissenschaften  denselben  6e- 
gMistand  mit  verschiedenen  Namen  bezeichnen. 

f.   55. 

Benenimiig  der  Tielangen  oder  tesseralen  Gestalten. 

Für  die  vielaxigen  oder  tesseralen  Gestalten,  wel- 
ehft  dio  Geometrie  zu  betrachten  pflegt,  hat  sie,  wie 
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4ie\NaiiieB  Oktaler,  Hexaeder,  Oodeka^der  u.  a. 
beweiftea,  die  Noittenclator  aof  die  Zahl  der  Hainen 
gegmidet^  wftiureiid  s^  Säjt  die  eioali^igeB  Gestalten 
(s.  9,  Pyranuden,  Pmmen)  aodie,  mehr  willkürliche 
VefhAUAii^e  xh  Grunde  legte.  Wir  werden  diesem 
Sprachgebrauche  um  so  eher  folgen  können^  da  die 
Natni  seihst  die  vielaxigen  Crestalten  dorch  ihre  Re- 
gelnässig^eit  so  wesentlich  vor  den  übrigen  ausge- 
seidtAet  bat^  dass  vAt  allem  Rechte  für  beiderlei  Ge- 
stalten ein  vetsokiedenes  Prineip  der  Nomenelatnr  gel- 
tend gemacht  werden  kann. 

Die  yielaxigen  oder  tesaeralen  Gestalten  entleh- 
nen im  Allgemeinen  ihren  Namen  von  der  Zahl  ih- 
rer Flächen;  wo  dieses  Yerhältniss  allein  nicht 
mehr  hinreichend  nnterscheidet,  da  wijrd  eine  nähere 
Determination  von  der  Figur  der  Flächen  hinzuge- 
fügt. Eine  .teasetale  Gestalt  von  n  Flächen  heisst 
daher  allgemein  ein  n-Fläohner;  s.  B.  Yieriäehner, 
Achtfiäohnet  u.  s.  w.,  w<^r  wir  uns  jedoch,  der  All- 
gemeinheit ihres  Gebrauohea  wegen,  noch  lieher  d^r 
grlecMschen  Namen  Tetraeder,  Oktaler  u.  s.  w.  be- 
dienen werden.  Weil  sich  aber  die  Flächen  mancher 
tesseralen  Gestalten  auf  eine  sehr  bestimmte  Weise 
in  Flächensysteme  gruppiten,  so  lässt  sich  fBr 
diese  der  allgemeine  Name  weit  bezeichnender  bilden, 
wenn  man  die  ganze  Zahl  der  Flächen  ia  ihre  beiden 
Factoten,  die.  Zahl  dor  Flächensjrsteme,  und  die  %ahl 
der  einzelen  Flächen  eines  jeden  Systemet  zerfällt. 
Zeigt  fl.  B.  eine  nflächige  Gestalt  a  Fläehensysteme, 
deren  jedes  l  Flächen  zählt,  sa  ist  •  r=  a.i,  und 
der  Name  i-  mal-  a*Flächner  weit  bezeichnender  und 
bestimmter  als  der  Name  n-Flächner. 

§.     56. 

Benennviig  der  eioaxigen  Geataken. 

Die  einas^igen  Gestalten  entlehnen  im  Al%emei- 
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Ben  Urnen  Nwien  wkä  yo»  de«  ZM  Uoem  FtabdieB» 
sondern  von  derFigac  defnelbe»  oder  Ten  and^ra  G^ 
■takyeshaltBiMen.  E»  gteb«  abex  fiberhanpt  lobende 
perstehiedene  Alten  von  euHim%en  Gestaken: 

1)  Pyramiden  (eigendicb  DipTraniden,  weil  jede 
Pyramide  der  Krystallegraphie  swei  in  ibren  Gnind- 
fläcfaen  verbundene  Pyramiden  der  Geometrte  dar- 
stellt), sind  von  secbs  and  mebr  Dreiecken  nm- 
sdilossene  Gestalten,  deren  Mittelkanten  in  einer 
Ebene  liegen;  sie  sind  tbeils  einfacbe,  tbeils  sn« 
sammengesetzte  Gestalten. 

2)  SkalenoSder,  sind  von  acbt  nnd  mebr  Drei* 
ecken  nmscblossene  Gestalten,  deren  Mittelkanten 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  sondern  im  Zick- 
zack anf-  nnd  absteigen. 

3)  Sphenoide,  sind  doppelt -keilförmige,  von  vier 
gleichschenkligen  oder  ungleichseitigen  Dreiecken 
umschlossene  Gestalten. 

4)  Rhombo^der,  sind  von  sechs  Rhomben  um- 
schlossene Gestalten, 

5)  Tfapeao€der,  sind  von  sechs  nnd  mebr  gleich- 
«cbenkligen  Trapezoiden  omscfaloosene  Gestalten, 
4eveB  MUldkanten  im  SUcksack  anf-  und  ablaufen. 

6)  Prisiaett:,  sind  Inbegriffe  von  gleickvertbigen 
Flidien,  wdlche  einer  der  Axen  parallel  laufen. 
JDli^nsge  Axe,  welcher  die  Flächen  eines  Prisma's 
faraUel  sind,  wird  audi  die  Axe  desselben  ge- 
nannt, und  nach  Maassgabe  der  Lage  dieser  Axe 
^eh^  es  sowohl  verticale,  ab  auch  horizontale  und 
gnneigte  Prismeii. 

Da  nun  Flächen,  wekhe  emer  und  derselben  Li- 
nie parallel  laufen,  den  Raum  nicht  allseitig  um- 
schliessen,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Prismen  keine 
geschlossene,  sondern  offene  Gestalten  von  indefini- 
ter Länge    sind,   und   als    solche  nicht  selbständig. 
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sondern  nur  zugleich  mit  anderen,   gegen  ihre  Axe 
geneigten  Flächen  erscheinen  können''). 

Alle  diese  Gestalten  werden  ferner  nach  dem 
Krystallsysteme,  zu  welchem  sie  gehören,  nach  der 
Figur  ihrer  basischen  oder  Querschnitte,  zum  Theil 
auch  nach  ihrer  Stellung  durch  zweckmässige  Beina- 
men unterschieden. 

§.    67. 

Bezeichnung;  Forderungen. 

Die  nicht  selten  grosse  Mannichfaltigkeit  von 
*  gleichnamigen  Gestalten  einer  und  derselben  Kry stall- 
reihe, die  Nothwendigkeit  einer  scharfen  Unterschei- 
dung derselben,  selbst  bei  einer  an  Gleichheit  grän- 
zenden  Aehnlichkeit,  und  das  Bedürfniss  der  genauen 
Berechnung  einer  jeden  einzelen  Gestalt  machen  ne- 
ben der  Nomenclatur  eine  krystallographische  Bezeich- 
nung zu  einem  unentbehrlichen  Hülfsmittel  der  Wis- 
senschaft. 

Soll  aber  diese  Bezeichnung  allen  an  sie  zu  ma- 
chenden Anforderungen  entsprechen,  so  muss  sieseyn: 

1)  Repräsent atiy;  das  Zeichen  ist  der  Repräsen- 
tant seines  Gegenstandes,  und  soll  also  das  Bild 
oder  die  Torstellung  desselben  unmittelbar  verge- 
genwärtigen; diess  wird  es  um  so  schneller  und  si- 
cherer leisten,  je  mehr  es  der  Einbildungskraft 
die  Construction  der  bezeichneten  Gestalt  erleich- 
tert; was  wiederum  nur  dadurch  möglich  wird,  dasg, 
jedes  Zeichen  uns  zunächst  immer  auf  die  Vorstel- 
lung einer  möglichst  einfachen  Gestalt  verweist. 

2)  Bestimmt;  jedes  Zeichen  muss  die  Vorstellung 
einer  Gestalt  ausschliesslich  und  mit  völliger  Be- 


*)  hea  bases  d'nn  prisme  ne  sont  autre  chose  qae  dei  termei 
que  rimagination  ou  le  besoin  met  k  des  corps  ind^finii .  Lacroix 
G^metHe  deflcripiiTe;  p.  89. 


Digitized  by  VjOOQ IC 


ElemeTüartehre.     Terminologie.  81 

stinuiitheit  vergegenwärtigen,  und  jede  Gestalt  nur 
durch  ein  Zeichen  repräsentirt  werden,  weil  man 
sonst  Gefahr  Iftnft,  bei  verschiedenen  Zeichen  die^ 
selben  Gestalten  vorzostellen. 
3)CaIenlatiT;  die  Zeichen  müssen  die  zur  voll« 
ständigen  Berechnung  der  Gestalten  erforderlichen 
Elemente ,  nnd  zwar  wo  möglich  in  deijenigen 
Form  enthalten,  in  welcher  sie  unmittelbar  für  den 
CalcSl  benutzt  werden  können,  ohne  dass  Zwi- 
tchenrechnungen  erforderlich  wären. 

4)  Methodisch;  die  wesentlichen  Verwandtschaften 
und  Uebergänge  der  verschiedenen  Gestalten  einer 
und  derselben  Krystallreihe  müssen  auch  in  der 
Bezeichnung  [hervortreten;  dieser  Forderung  kann 
nur  entsprochen  werden,  wenn  die  Bezeichnung 
keine  einfache,  sondern  eine  zusammengesetzte  ist 

5)  Möglichst  kurz;  wiewohl  die  krystallographi- 
sehe  Bezeichnung  eine  zusammengesetzte  sejn 
muss,  so  wird  sie  doch  nach  möglichster  Kürze  zu 
streben,  und  jede  unnöthige  Ceberladung  der  Zei- 
chen zu  vermeiden  haben. 

f.    58. 

Eiafadie  und  sntanuDengetetstc  BtsdchiHUig. 

Jede  Bezeichnung  ist  entweder  einfach  oder 
zusammengesetzt.  Eine  einfache  Bezeichnung 
giebt  für  jeden  besonderen  Gegenstand  ein  einfaches 
oder  einzeles  Zeichen,  wird  aber  eben  dadurch  sehr 
schwerfällig  und  unbequem,  sobald  die  Zahl  der  zu 
bezeichnenden  Gegenstände  etwas  gross  ist.  Eine 
zusammengesetzte  Bezeichnung  giebt  für  jeden  Ge- 
genstand ein  aus  zweien  oder  mehren  einzelen  Zei- 
chen zusammengesetztes  Zeichen,  und  ist  eigentlich 
nur  auf  solche  Gegenstände  anwendbar,  zwischen 
welchen  gewisse  Verknüpfungen  und  Verwandtschaf- 
ten Statt  finden;  wobei  an  sie  die  besondere  Forde- 
1  e 
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rang  lu  machen  ist,  dass  sie  diese  Verknüpfimgen 
nnd  Verwandtschaften  möglichst  vollständig  ausdrucken 
mass.  Man  unterscheidet  an  ihr  die  Materie,  als 
den  I?ibegriff  der  zur  Bezeichnung  erforderlichen  ein- 
lelen  Zeichen  oder  Elemente,  und  die  Form,  als 
die  Weise  der  Verbindung  dieser  Elemente  zu  den 
pusammengesetzten  Zeichen.  Beide  stehen  gewisser* 
maassen  in  einem  reciproj^en  Verhältnisse,  inwiefern 
nämlich  die  grössere  Einfachheit  der  einen  eine  gros* 
sere  Zusammengesetztheit  der  anderen  nothwendig' 
macht. 

8.    59. 

Gnmd  *  und  Hülfeelemente  der  Bezeichnung. 

Der  Anforderung,  die  zwischen  den  Gegenstän- 
den bestehenden  Verknüpfungen  und  ihr  Gemeinsames 
wie  ihr  Verschiedenes  in  der  Bezeichnung  wiederzu- 
geben, wird  man  am  einfachsten  Genüge  leisten,  in- 
dem man  gewisse  Elemente  durchgängig  in  alle  Zei- 
chen eingehen  lässt,  und  darauf  durch  andre  Elemente 
die  obwaltenden  Verschiedenheiten  ausdrückt.  Jene 
gemeinschaftlichen  Elemente  heissen  die  Grundele- 
mente, diese  dagegen  die  Hülfselemente  der 
Bezeichnung.  Je  mehr  Grundelemente  eingefährt  wer- 
den^, desto  einfacher  kann  allerdings  die  Form  der 
Zeichen  werden,  jedoch  dürfte  dadurch  die  Vorstell- 
barkeit  des  Gegenstandes  nicht  selten  erschwert  wer- 
den. Ueberhaupt  gilt  die  allgemeine  Regel,  so  we- 
nig Elemente  einzufuhren,  als  es  nur  die  Einfachheit 
4er  Form  gestattcit. 

§.    60. 

Krystallographiiche  Bezeichnung. 

Weil  die  verschiedenen  Krystallsysteme  als  eben 
so  viele  abgeschlossene  Inbegriffe  von  Gestalten  m 
betrachten  sind,  so  dass  zwischen  den  Gestalten  rer* 
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inldedener  Systeme  keine  wetentlkben  BezieiHmgeii 
Statt  finden,  so  wird  anch  die  Beseichemg  sanäefaü 
mir  in  Bezug  auf  die  einzelen  Systeme  gebildet  trer* 
den  mfissen.  Weil  dagegen  innerhalb  der  einzelen 
Systeme  und  Krystallreihen  wegen  der  gegensehigett 
A^bleitbarkeit  der  Gestalten  der  innigste  Zusammen* 
bang  Statt  &iLii^t^  so  wird  ancb  dieser  Zusammen» 
bang  in  der  Beseiehnung  herrortreten,  und  diese  selbit 
eine  zusammengesetzte  seyn  müssen  (§.  57.).  Da  nun 
aQe  Crestalten  einer  Krystallreibe  aus  einer  beliebig 
gewählten  Gnmdgestalt  abgeleitet  werden  können, 
und  diese  den  geometrischen  Grundcharakter  des  Sy- 
stemes,  wie  er  sich  in  allen  Gestalten  derselben  Kry* 
stallreihe  durchgängig  ansgepr&gt  finden  muss,  am 
einfachsten  und  unverhülltesten  darstellt,  so  ist  es 
am  zweckmässigsten,  der  Grundgestalt  ein  beliebiges 
einzeles  Symbol  zu  geben,  und  dieses  als  den  Reprä- 
sentanten des  in  allen  Gestalten  mehr  oder  weniger 
verhüllt  wiederkehrenden  Yerhältnis&es  zum  Grund* 
demente  der  Bezeichnung  zu  wählen. 

i    6i.    . 

Fortietsang. 

Man  bezeichne  also  die  gewählte  Grundgestalt 
mit  dem  Anfangsbuchstaben  ihres  Namens,  z.  B.  m^t 
P,  trenn  sie  eine  Pyramide  ist.  Gesetzt  nun,  das 
Verbältniss  der  Parameter  ihrer  Flächen  sey  =  ä  :  Ä :  <?, 
and  jenes  der  Flächen  irgend  einer  andern  Gestalt 
=  a':Ä':c',  so  wird  sich  zuvorderst  dieses  Verhält- 
niss  den  Bedingungen  der  Ableitung  gemäss  in  ein 
andres  verwandeln  müssen,  in  welchem  eine  der 
Grössen  des  ersteren  Verhältnisses,  z.  9  €,  wieder  er* 
seheint,  während  die  beiden  andern  als  Multipla  oder 
Stobranltipla  von  a  und  b  nach  rationalen  Zahlen  aus- 
g^edrüekt  sind,  so  dass  z.  B. 

a'  :  Ä'  :  c''  =  «la  :  «ft  :  c 

6- 
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Da  es  nira  in  der  Krystallographie,  einsig  und 
allein  auf  die  Lage  derFlädien,  nicht  auf  die  abso* 
Inte  Grösse  der  Gestalten  ankommt,  so  ist  es  gans 
gleichgültig,  wenn  wir  statt  des  Verhältnisses  ef  iVxc^ 
das  Yerhältniss  mainbie  als  das  den  Flächen  der  sti 
bezeichnenden  Gestalt  eigenthumliche  einfahren.  Nnn 
war  das  Zeichen  der  Grundgestalt  fnr  die  Parameter 
a :  2 :  c  SS  P,  also  dürfte  das  Zeichen  irgend  einer  an<^ 
dem  Gestalt  für  die  Parameter  mainbic  am  zweck*> 
massigsten  ss  m Pa  zu  schreiben  seyn,  indem  man  die 
Ableitnngscoäfficienten  der  Parameter  ß  und  l  vor  und 
hinter  das  Symbol  der  Grundgestalt  setzt. 

i    62. 

Fortsetzang 

Auf  die  hier  vorgetragene  Methode  werden  wir 
die  Bezeichnung  der  Gestalten  sämmtlicher  KrystdU 
Systeme  gründen,  da  sie  sich  vollkomnien  ausreichend 
gezeigt  hat,  und  im  Gebrauche  manche  Yortheile  ge- 
währt. Das  Grundlelement  der  Bezeichnung  ist  daher 
für  jede  Krystallreihe  das  Zeichen  der  Grundgestalt; 
die  Hulfselemente  sind  die  gewöhnlichen  Ziffern.  Wo 
die  Stellung,  oder,  wie  in  den  zusammengesetzten 
und  hemiädrischen  Gestalten ,  die  oberen  und  unteren, 
rechten  und  linken  Theilgestalten  oder  Hälften  zu 
unterscheiden  sind,  da  geschieht  es  d'urch  Versetzung 
der  Zeichen  +  und  — ,  der  Buchstaben  r  und  /  u.  dgl« 
Die  hemi<(drischen  oder  tetarto^drischen  Gestalten  er* 
halten  in  der  Regel  das  Zeichen  ihrer  Muttergestalt 
mit  untergeschriebener  2  oder  4;  so  wird  z.  B.  das 
Zeichen    einer  hemiädrischen    oder   tetartoidrischen 

Gestalt  von  mP»  allgemein  =  !~^  oder  sr  -^.  Die 

Theilgestalten  der  zusammengesetzten  Gestalten  kdnn« 
ten  auch  durch  oben  beigefugte  Aceente  von  einan- 
der unterschieden  werden.   Wo  es  endliclmöthig  wird. 
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fie  hinteren  nnd  ▼<mleren  Fliehen  einer  Getieft  m 
nnterseliei^n,  da  Icann  man  för  Jene  den  kleinen  la* 
teimschen  Buchecaben  gehrandien,  w&hrend  fflr  diese 
der  gresse  beibehalten  wird.  Doch  echeiat  es  in  al- 
kn  den  Fällen,  da  eine  Unterecheidnng  der  einaden 
Flächen  gefordert  wird,  am  zweolcmätsigiten,  die  ein- 
lelen  Flächen  nnmitlelhar  dnrch  ihre  Gleichungen  an 
bezeichnen,  oder,  was  xiemlich  dasselbe  ist,  ^eBe« 
aeichnnngsart  von  Weiss  an  gebn^uchen. 


Sechite 8   Capitet 
Von    den    Combinationen^ 

f.    63. 

C^binitionen;  Syninitrie  derselbea. 

Eine  krystallographische  Combination  ist  ein  In* 
begriff  aweier  oder  mehrer  Gestalten  oder  Theilge* 
•talten  einer  und  derselben  Kry stallreihe,  weldie  na 
einen  gemeinschaftlichen  AÜttelpunct  nnter  aolchen 
Veihältnissen  verbanden  sind,  dass  die  Flächen  c^er 
Flächensysteme  der  einen  symmetrisch  «wischen  den 
Flächen  oder  Fläehensystemen  der  andern  erseheinen. 
Da  nnn  die  Flächen  der  eiaaelen  Gestalten  entweder 
Kanten  oder  Ecke  zwischen  sich  bilden,  so  ist  klar» 
iasä  in  einer  Combination  die  Flächen  der  *einen 
GeMdt  an  der  Stelle  gewisser  Ecke  oder  Kanten  der 
anderen  Gestak  oder  Gestalten  gerade  so  erscheinen 
■Assen,  als  wären  sie  Schnittflächen,  durch  welche 
diese  Begränsungselemente  abgestumpft,  znge- 
schärft,  oder  sngespitst  worden*);^  und  weil  die 


*)  Ich  Mtce  die  BaktaaMiaft  mit  der  Bedentniig  «Keier  Atu- 
Mcke  derWeniMPsdMnKryftttUogfaphi«  ronos,  inixkut  M  «weck- 
I  CMiiimIm  g»r  Mkr  snm  VcranühMilielisiif  d«  CooMut« 
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l^cbe«  4«T  ym»b|iuin«n  Qes^albttt  gegenseicSg  eia# 
iyyfuifii^flche  Veft)Miliiiig  md  Lßge  beobachten »  wm 
ijißßt'  ^^  fi]rw^rt^,  dass  die  Flächen  einer  und  der« 
i|^}jbw  deffalt  «der  l^heilgestalt  nur  immer  an  dea 
§jfc^en  gleichwerthiger  Begränznagselemente  ^schei* 
n^^  vfßfdßi^j  wei)  nnr  «Uese  in  gleichmäsaiger  Ijage 
i^  ^fmmßtfi^iik^x  Vertheilung  an  den  Gestalten  auf- 

*«P»(lr   31.). 

Gesetz,  Z&hligkeit  und  Charakter  der  Combinationen. 

Diese  Symmetrie  ist  nnr  eine  Folge  des  allge- 
meinen Gesetzes  der  Combinationen,  dass  die  com- 
binlrten  Gestalten  jederzeit  Glieder  einer  und  der- 
selben Krystallreihe,  und  in  derjenigen 
Stellung  mit  einander  verbunden  sind,  in 
welcher  sie  durch  die  Ableitung  erhalten  werden. 

Uebrigens  Wisrden  die  Combinationen  nach  der 
Z^  de|r  ifi  ihnen  enthaltenen  Gestalten  als  sEwei-, 

4f^i-f  vie^- üzählige,  und  nach  dem  Charak- 

ti^  det^elh^n  als  holoedrische  und  hemiSdri- 
%ch0  Combinationen  unterschieden,  so  dass  oinei^ 
Combination  dam  Prädicat  bemi^drisoh  zukommt,  weni» 
sie  aiM^  nur  ein«  hemiSdrische  Gestalt  enthält,  urie 
1^0  holoedrische  Gestalten  noch  ausserdem  in  Uif 
^tnßtM  mögen. 

Die  Kanten  and  Ecke,  in  welchen  die  Ftäobei^ 
sweti»r  oder  mehrer  Gestalten  zum  Durchschnitte  konw 
meUf  heissen  Combinationskanten  und  Combii» 
^ationsecke.  In  d^n  einaxigen  Systemen  ^st  ein«» 
Coinbina^ionskante  heteropolar,  wenn  ihre Flä.cb#yi 
zu  gleichnamigen  Gestaltbälften,  oder  zu  einem  11^ 


tLonea  dienen  y  und  ein  buchst  wichtiges  HAlfsmittel  der  Combina- 
tionalefare  sind.  Sehen  Rqbi6  de  Tille  bediente  sich  des  Aosdnickes 
der  Abstumpfoiifen  adt  grosaem  Vortbeile  und  widerlegte  die  pe- 
deatischen  Binwöifet  wiklie  man  gegeft  Ihren  Gebraocb 
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tfenwelben  Pole,  am p bipolar,  wenn  Ihre  Fläeben 
ni  nngleidinamigen  Gesialthälften,  oder  lu  beiden 
Polen  der  Hanptaxe  gehören. 

f.    65. 

VoriMcnoiMiide  und  untergeordiiete  GMialten,  BaHHcklOBg  uid 
Beoeicluniiig  einer  ConMaatMiu 

Die  Gestalten  einer  Combination  haben  nach 
Maasi^be  der  relativen  Grösse  oder  Ansdehnong  ih- 
rer Flächen  einen  grösseren  oder  geringeren  Antheil 
an  der  aligemeinen  Physiognomie  oder  dem  Totalha- 
bitns  der  Combination.  Diejenigen  Gestalten,  welche 
die  allg^neinsten  Umrisse  einer  Combination  ans* 
schliessend  bestimmen,  nennt  man  vorherrschende, 
diejenigen  dagegen ,  welche  keinen  oder  doch  nur 
•ehr  nnbedentenden  Antheil  an  der  Btldong  der  To* 
talform  nehmen,  untergordnete  Gestalten.  In  vie* 
len  Fällen  wird  die  Bestiminnng  vorherrichender  ^- 
stalten  sehr  schwankend,  in  andern  fast  unmöglich. 

Eine  Gestalt  bestimmen,  heisst,  ihren  Namen 
und  daa  Verhältniss  ihrer  Abmessungen  sowohl  als 
ihrer  Stellung  zu  der  gewählten  Grundgestalt,  oder, 
was  dasselbe  ist,  ihr  krystallographisches  Zeichen 
angeben.  Die  Bestimmung  der  verschiedeneh  in  einer 
Combination  enthaltenen  Gestalten  nennt  man  die  Ent- 
wicklung der  Combination.  Das  Zeichen  einer  ent- 
wickelten Combination  ist  der  Inbegriff  der  Zeichen 
aller  in  ihr  enthaltenen  Gestalten,  welche,  durch  In* 
terpunctionen  abgesondert,  so  nach  einander  geschrie* 
ben  werden,  dass  die  Zeichen  der  Toi^errschenden 
Gestalten  den  Zeichen  der  untergeordneten  Torangehen. 

§.    66. 

iJlg«ineiiie^  Rntwiddttiig  dar  GlpB)>tMtioiMa. 

Die  Entwicklung  der  Combinationen  bildet  eine 
der  widitigsten  Au%aben  der  Krystallographie,  und 


Digitized  by  VjOOQ IC 


88        N       SetM  KrystaUographie. 

Uitt  ideh  in  die  «Ugemeiiie  ond  besondre  £iit- 
ivicklang  theilen. 

Die  Aufgabe  der  allgemeinett  Entwicklung  ist  ge- 
löst, sobald  folgende  Bestimmungen  ansgemittelt  sind: 

1)  Das  Krystallsystem  der  gegebenen  Combina* 
tion;  diese  Bestimmung  ergiebt  sich  anmittelbar 
aus  dem  geometrischen  Grundcharakter  der  in  der 
Combination  auftretenden  Gestalten. 

2)  Die  Zähligkeit  derselben,  d.h.  die  Bestimmung 
der  Anzahl  der  in  ihr  Mitbaltenen  Gestalten  oder 
Theilgestalten.  Da  alle  asu  einer  und  derselben 
Gestalt  oder  Theilgestalt  gehörigen  Flächen  gleich- 
werthige  seyn  müssen  (f.  46),  und  diese  Forderung 
durch  das  Auftreten  derselben  in  Combinationeii 
vermöge  des  diese  letzteren  beherrschenden  Sym- 
metriegesetzes  keine  Einschränlmng  erleiden  kann, 
so  wird  die  Anzahl  der  in  einer  Combination  ent* 
haltenen  Gestalten  oder  Theilgestalten  unmittelbar 
durch  die  Beobachtung  gegeben  seyn,  wie  vieler« 
lei  ungleichwerthige  Flächen  in  derselben  aufitre* 
ten,  indem  jederzeit  der  Satz  gilt,  dass  eine  Com- 
bination genau  so  vielerlei  Gestalten  oder  Theil- 
gestalten enthält,  wie  vielerlei  verschiedenwerthige 
Flächen  in  ihr  erscheinen. 

9)  Die  Grundgestalt»  auf  welche  die  sämmtlichen 
Gestalten  der  Combination  bezogen  werden  sollen; 
für  diese  Bestimmung  kann  die  Krystallographie 
nur  die  Regel  aufstellen,  dass  von  den  Gestalten, 
welche  nach  §.  52.  möglicherweise  zur  Grundge- 
stalt gewählt  werden  können,  jedenfalls  diejenige 
das  Vorrecht  habe,  welche  die  leiphteste  Ueber- 
aicht  und  die  einfechste  Entwicklung  und  Bezeich- 
nung der  Combination  gestattet. 

4)  Der  Charakter  der  Combination  in  Bezug  auf 
Holo§drie  und  Hemiädrie;  diese  Bestimmung  setzt 
die  Kenntniss  der  näheren  Verhältnisse  voraus, 
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welche  jTfirbidieB  den  Geitalfeii  einet  jeden  Syste- 
me« Statt  finden  können. 
5). Der  allgemeine  and  besondre  Name  aller 
in  der  Combination  enthaltenen  Gtestalten;  diese 
Bestimmong  ist  leicht,  sobald  man  die  Verhältnisse 
der  versefaied^nen  'Gestalten  eines  jeden  Krystall- 
nystemes  in  Bezug  anf  die  Fläcfaenxahl  und  Flächen- 
ntellang  ansgemittelt  hat. 

f.    67, 

Besondre  Entwiddong  der  Gooil^iiistfesea. 

Die  besondre  Entwicklung  hat  es  nnr  n^  der 
einsäen  Anfgabe  m  thnn,  die  Abmessungen  der  ein- 
seien Gestalten  in  Besug  auf  die  gewählte  Gnindge- 
Milt,  oder,  ihre  vollständig  bestimmten  krystallogra* 
pfaischen  Zeichen  aufiiusnchen.  Die  ihr  su  Gebote 
stehenden  Hdlfsmittel  sind  besonders  folgende: 

1)  Die  allgemeinen  Resultate  der  Ableitung. 

2)  Die  aus  diesen  Resultaten  und  den  Axenwerthen 
der  Gestalten  abzuleitenden  allgemeinen  Regeln  f&r 
die  Erscheinungsweise  der  Combioation  je  zweier 
Gestalten  eines  Krystallsystemes,  oder  die  allge- 
meine  Theorie  seiner  binären  Combinationen. 

3)  Die  allgemeine  Combinationsgleichung  fiir  den  Fall, 
da  die  Flächen  einer  unbekannten  Gestalt  in  die 
Zone  bekannter  Flächen  fallen  (vergl.  unten  f.  68  ). 

4)  Messungen,  entweder  der,  den  unbekannten  Ge^ 
stalten  eigentfattmlichen.  Kanten,  oder  auch  der  Com- 
Unationskaaten,  welche  sie  mit  bereits  bekannten 
Gestalten  hervorbringen,  und  Berechnung  der  Ab* 
leitnngscoäf&cienten  ans  den  gemessenen  Winkeln. 

i    68. 

Häufig  Torkommendes  CoabinadoMferhiltidM.    Zonen. 

Wiewohl  die  Gesetze  der  Combinationen  über- 
haupt insoSsm  keinen  Gegenstand  ffir  die  Darstellun- 
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gen  der  Eleoieiitarlelure'abgebeB,  tewi^erti  sie  |ii^  nach 
dem  eigenthündichen  Charakter  der  Versckiedeiiea  Sy* 
Mfme  mehr  oder  weniger  modificiren,  se  lässt  tieh  dock 
ein,  sehr  häufig  vorkommender  Fall  hiervon  aosneh- 
men,  weil  ihm,  wenigstens  for  alle  trbnetrisdben Sy* 
Sterne  seine  Regel  in  grosiet  AUgemeinbeit  vorgeschrie* 
ben  werden  kann.  —  Dieser  Fall  ist  d«r,  da  swi- 
sehen  den  Flächen  F  nnd  JF^  sweier  bekannter  Ge- 
Nstalten  die  Flächen  F^  einer  unbekannten  Gestalt  mit 
parallelen  Combinationskanten  auftreten,  oder,  da 
die  Kante  von  F  und  F^  durch  F"  abgestumpft  wird. 
Man  sieht  sogleich,  dass  dieses  Combinationsverhält» 
niss  mit  dem  oben,  in  §.  20.  betrachteten  Verhält- 
nisse  dreier  Flächen  F,  F^  und  F^  identisck  ist,  von 
welchen  die  eine,  F^j  der  Purchsehmttslinie  der  bei« 
den  andern,  JF*undi<^,  parallel  läuft.  Die  daselbst  ge» 
fundene  Bedingungsg^eichung  findet  daher  unnittelbar 
ihre  Anwendung  auf  gegenwärtigen  Fall,  und  wird  in 
der  That  der  Schlüssel  zur  Beurtheilung  aller  mit 
Kantenparallelismus  Statt  findenden  Combinationen. 
Nur  hfiben  wir  dieselbe  als  eine  Function  der  Ablei- 
tungsco^fficienten  aussudrücken.  Wenn  die  Parame«' 
ter  der  Flächen  der  Grundgestalt 

a  :  b  :  c 
so  können  wir  allgemein  die  Parameter 
der  Fläche  F  mit  ma  inb  :  rc 
.      F'   -   m'ain'b.f^c 
-      JP*  .   mTa:  n^b :  r^c 
beseichnen,  indem  wir  es  unentschieden  lassen,  wel- 
cher Parameter  der  Grundgestalt  für  jede  der  übrigen 
Gestalten  unverändert  geblieben.     Substituirt  man'  in 
der  Gleichung  von  §.  20.  statt  a,  b,  c,  a%  b\  e'  und 
a"^  V^  c"  die  vorstehenden  Grössen,  so  wird  sie 

!»"«"  {m'u — «i«')  rr'-f  r**m"  (^m  —  rmf)  nn'  -f-  n"r*'  {nfr — itrO  m«'«© 

und  in  dieser  Form  von  unmittelbarer  Brauehbärkeit 
Kbr  die  Combinaiidnslehre,  da  die  krystalkgraphischen 
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Zeichen  der  fieetalCea  mmiiHeHbwr  die  Co^eienten 
M,  fi^  r,  Q,  8.  w.  eftthaltea.  Wir  nennen  daher  diese 
Gleichnng  die  allgemeine  Combinationsglei- 
ckuDg  der  Mrystaliographie. 

M»  sagt  von  jeder  Fläche  ß^^  welche  dem  Durch- 
schnitte  der  Flächen  F  und  1^  parallel  ist,  dass  sie 
in  der  Zone  der  Flächen  F  und  F^  gelegen  sey,  oder 
01  die  Zone  derselben  gehöre,  indem  man  iinter  einer 
Zone  von  Flächen  überhaupt  jeden  Inbegriff  von 
Flächen  versteht,  welche  einer  und  derselbes 
Linie  parallel  laufen.  Es  folgt  hieraus,  dass  die 
Lehre  von  den  Zonen  einen  sehr  wichtigen  Theil  der 
krystdUographischen  Combinationslehre ,  und  unsre 
Combinationsgieichung  zugleich  auch  die  allgeuieitte 
Gleichung  der  Zonenlehre  bildet. 

§.    69. 

Gebrauch  der  CombiiiatioMgleiciiiiiii^. 

Die  Combinationsgleichung  ist  ein  .nnsrer  krf" 
staUographischen  Methode  angemessener,  und  auf  alle 
trimetrischen Systeme  unmittelbar  und  d\irchgän- 
gig  anwendbarer  Ausdruck,  mittels  dessen  für  irgend 
eine  unbekannte  Gestalt ,  deren  Flächen  F''  xwischen 
den  Flächen  F  und  F^  zweier  bekannter  Gestalten 
mit  parallelen  Combinationskanten  erscheii^en,  jeder 
der  drei  CoSfficienten  m%  n"  und  r*'  als  Function  der 
beiden  übrigen  und  der  sechs  bekannten  Coßfficienten 
Ton  F  und  F^  bestimmt  ist.  Da  aber,  vermöge  der 
Ableitungsmethode,  immer  einer  der  Parameter  n'^ 
oder  r*^  =  1  gesetzt  werden  muss,  so  enthält  unsre 
Combinationsgleichung  jedenfalls  nur  zwei  unbekannte 
Grossen.  Bringen  also  die  Flächen  F^  noch  ausser- 
dem swischen  den  Flächen  f  und  f^  zweier  andrer 
bekannter  Gestalten  parallele  Combinationskanten 
hervor,  so  nrilftb  man  eine  zweite  Gleichnng  fiir  die* 
selben    beide»  anbekannten   Gr3esen,   ddrrii  welche 
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sie  natSrlidi  ToUkommeDi  bestipwil  werdett.  Folglisli 
wird  in  allen  Fällen,  da  die  einielen  Fläehen  einer 
unbekannten  Geitalt  von  zwei  Paaren  paralleler  Kau» 
ten  begränzt  werden,  und  die  diese  Kanten  bUdenden 
Flächen  bekannt  sind;  oder,  in  allen  Fällen,  da  die 
unbekannten  Flächen  in  zwei  verschiedene  Zonen  be- 
reits bekannter  Flächen  gehören,  das  Problem  der 
krystallographischen  Bestimmung  ohne  alle  Mes- 
sung und  durch  blosse  Anwendung  der  CombinalioBS» 
gleichung  vollständig  zu  losen  seyn. 

Nur  ist  begreiflich,  dass  nach  Maassgabe  der  ver« 
sdiiedenen  Lage  der  Flächen  in  diesem  oder  jenem 
Raumoctanten  die  CoSfficienten  ihrer  respectiven  Pa» 
rameter  positiv  oder  negativ  genommen  werden  mus« 
aen,  während  sie  in  der  Combinationsgleichung  durch- 
gängig positiv  angenommen  wurden,  weil  solche  in 
der  Voraussetzung  berechnet  ist,  dass  alle  drei  Flä- 
chen jP,  F*  und  F^  in  dem  Octanten  der  drei  posi- 
tiven Halbaxen  gelegen  sind. 


Zweites  Hauptstück. 
Systemlehre. 


Erster  Abschnitt 
Vom   Teiteraltffiteme. 

Erstes  Capitel 

Von  den  eiujselen  Gestalten  des  TesseraU 

systemes. 

f.    70. 

Umüsiiig  und  Name  dea  Syitesief. 

Das  Tassaralsystem,  dessen  geometrischer  firundeha-' 
rakter  ^rdi  Dreisahl,  Reektwinkligkmt  ubd  OlelcAi-* 
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heit  der  Axen  ausgesprochen  ist,  begreift  alle  trime» 
trisdien,  ortho^drischen ,  vielaxigen  Gestalten,  und 
keine  anderen. 

Tesseralsystem  nennen  wir  es,  weil  das 
UexaSder  oder  der  Würfel  (tetsera)  eine  seiner  eha- 
rakteiLStischen  Grestalten  ist,  weshalb  es  bereits  von 
Werner  das  Tessular«  oder  Tesselarsystem 
(▼on  te$$eUa)  gefiannt  wurde.  Weiss  nennt  es  das 
reguläre,  gleicbgliedrige,  oder  gleichaxige, 
aneh  das  sphäroSdrische,  Haasmann  das  isome- 
trische System,  welche  Benennongen  insgesammt 
Ton  solchen  Eigenschaften  der  Gestalten  dieses  Sy- 
Sternes  entlehnt  sind,  die  ans  seinem  geometrischen 
Grondcharakter  mit  Nothwendigkeit  folgen. 

f.    71. 

Grundgestalt  und  Zwitcheaazen. 

Als  Grandgestalt  des  Systemes  wird  nach  f.  51. 
nur  diejenige  Gestalt  gelten  können,  deren  Flächen 
das  Yerhältniss  der  Parameter  1:1:1  haben.  Man 
sieht  leicht,  dass  es  far  dieses  Yerhältniss  in  jedem 
Baamoctanten  nur  eine  Fläche  geben  kann,  Von  de- 
nen eine  jede  wegen  der  Gleichheit  ihrer  Intersectio- 
Qen  (f.  16.)  ein  gleichseitiges  Dreieck  darstellen  mnss. 
Die  Grandgestalt  des  Tesseralsystemes  ist  daher  eine 
von  acht  gleichseitigen  Dreiecken  umschlossene  Ge- 
stalt, welche,  weil  sie  einzig  in  ihrer  Art  ist,  den 
Kamen  Oktaäder  schlechthin  erhält  (§.  55.). 

Ausser  den  drei  Hauptaxen  sind  in  diesem  Sy- 
steme noch  zwei  andre  Arten  von  Linien  zu  bemer- 
ken, welche  einestheils  die  mittleren  zwischen  je 
dreien,  anderntheils  die  mittleren  zwischen  je  zweien 
Hanptaxen  sind,  und  deshalb  den  Namen  der  Z wi- 
sch enaxen  fuhren.  Ihre  Lage  lässt  sich  am  leich- 
testen in  Bezug  auf  die  Grundgestalt  bestimmen ;  die 
«Ben  verbinden  nämlidi  die  Afittelpuncte  je  zweier 
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Gegeaflftdieii  des  Oktaeders,  sind  also  m  vier  vor- 
handen, und  heissen  trigonale  Zwiscbenaxen; 
die  anderen  rerbinden  die  Mittelponcte  je  sweier 
Gegenkanten,  sind  idso  sn  sechs  Torhanden,  und 
heissen  rhombische  Zwischenaxen. 

Wir  oennen  die  Ebenen  dnrch  je  swei  Hanpt- 
axen  (oder  die  Coordinatebenen)  normale,  die  Ebe- 
nen doreh  je  eine  Hanpt  -  nnd  eine  trigonale  Zwi- 
schenaxe  diagonale  Hanptschnitte. 

f.    72. 

YorUufice  Ueberaidit  der  tenttalen  GesUkcn. 

Die  einseien  Gestalten  des  Tesseralsystemea  be- 
nennt man  xnnfichst  nach  der  Zahl  ihrer  FlftdieB 
(f.  56)  nnd  nnterscheidet  demgemäss: 

1)  das  Tetraeder,  oder  den  4F!ächner, 

2)  das  Hexamier,  oder  den  GFISchner, 

3)  das  Oktaeder  ^  oder  den  SFIachner, 

4)  die  Dodekai^der,  oder  die  12Flächner, 

5)  die  lkositetra€der,  oder  die  24FIachner, 

6)  die  Tetrakontaoktaeder ,  oder  die  48Flächner. 
Die  drei  ersteren  Ciestalten   sind  die  ensigen  im 

iWer  Art,  \r&hrend  es  Ton  den  iibrigen  mehre  Arten 
nnd  Unterarten  giebt.  Da24  =  3.8  =  4.6  =  2.12, 
nnd  4S  s=s  6 . 8,  so  könnten  ans  gewisse  Verhihnisse 
Twanlassen,  manche  Ton  21  Flicben 
Gestalten  Dtoimalachtfik^ner,  W 
gweimala:w«fflirhner ,  nnd  £e  tob  48  Fliehen 
schlossenwi  Gestalten 
nen(|.55.). 

S-    73. 

P»s  Tetraeder. 


'Rj.  » 
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MUassene  Ge«(alt^  und  hat  ako  6  Kanten,  4  Ecke 
(f.  31.). 

Die  KMiten  sind  regelmässig  (f.  33.)  und  gleich; 
a»  Ecke  trigonal  (§.  34.). 

Die  Haiiptaxen,  deren  Mfttelqnerscfanitte  Qua- 
drate, verbinden  die  Mittelpuncte  je  zweier' gegen* 
iberliegender  Kanten;  die  trigonalen  Zwischenaxen 
verbinden  die  Mittelpuncte  der  vier  Fläcben  mit  den 
gegenüberliegenden  Eckpancten ;  die  rhombischen  Zwi* 
schenaxen  treten  nicht  hervor,  da  ihre  Pole  durch 
nichts  bezeichnet  sind. 

Es  giebt  nur  ein  TttraMer,  dessen  Kantenwin- 
kel =  70**  31'  44". 

§.    74. 

Das  HexaSder. 
*  9y9t.    WOrfel. 

Das  Hexaeder  oder  der  Sechsfläcbner  (Fig.  32)  ist 
eine  von  6  Quadraten  umschlossene  Gestalt,  und  hat 
also  12  Kanten  und  -8  Ecke. 

Die  Kanten  sind  regelmässig  und  gleich;  die  Ecke 
trigonaL 

Die  Hauptaxen,  deren  Querschnitte  Quadrate, 
verbinden  die  Mittelpuncte  je  zweier  Gegenflächen; 
die  trigonalen  Zwiscbenaxen  verbinden  je  zwei  gegen- 
überliegende Eckpuncte;  die  rhombischen  Zwiscben- 
axen die  Mittelpuncte  je  zweier  Gegenkanten« 

Es  giebt  nitr  ein  Hexaäder,  dessen  Kanten win^ 
kel  =  90^ 

».    75. 

Das  Oktaeder. 

Stpt.   Rcfolire  yierieiUffe  Doppelpyraiaide.    Regulirei  OktaNcr. 
AchtSach,   Benüiardi. 

Das  (NitaMer  oder  der  Achtflächner  (Fig.  21)  ist 
eoM  von  &  gleiehseitigen  Dreie<^tn  nmschtossene  Ge- 
stalt,  wmL  bit  alsa  12  Kuita»  nitd  6  Ecke. 
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Die  Kanten  sind  regelmäsiig  und  gleicfa;  die 
Ecke  tetragonal. 

Die  Hanptaxen,  deren  Querschnitte  Quadrate, 
Terbinden  je  zwei  gegenüberliegende  Eckpuncte;  die 
trigonalen  Zwüchenaxen  die  Mittelpnncte  je  xweier 
Gegenfiftchen;  die  rhombischen  Zwuchenaxen  die  Mit- 
telpuncte  je  sweier  Gegenkanten. 

Es  giebt  nur  ein  Oktaäder,  dessen  Kantenwin* 
kel  =  109'  28'  16*. 

f.    76. 

Die  TrigondodekaSder, 

%i.  PynmidntetraMer,  Weiss.  THgoMldodekt^dsj^  M*bt. 
PyrnaidalM  DodeluiMer,  BreitliMpt.  DreiMamerflsoh, 
Bernkardi. 

Die  Dodekaeder  oder  ZwSlfBächner  sind  viyer^ 
lei  Axt  nach  Maassgabe  der  Figur  ihrer  Flächen,  in- 
dem einige  von  Dreiecken,  eines  von  Rhomben,  an* 
dre  von  Deltoiden,  und  noch  andre  von  Fünfecken  um- 
schlossen werden.  Bezeichnen  wir  sie  mit  den  ihnen 
entsprechenden  Namen,  so  haben  wirTrigon-,  Rhom- 
ben-, Deltoid-  und  PentagondodekaSder,  weiche  wir 
iinn  der  Reihe  nach  kennen  lernen  werden. 

Die  Trigondodekaäder  (Fig.  35  und  36)  sind  ron 
12  gleichschenkligen  Dreiecken  umschlossene  Gestal- 
ten, und  haben  also  18  Kanten  und  8  Ecke. 

Ihre  Flächen  gruppiren  sich  in  4  dreizählige  oder 
in  6  zweizählige  Flächensysteme ;  ihre  Hauptform 
schwankt  daher  zwischen  jenen  des  Tetraeders  und 
Hexaeders,  nähert  sich  jedoch  gewöhnlich  der  erste- 
ren  Gestalt  (daher  Pyramidentetraider),  wie  denn  auch 
die  Kantenlinien  des  eingeschriebenen Tetraßdera. un- 
mittelbar hervortreten. 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  6  regelmässige,  län* 
gere,  in  den  Kanten,  und  12  symmetrische,  kürzere, 
sa  drei  über  den  Flächen  dea  eingesdniebenea  Tm- 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Systejnlehre.     Tesserulsystem.    Cap.  L      ©7 

träger»;  die  ersteren  heissen  die*  ch ar akter it ti- 
schen Kanten. 

Die  Ecke  sind  zweierlei:  4  ditiigonale  (oder  hexa- 
genale))  in  den  EckpaneteO)  und  4  trigonale,  über  den 
Flächen  des  eingeschriebenen  Tetra^ers. 

Die  Hanptaxen,  deren  Mittelqueirschnitte  Ditetra* 
gone,  verbinden  die  Mittelponcte  je  zweier  regelmäs* 
siger  Kanten;  die  trigonalen  Zwischenaxen  verbin- 
den die  trigonalen  mit  den  ditrigonalen  Eckpnncten; 
die  rhombischen  Zwischenaxen  treten  nicht  hervor, 
da  ihre  Pole  dnrch  nichts  bezeichnet  sind. 

Es  giebt  möglicherweise  zahllose  Varietäten  die* 
ser  Gestalt 

§.    77. 

Das   Rhombendodeka^def. 

8g»,  GrmamtoMer»  Weiii.  Einkmatigef  Tetra|üBaldo(leka«d«r| 
Mobg.  naoteuwAlffladi,  v.  Aaamer  md  Benüiardi.  Grm 
MtdodekaMer«  Wener.     RecdirM 


Das  Rhombendodekaeder  (Fig.  23)  tat  eine  von 
12  Rhomben  umschlossene  Gestalt,  und  hat  daher 
24  Kanten  und  14  Ecke. 

Die  Kanten  sind  insgesammt  gleidi  und  symme» 
triseh. 

Die  Ecke  sind  zweierlei:  6  tetragonale,  in  den 
Eckpuncten  des  eingeschr.  Oktaeders,  und  8  trigo« 
aale,  in  den  Eckpuncten  des  eingeschr.  Hexaeders. 

Die  Hauptaxen,  deren  Querschnitte  theUs  Qua« 
drate,  theils  gleichwinklige  Achtecke,  verbinden  je 
zwei  gegenüberliegende  tetragonale  Ecke;  die  trigo«- 
nalen  Zwischenaxen  je  zwei  gegenüberliegende  tri« 
gonaleEcke;  und  die  rhombischen  Zwischenaxen  die 
Ifittelpupcte  je  zweier  Gegenseiten. 

Es  giebt  nur  ein  Rhombendodekaäder,  dessen 
Kanten  »£  120^. 

t  7 
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f.    78. 

Die  Deltoiddodeka^der. 

Jyfl.  TnpetoiddodekaMer,  Woiis.  Zwoikaotffct  Teiragonmldo« 
d0k»flder,  Mohi.  TrapcMidalet  DodekaMer,  BMÜhaopt. 
DeltoidxwSlfHaeh,  Benihardi. 

Die  DeltoiddodekaSder  (Fig.  37  und  38)  sind  von 
12  symmetrischen  Trapezoiden  oder  Deltoiden  ({.  32.) 
umschlossene  Gestalten,  und  haben  also  24  Kanten 
und  14  Ecke. 

Ihre  Flächen  gruppiren  sich  in  4  dreizählige  Fla-  • 
chensysteme,  und  ihre  Hauptform  schwankt  zwischen 
jenen  des  Tetraeders  und  Rhombendodekaeders,  nä- 
hert sich  jedoch  gewöhnlich  der  ersteren  Gestalt. 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  12  schärfere,  paar- 
weis fiber  den  Kanten,  und  12  stumpfere,  zu  drei 
über  den  Flächen  des  eingeschriebenen  Tetraeders;  die 
ersteren  heissen  die  charakteristischen  Kanten. 

Die  Ecke  sind  dreierlei:  4  trigonale,  spitzere,  in 
den  Eckpuncten,  4  dergleichen  stumpfere,  über  den 
Flächen,  und  6  rhombische,  über  den  Kanten  des  ein- 
geschriebenen TetraSders. 

Die  Hauptaxen,  deren  Mittelquerschnitte  Qua- 
drate, verbinden  je  zwei  rhombische  Ecke;  die  trigo* 
nalen  Zwischenaxen  verbinden  die  stumpferen  mit 
den  spitzeren  trigonalen Ecken;  die  rhombischen  Zwi- 
schenaxen treten  nicht  hervor,  da  ihre  Pole  durch 
nichts  bezeichnet  sind« 

Es  giebt  möglicherweise  zahllose  Varietäten  die» 
ser  Gestalt 

%.    79. 

l>ie  Pentagondodekaeder» 

S^n»  QexaMriidiM  PentagoaaldodekmMer,  Mohf.  DonatlMhes 
DedekaMer,  Bitoitk«iipt.  Kietswftlfilftcli,  ▼.  Rttamer.  ^- 
ritoMer,  Weiu.  P«itagoBäldodek*Mer,  HmiimiM.  Zwel- 
amliechriUch,  Benhardi. 

Die  Pentagondodekaeder  (Fig«  45  bis  50)  sind  von 
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12  symmetrischen  Pentagonen  ($.  32.)  umschlossene 
Gestalten,  und  haben  also  30  Kanten  und  20  Ecke. 

Ihre  Flächen  gmppiren  sich  gewöhnlich  in  6  Flä- 
chenpaare, und  ihre  Ilauptform  schwankt  zwischen 
jenen  des  Hexaeders  und  Rhombendodeka^ders,  nä- 
hert sich  aber  gewöhnlich  der  efsteren  Gestalt 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  6  regelmässige,  über 
den  Flächen,  und  24  unregelmässige,  paarweis  über 
den  Kanten,  oder  zu  drei  in  den  Ecken  des  einge- 
schriebenen Hexaeders;  jene  heissen  die  charakte- 
ristischen Kanten. 

Die  Ecke  sind  zweierlei:  8  trigonale,  in  den  Eck« 
puncten,  und  12  unregelmässig -dreiflächige,  über  den 
Kanten  des  eingeschriebenen  Hexaeders. 

Die  Hauptaxen,  unter  deren  Querschnitten  sich 
zwei  Quadrate  befinden,  während  die  Mittelquer- 
schnitte unregelmässige  Sechsecke  sind,  verbinden 
die  Mittelpuncte  je  zweier  gegenüberliegender  cha- 
rakteristischer Kanten;  die  trigonalen  Zwischenaxen 
Terbinden  je  zwei  gegenüberliegende  trigonale  Ecke; 
die  rhombischen  Zwischenaxen  treten  nicht  hervor, 
weil  ihre  Pole  durch  nichts  bezeichnet  sind. 

Es  giebt  möglicherweise  zahllose  Varietäten  die- 
ser Gestalt;  sogar  das  regelmässige 'Pentagondodeka€- 
der  der  Geometrie  ist  eine  dieser  Varietäten,  kann 
jedoch  in  der  Natur  nicht  vorkommen,  weil  es  ei- 
nen irrationalen  Ableitungsco^fficienten  voraussetzt. 

f.    80. 

Die  IkositetraSder. 

Die  24FIächner  oder  IkositetraSder  überhaupt  zer- 
fidlen nach  der  Figur  ihrer  Flächen  in  Ti'igon  -  und 
Trapez -IkositetraSder,  und  von  diesen  wiederum  die 
ersteren  in  die  drei  Unterarten  von  der  Hauptform 
des  Tetraeders,  Hexaeders  und  Oktaeders,  die  an- 
deren in  die  zwei  Unterarten  mit  symmetrischen  und 
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gleichschenkligen  Trapezoiden  (§.  32),  welche  letz- 
tere die  Hauptform  des  Pentagon^odekaSders  besitzen. 
Das  eine  TrapezikositetraSder  ausgenommen,  gruppi- 
ren  sich  also  die  Flächen  aller  übrigen  Ikositetra€- 
der  in  Flächensysteme,  nnd  gestatten  somit  die  in 
f.  55.  angegebene  Methode  der  Zerfällung  der  ganzen 
Flächenzahl  in  ihre  Factoren  zur  Yereinfachung  der 
Nomenclatur.  So  erhalten  wir  für  die  dreierlei  Tri- 
gonikositetraSder  die  Namen  der  Hexakistetra^ 
der  (6mal4Flächner),  Tetrakishexaäder  (4mal- 
6Flächner)  und  Triakisoktaäder  (SmaldFlächner), 
und  für  die  eine  Art  der  TrapezikositetraSder  den  Na- 
Men  der  Dyakisdodekaßder  (2mall2FIächner},  so- 
dass für  die  andre  Gestalt  dieser  Art  der  Name  Iko- 
«itetraßder  allein  hinreichend  bezeichnend  wird. 

§.    81. 

Die  Hexakistetraeder  oder  Sechsmal vierflädiner. 

<8yn,  Gebrocbene  PjramidentetraMer ,  Weis«.  Tetraddrisdie« 
TrigoiialikositetraCder,  Mobs.  Skalenisclief  IVositessara^- 
der,  Breithaopt.    Seohsmalvierfiadi,  Benüiardi. 

Die  Hexakistetraßder  (Fig.  39  und  40)  sind  von 
24  ungleichseitigen  Dreiecken  umschlossene  Gestal- 
ten von  der  Hauptform  des  Tetra§ders,  und  haben 
daher  36  Kanten,  14  Ecke  und  4  sechszählige  Fla- 
ehensysteme. 

Die  Kanten  sind  synunetrisch  und  dreierlei:  12 
schärfere,  paarweis  über  den  Kanten,  12  stumpfere, 
längere,  und  12  stumpfere  kürzere,  zu  je  dreien  über 
den  Flächen  des  eingeschriebenen  Tetraeders ;  die  er* 
steren  heissen  die  charakteristischen  Kanten. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  dreierlei:  4  ditrigonale 
(oder  faexagonale)  spitzere  in  den  Eckpancten,  4  der- 
gleichen stumpfere  über  den  Flächen,  und  6  rhombi- 
sche über  den  Kanten  des  eingeschriebenen  Tetraeders. 

Die  Hauptaxen,  deren  Mittelquerschnitte  Dite- 
tragone,  verbinden  je  zwei  gegenüberliegende  rhofli- 
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bische  Ecke;  die  trigonalen  Zwischenaxen  verbinden 
die  spitzeren  mit  den  stumpferen  sechsflächigen  Ecken; 
die  rhombischen  Zwischenaxen  treten  nicht  hervor, 
da  ihre  Pole  durch  nichts  bezeichnet  sipd. 

Es  giebt  mdglicherweise  za^ülose  Varietäten  die- 
ser Gestalt. 

§.    82. 

I>te  Tetrakishexaeder  oder  Viermalsechaflächiier. 

Syn,  PyramideowArfel,  Weist,  v.  Rsaner.  HesaddritdiM  Td- 
gonalikotit^tr&öder,  Mohf«  Hexaedriieh  pyramidalee  Ikoil- 
tessara^kler ,  Brdüiaapt.    Viermmbeektfla^,  Bcnüiardi. 

Die  Tejtrakishexa^der  (Fig.  29  bis  31)  sind  von 
24  gleichschenkligen  Dreiecken  umschlossene  Gestal- 
ten von  der  Ilauptform  des  He^a^ders,  und  h&ben 
also  36  Kanten  und  14  Ecke» 

Ihre  Flächen  grnppiren  sich  in  6  vierzähUge,  oder 
in  12  zweizählige  Flächensysteme;  iiire  Hauptform 
schwankt  daher  eigentlich  zwischen  jenen  des  Hexa^* 
ders  und  RhombendodekaSders ,  wird  jedoch  immer 
durch  die  erslere  Gestalt  repräsentirt,  weil  die  Kan- 
teuKnien  des  eingeschriebenen  Hexaeders  unmittelbar 
hervortreten  (daher  Pyramidenwürfel), 

Die  Kanten  sind  zweierlei;  12  längere,  regel- 
mässige, in  den  Kantenlinien,  und  24  kürzere,  sym- 
metrische, zu  vier  über  denFlIicheii  des  eingeschrie- 
benen Hexaäders. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  zweierlei;  8  ditrigo- 
nale  (oder  hexagonale)  in  den  Eckpuncten,  und  6  te- 
tragonale,  über  den  Flächen  des  eingeschriebenen 
Hexaeders. 

Die  Hauptaxen,  deren  Mittelquerschnitte  Ditetra- 
gone,  verbinden  je  zwei  gegenüberliegende  tetri^o- 
nale  Eckpuncte ;  die  trigonalen  Zwischenaxen  je  zwei 
gegenüberliegende  ditrigonale  Ecke;  die  rhombischen 
Zwischenaxen  die  Mittelpuncte  je  zweier  regelmässi- 
ger Gegenkanten. 


Digitized  by 


Google 


102  Raine  Kryttallograplüe. 

Ei  giebt  von  dieser  Gestalt  mögUeherweise  jEahl- 
lose  Varietäten. 

§.     83. 

Die  TriakisoktaSder  oder  Dreiinalacbtflächner. 

8y^,    Pyranidenokta^der,  Weiss.    Okta^drisehes  Trifonaltkesite- 
iraider,  Mohs.     Oktaddrisch  pyramidales  Dcesitessaraeder, 
Breitluuipt.     Dreimalachtflach ,  Bexahardi.    Pyramidenadit- 
,  flaeh,  V.  Raomer. 

Die  Triakisoktaßder  (Fig.  22)  sind  von  24 
gleichschenkligen  Dreiecken  umschlossene  Gestalten 
von  der  Hauptform  des  Oktaeders,  und  haben  daher 
36  Kanten  und  14  Ecke. 

Ihre  Flächen  gruppiren  sich  in  8  dreizählige  oder 
in  12  zwelzählige  Flächensy steme ;  ihre  Hauptform 
schwankt  daher  eigentlich  zwischen  jenen  des  Okta^ 
ders  und  Rhombe^dod^kaeders ,  wird  jedoch  immer 
durch  die  erstere  Gestalt  repräsentirt^  weil  die  Kan- 
tenlinien des  eingeschriebenen  Oktaeders  unmittelbar 
hervortreten  (daher  Pyramidenokta§der). 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  12  längere,  regel- 
mässige, in  den  Kanten,  und  24  kürzere,  synunetri- 
«che,  zu  drei  über  den  Flächen  des  eingeschriebenen 
Oktaeders. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  zweierlei:  6  ditetrago- 
nale,  in  den  Ecken,  und  8  trigonale  über  den  Flä- 
chen des  eingeschriebenen  Oktaeders. 

Die  Hauptaxen,  deren  Mittelquerschnitte  Qua- 
drate, verbinden  je  zwei  ditetragonale ;  die  trigona- 
len  Zwischenaxen  je  zwei  trigonale  Eckpuncte ;  und 
die  rhombischen  Zwischenaxen  die  IVIittelpuncte  je 
zweier  regelmässiger  Gegenkanten. 

Es  giebt  möglicherweise  zahllose  Varietäten  die- 
ser Gestalt. 
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§•    84. 

Die  IkoaiteirtiMer  oder  yienmdswaiidgfUcliiier« 

Ijr«.'  IicadtoMer  v^  Leadtolde,  Weist.  Zweikentlce  Tetng*- 
Balikomtetreeder,  Mohi.  Trapeieidele  IkoiiteMmraMer 
Breiihaapt.  TnpesoMer,  HaittBisiiB.  Leacit,  v.  RaiUBer 
DeltoMrieriuidswauiglUMh,  Benlurdi, 

Die  Ikositetta^der  (Fig.  26  bis  28)  sind  Ton  2( 
symmetrischen  Trapezoiden  oder  Deltoiden  umschlos- 
sene Gestalten,  und  haben  also  48  Kanten  und  26  Ecke. 

Ihre  Flächen  gruppiren  sich  theils  in  8  dreiiäh- 
lige,  theils  in  6  yieriählige  Flächensysteme;  ihre 
Qauptform  schwankt  daher  zwischen  jenen  des  Ok* 
taSders  und  He^aäders ,  ohne  jedoch  in  allen  Fällen 
durch  eine  dieser  Gestalten  repräsentirt  zu  werden. 

Die  Kanten  sind  symmetrisch  und  zweierlei:  24 
längere,  paarweis  über  den  Kanten,  und  24  kürzere, 
zu  drei  über  den  Flächen  des  eingeschriebenen  Oktafi- 
ders;  oder  auch,  die  ersteren  zu  vier  über  den  Flä- 
chen, die  andern  paarweis  über  den  Kanten  des  ein- 
geschriebenen Hexaeders. 

Die  Ecke  sind  dreierlei:  6  tetragonale,  in  den 
Ecken,  8  trigonale,  über  den  Flächen,  und  12  rhom- 
bische, über  den  Kanten  des  eingeschriebenen  Oktae- 
ders. 

Die  Hauptaxen,  deren  Mittelquerschnitte  Ditetra- 
gone,  verbinden  je  zwei  gegenüberliegende  tetrago- 
nale; die  beiderlei  Zwischenaxen  je  zwei  der  mit 
üinen  gleichnamigen  Ecke. 

Es  giebt  möglicherweise  zahllose  Varietäten  die- 
ser Gestalt 

§.    85. 

Die  DyakiadodekaSder  oder  Zwe)malzwdi(flachiier« 

&tp^  Gebrdthene  PentofondodekaMer ,  WelM.  Dreikaatife  Tis- 
trafonaltkosUetraMer,  Mobs.  Hetcrogonale  IkositetiaraA- 
dar,  Breftkaopt.  Klet-Sifladi,  T.aaaBar.  TiapeMidvier- 
aadswaasigflaeh,  Benhardi. 

Die  Dyaldsdodeka^der  (Fig.  41  bis  44)  sipd  Ton 
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24  gleichschenkligen  Trapevoiden  oder  auch  derglei- 
chen Trapezen  umschlossene  Gestalten  Ton  der  Hanpt- 
form  des  Pentagondodeka^ders,  und  haben  also  48 
Kanten  und  26  Ecke. 

Ihre  Flächen  gruppiren  sich  in  12  Flächenpaare^ 
daher  der  dodekaSdrische  Habitus ;  indess  lassen  sich 
auch  dreizählige  Flächensysteme  annehmen,  welche 
jedoch  von  minderer  Bedeutung  für  die  Symmetrie^ 
Terhältnisse  der  Gestalt  sind. 

Die  Kanten  sind  dreierlei:  12  symmetrische,  kür- 
zeste, paarweis  über  den  charakteristischen  Kanten, 
12  dergleichen  längste,  über  den  Flächen,  und  24  un- 
regelmässige,  mittlere,  über  den  gleichnamigen  Kan- 
ten des  eingeschriebenen  PentagondodekaiSders ; .  die 
ersteren  Kanten  heissen  die  charakteristischen 
Kanten  der  Gestalt. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  dreierlei:  6  rhombische, 
in  den  Eckpuncten,  8  trigonale,  über  den  Flächen, 
und  12  unregelmässig  vierflächige,  über  den  Kanten 
des  eingeschriebenen  Oktaeders. 

Die  Ilauptaxen,  unter  deren  Querschnitten  sich 
zwei  Ditetragone  befinden,  während  ihre  Mittelquer- 
schnitte unregelmässige  Achtecke  sind,  verbinden  je 
zwei  gegenüberliegende  rhombische  Eckpuncte;  die 
trigonalen  Zwischenaxen  je  zwei  der  trigonalen  Eck« 
puncto;  die  rhombischen  Zwischenaxen  treten  nicht 
hervor,  da  ihre  Pole  durch  nichts  bezeichnet  sind. 

Es  giebt  möglicherweise  zahllose  Varietäten  die- 
ser Gestalt,  welche  sich  nach  der  Figur  ihrer  Flächen 
in  zwei  Unterarten  theilen.  Diejenigen,  deren  Flä- 
chen TrapezQide  sind,  zeigen,  aiisser  dem  Parallelis- 
mus je  zweier  gegenüberliegender  Kanten,  keinen 
weiteren  Kant^nparallelismus  (Fig.  41  und  42) ,  wo^ 
gen  diejenigen,  deren  Flächen  Trapeze  sind,  in  je- 
4em  Flächenpaare  di^ei  parallele  Kantep  be- 
sitzen (Fig,  43  und  44).    Diese  letzteren  fuhren  daher 
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den  Namen  der  parallelkantigen  Dyakisdode- 
kaSder.  Sie  stehen  eigentlich  in  der  Mitte  zwischen 
swei  Grappen,  in  welche  sich  die  übrigen  Dyakis- 
dodekaSder  rücksichtlich  der  besonderen  Beschaffen- 
heit ihrer  trapezoidischen  Flächen  absondern,  indem 
die  der  längsten  Seite  gegenüberliegende  Seite  mit 
derselben  nach  der  kürzesten  Seite  hin  entweder  con- 
Tergirt  oder  divergirt  (Fig.  11  A  und  B).  Demge- 
mäss  wären  eigentlich  drei  Unterarten  Ton  Dyakis- 
dodeka€dem  zu  unterscheiden,  welche  man,  sobald 
die  Conrergenz  oder  Divergenz  der  längsten  und  ge- 
genüberliegenden mittleren  Kante  immer  nach  dersel- 
ben Ricbtong  benrtheilt  wird,  mit  den  Namen  der 
convergentkantigen ,  parallelkantigen  und  divergent- 
kantigen  DyakisdodekaSder  bezeichnen  könnte.  Dies« 
letzteren  sind  bis  jetzt  noch  nicht  beobachtet  worden. 

f.    86. 

JHe  Hexakisoktaeder  oder  Sechamalachtfläcbner  (Weiaa). 

fljpi.  PjraaikleBsraBatoMcr  z.  Tk  Weiss.  Tetr«krataekMd«r, 
Motu.  AchtundTieRifffl&duier,  Weiss  n.  Breithaopt.  Trl- 
gonalpolyödcr,  HausBrnim.  PjramideBrmatenzwIlfflsdi,  v. 
Räumer.    AchtosiiviersiflUeb,  Benliardi. 

Die  HexakisoktaSder  (Fig.  24  und  25)  sind  von 
48  ungleichseitigen  Dreiecken  umschlossene  Gestal- 
ten, und  haben  also  72  Kanten  und  26  Eckt. 

Ihre  Flächen  gruppiren  sich  in  8  sechszählige, 
oder  in  6  achtzähKge,  oder  auch  in  12  vierzählige 
Flächensysteme;  ihre  Hauptform  ist  daher  bald  okta^ 
drisch,  bald  hexaädrisch,  bald  rhomben-dodekaSdrisch ; 
auch  lassen  sich  zuweilen  Gruppirungen  der  Flächen 
in  Flächen  paare  geltend  machen,  welches  auf  dreier- 
lei verschiedene  Weise  möglich  ist,  und  eine  Aehn- 
Uchkeit  der  Hauptform  mit  dem  TetrakishexaMer, 
Triakisokta^der  oder  Ikositetraäder  voraussetzt. 

Die  Kanten  sind  symmetrisch  und  dreierlei:  24 
mittlere,  paarweis  über  den  Kanten  des  eingesebrie^ 
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benen  Oktaeders;  24  kürzere,  paarweis  über  den 
Kanten  des  eingeschriebenen  Hexaeders,  und  24  län- 
gere, die  Eckpuncte  beider ,  eingeschriebenen  Gestal- 
ten verbindende  Kanten. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  dreierlei:  6  ditetrago- 
nale,  in  den  Eckpuncten,  8  ditrigonale  (oder  hexa- 
gonale),  über  den  Flächen,  und  12  rhombische,  über 
den  Kanten  des  eingeschriebenen  Oktaeders. 

Die  Hauptaxen,  deren  Mittelquerschnitte  Ditetra- 
gone,  verbinden  je  SEwei  ditetragonale ;  die  trigonalen 
Zwischenaxen  je  zwei  ditrigonale,  und  die  rhombi- 
schen Zwischenaxen  je  zwei  rhombische  Gegenecke. 

Es  giebt  möglicherweise  zahllose  Varietäten  die- 
ser Gestalt;  manche  derselben  sind  durch  das  Sym- 
metrieverhältniss  ausgezeichnet ,  dass  ihre  längsten 
Kanten  mit  den  Kanten  des  eingeschriebenen  Rhom- 
bendodeka^ders  zusammenfallen,  weshalb  sie  sich  zu 
dieser  Gestalt  etwa  so  verhalten,  wie  die  Tetrakis- 
hexaSder  zum  Hexaeder,  und  nicht  unpassend  als 
pyramidentragende  Rhombendodeka^der  beschreiben 
lassen.  Sie  sind  es  auch,  auf  welche  sich  der  Name 
PyramidengranatoSder  bezieht 

f.    87. 

^       Gciteigtflachig  -  semitesserale  Gestalten, 

Die  in  den  vorhergehenden  $$.  dargestellten  13. 
Arten  von  Gestalten  sind  es,  welche  bis  jetzt  im  Gß- 
biete  des  Tesseralsystemes  beobachtet  wurden,  und 
folglich  dieses  Krystallsystem,  so  wie  es  in  der  Na- 
tur erscheint,  vollständig  repräsentiren.  Zwar  könn- 
ten ausser  ihnen*  noch  zwei  andre,  von  unregelmässi- 
gen Fünfecken  umschlossene  Gestalten  existiren,  von 
welchen  die  eine  ein  24Flächner,  die  andre  ein  12Fläch- 
ner  seyn  würde;  weil  diese  aber  bis  jetzt  in  der  Na- 
tur nicht  nachgewiesen  wurden,  so  können  sie  auch, 
wie   interessant   sie    in   theoretischer   Hinsicht   seyn 
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mögen,  an  gegenwärtigem  Orte  nicht  in  Erwfthiiiuig 
kommen. 

Vergleichen  wir  aber  die  13  betrachteten  Gestal- 
ten nach  ihren  SymmetrieverhIÜtnissen,  so  entdecl^en 
wir  zwischen  ihnen  einige  sehr,  erhebliche  Unter- 
schiede, die  uns  anmittelbar  auf  das  YerhäUniss  der 
Holeedrie  und  Hemißdrie  verweisen,  und  auf  eine 
weit  wesentlichere  lantheilnng  derselben  gelangen  las- 
sen ,  als  die  bisherige ,  nur  vorlänfig  gebrauchte  Ein- 
tfaeilung  nach  der  Zahl  der  Flächen  war. 

Zuvorderst  wissen  wir  aus  $.  46.,  dass  eine  Jede 
holoedrische  Gestalt  parallel  flächig  seyn,  oder 
für  jede  ihrer  Flächen  am  entgegengesetzten  Ende 
eine  parallele  Gegenfläche  besitzen  muss.  Geht  also 
einer  Gestalt  dieses  Merkmal  ab,  so  wird  selbige 
ohne  Weiteres  für  hemi^drisch,  und  zwar  für  geneigt- 
flächig-hemiedrisch  zu  erklären  seyn.  Eine  Prü- 
fung der  13  Gestalten  nach  diesem  Kriterio  zeigt, 
dass  jener  Flächenparallelismus ,  als  wesentliche  Be- 
dingung der  IloloSdrie ,  folgenden  Gestalten  mangelt : 

1)  Dem  Tetraeder, 

2)  den  Trigondodekaidern, 

3)  den  Deltoiddodeka^dern. 

4)  den  Hexakistetra^dem. 

Diese  Gestalten  sind  daher  keine  holoedrischen, 
sondern  hemiedrische,  und  zwar  .geneigtflächig -he- 
miedrische,  oder,  wie  wir  sie  in  diesem  Systeme  nen- 
nen, geneigtflächig  -  semitesserale  Gestalten. 

8.    88. 

Parallelflächig -semiteMerale  Gestalten. 

Ein  andres  Merkmal  der  Hemiädrie  lässt  sich 
ebenfalls  aus  den  Syiometrieverhältnissen  des  tessera- 
len  Systemes  ableiten.  In  jeder  holoädrischen  Ge- 
stalt desseUben  muss  nämlich  um  die  Endpuncie  der 
horizontalen  Hauptaxen  eine  vollkommene  Ueberein- 
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stunmung  der  Begränzmigselemeiite  rncksichdich  ih- 
rer Zahl,  Lage  und  Gtösse  Statt  finden,  so  dass  die 
Gestalt  in  beiderlei  Normalstellnng  völlig  dasselbe 
Bild-  gewährt.  Fehlt  also  diese  Uebereinstimmong  in 
einem  Jener  Verhältnisse,  oder  die  Identität  der  Er- 
scheinungsweise in  beiden  Normalstellungen,  so  wird 
die  Gestalt  gleichfalls  für  eine  hemiSdrische  gelten 
müssen.  Wenden  wir  dieses  Kriterium  auf  die  noch 
rückständigen  9  Gestalten  an,  so  finden  wir,  dass 
die  Pentagondodeka^der  und  DyakisdodekaSder  eben- 
falls, und  zwar  zu  den  parallelflächig -hemiädrischen 
oder  parallelflächig- semitesseralen  Gestal- 
ten zu  rechnen  sind.  Denn,  denken  wir  beide  Ge- 
stalten in  der  ersten,  und  bringen  sie  darauf,  nach 
f.  42,  in  die  zweite  Normalstellung,  indem  wir  sie 
durch  90°  um  ihre  verticale  Axe  drehen,  so  werden 
dann  z.  B.  dieselben  Kanten  horizontal  vor  uns  lie- 
gen, welche  vorher  in  einer  Yerticalebene  lagen,  und 
umgekehrt,  so  dass  beide  Gestalten  in  beiderlei  Nor- 
malstellnng ganz  verschiedene  Bilder  gewähren.  Das- 
selbe Kriterium  bewährt  sich  übrigens  auch  für  die 
geneigtflächig- seiiiitesseralen  Gestalten. 

f.    89. 

Uebersicht  des  Tesseraliystemes. 

Nach  diesen  sehr  wichtigen  Verhältnissen  der 
HoloSdrie  und  Hemifedrie,  mit  welchen  die  Verhält- 
nisse der  Symmetrie  im  genauesten  Zusammenhange 
stehen,  erhalten  wir  daher  folgende  wesentliche  Ein- 
dieilung  der  Gestalten  des  Tesserälsystemes : 

A.  Holo^drüche  oder  eigentlich  tesserale  Ge$taliem, 

1)  Das  Hexaeder, 

2)  das  Oktaeder, 

3)  das  Rhombendodekaäder,         ' 

4)  die  Tetrakishexa^der, 

5)  die  Triakisakta^der, 
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6)  die  IkositetraSder, 

7)  die  Hexakisokta€der. 

B.  Hemilklrüche  oder  iemiteuerale  Gestalten. 

a)  Geneigtflächig*  semiieiseTale  6. 

1)  Das  TetraSder,  ^ 

2)  die  TrigondodekaSder, 

3)  die  peltoiddodekaSder, 

4)  die  Hexakistetra^der. 

b)  Parallelflächig-aemiteiierale  G. 

1)  Die  Pentagondodekaßder, 

2)  die  DyakisdodekaSder. 

Man  sieht  zugleich  ans  dieser  Uebersicht,  das« 
alle  diejenigen  Gestalten,  in  welchen  die  rhombischen 
Zwischenaxen  nicht  hervortreten  nnd  gleichsam  yer- 
schwonden  sind,  zu  den  semitesseralen  Gestalten  ge- 
hören, so  dass  das  Yorhandenseyn  dieser  Axen  gleich- 
falls als  ein  Kriterium  der  HoloCdrie  in  diesem  Sy- 
steme betrachtet  werden  kann. 


Zweitem    Capitel. 

Von  der  Ableitung  der  Gestalten  des  Tes- 
seralsystemes. 

A.    A6l9itung  der  holoSdrieeken  Oeitalten. 

i    90. 

Grnndgeftalt 

Um  den  zwischen  den  rerschiedenen  Gestalten 
des  Tesseralsystemes  obwaltenden  geometrischen  Zu* 
sammenhang  zu  entdecken,  müssen  wir  von  einer 
derselben  ausgehen,  und  die  Verhältnisse  aufsuchen, 
in  welchen  die  übrigen  Gestalten  zu  ihr  stehen,  und 
die  AUeitbarkeit  derselben  begründet  ist.  Da  nun, 
nach  f.  92.,  zu  diesem  Behufs  jederzeit  eine  der  geo- 
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metrischen  Grundgestalten  gewählt  werden  mnss,  im 
Tesseralsysteme  aber  nur  das  Oktaeder  auf  diesen 
Namen  Anspruch  machen  kann  ($.  71 ) ,  so  wird  uns 
auch  das  Oktaeder  als  der  natürlichste  Ausgangs- 
punct  der  Ableitungen  gelten  müssen.  Wir  bezeich- 
nen dasselbe  mit  O  (§.  61.)  und  leiten  aus  ihm  zu- 
vörderst nur  die  übrigen  holoedrischen  Gestal- 
ten durch  zweckmässige  Verlängerungen  eines  oder 
auch  zweier  seiner  Parameter,  also  durch  zweck- 
mässige Substitution  eines  andern  Verhältnisses,  als 
jenes  der  durchgängigen  Gleichheit  ab.  Für  die  he- 
miedrischen  Gestalten,  welche  als  die  Hälften  ge- 
wisser holo6drisi;her  Gestalten  betrachtet  werden 
können  (§.  47.),  scheint  es  Tortheilhafter,  nicht  die 
primitive  Ableitung  aus  dem  Oktaeder,  sondern  die 
secundäre  Ableitung  aus  ihren  respectiven  Mutterge- 
staben  geltend  zu  machen. 

§.    91. 

Besondere  Regel  für  die  Ableitungen  aas  dem  Oktaeder. 

Wegen  der  Ableiti^ngen  der  holoedrischen  Ge- 
stalten aus  dem  Oktaeder  muss  jedoch  bemerkt  wer- 
den, dass  im  Tesseralsysteme  die  zur  Ableitung  er- 
forderliche Construction  rings  um  die  Grundgestalt 
voUführt  werdep  muss.  Denn  da  es  in  diesem  Sy- 
steme drei  absolut  gleichwerthige  Hauptaxen  giebt, 
so  wird  die  zur  Ableitung  erforderliche  Construction, 
welche  wir  in  Bezug  auf  die  Endpuncte  einer  Axe 
angeben,  für  die  beiden  übrigen  Axen  ganz  in  glei- 
cher Weise  vorgenommen  werden  müssen,  bevor  die 
Construction,  und  somit  die  Ableitung  selbst  vollen- 
det genannt  werden,  und  die  abzuleitende  Gestalt 
wirklich  zum  Vorscheine  kommen  kann.  Diess  ist 
ein  Umstand,  welcher  in  den  übrigen  Systemen  in 
solcher  Allgemeinheit  nicht  wiederkehrt,  und  daher  an 
g^enwärtigem  Orte  wohl  berücksichtigt  werden  muss. 


Digitized  by  CjOOQ IC 


Systenüehre.      Tesseralsystem.    "Cap.II.     111 
f.    92. 

Ableitang  des  Hexaeders. 

Man  lege  in  jedes  OktaSdereck  eine  Ebene,  wel- 
che den  beiden,  nicht  zu  diesem  Eck  gehörigen 
Hanptaxen  parallel,  und  folglich  gegen  alle  Flächen 
dieses  Eckes  gleich  geneigt  ist,  so  resultirt  eine  von 
drei,  auf  einander  rechtwinkligen  Gegenflächenpaaren 
umschlossene  Gestalt,  d.  h.  ein  Hexaeder,  dessen 
Flächen ,  wenn  sie  sich  selbst  parallel  in  den  Körper 
des  Oktaeders  eindrängen,  als  regelmässige  Abstum- 
pfungsflächen seiner  Ecke  erscheinen  würden.  Da 
nun  der  geometrische  Unterschied  dieser  Flächen  von 
jenen  des  Oktaeders  darin  besteht,  dass  sie  die  be- 
liebig verlängerten  Axen  in  den  Centraldistanzen  1,  oo 
nnd  oo  schneiden ,  während  die  Parameter  der  Okta€- 
derflächen  1,  1  und  1  sind,  so  wird  das  Zeichen  des 
HexaSders  c=  ooOoo  (f.  61). 

8.    93. 

Ableitung  des  Rhombendodekaeders. 

Man  lege  in  jede  Kante  des  Oktaeders  eine  Ebene, 
welche  der  nicht  zu  dieser  Kante  gehörigen  Haupt- 
axe  parallel,  und  folglich  gegen  beide  Flächen  der- 
selben Kante  gleich  geneigt  ist,  so  resultirt  eine  von 
12  Rhomben  umschlossene  Gestalt,  d.  h.  ein  Rhom- 
lendodekaSder,  dessen  Flächen,  wenn  sie  sich 
selbst  parallel  in  den  Körper  des  Oktaäders  eindrän- 
gen, als  regelmässige  Abstumpfungsflächen  seiner  Kan- 
ten erscheinen  würden.  Da  nun  der  geometrische 
Unterschied  dieser  Flächen  von  jenen  des  Oktaäders 
darin  besteht,  dass  sie  die  beliebig  verlängerten 
Axen  desselben  in  den  Centraldistanzen  1,1  und  oo 
schneiden,  so  wird  das  Zeichen  des  Rhombendode- 
kaeders =  ooO. 
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%.    94. 

Ableitung  der  Trialdsoktaeder. 

Man  nehme  in  jeder  unbestimmt  verlängerten 
Halbäxe  des  Oktaäders  die  gleiche^  Länge  m  >>  1, 
und  lege  daraiif  in  jede  Kante  desselben  zwei  Ebe- 
tien,  welche  die  nicht  zu  dieser  Kante  gehörige 
Hauptaxe  in  den  Centraldistanzen  m  schneiden,  so. 
resultirt  eine  ^ron  24  gleichschenkligen  Dreiecken  um- 
schlossene Gestalt,  in  welfcher  die  Kantenlinien  des 
eingeschriebenen  Oktaeders  noch  hervortreten ,  d.  K. 
ein  TriakisoktaSder,  dessen  Flächen,  wenn  sie 
sich  selbst  parallel  in  den  Körper  des  Oktaeders  ein- 
drängen, regelmässige  Zuschärfungen  seiner  Kanten 
hervorbringen  würden.  Da  nun  der  geometrische  Un- 
terschied dieser  Flächen  von  jenen  des  Oktaeders 
darin  besteht,  dass  ihre  Parameter  1,1  und  m  sind, 
während  jene  des  Oktaeders  1 ,  1  und  1  waren ,  so 
wird    das   Zeichen    des    Triakisokta6derS   allgemein 

Die  holoedrisch  oder  hemi§drisch  beobachteten 
Varietäten  sind:  4O,  20,  und  30;  auch  kommen 
*iO,  |0,  iO,  und  40  vor*). 

f.    95. 

Ableitung  der  Ikotitetraider. 

Man  nehme  wiederum  in  jeder  der  unbestimmt 
verlängerten  Halbaxen  des  Oktaeders  die  gleiche 
Länge  m  ^  1,  und  lege  darauf  in  jedes  OktaSdereck 
vier  Flächen,  von  welchen  jede  einzele  über  eine 
Fläche  dieses  Eckes  dergestalt  fällt,  dass  sie  die  bei- 
den andern  zu  derselben  Fläche  gehörigen  Halbaxen 


*)  Die  entere  Var.  ^mrde  am  Alaun  beobachtet;  die  drei  an^ 
dern  Var.  finden  sich  in  ganz  kldnen  Flächen  an  einem  Bleiglanx* 
krystall  im  Werner'achen  Moseo« 
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in  den  Centraldistansen  m  »clineidety  so  resnltirt  ein« 
Ton  24  symmetrischen  Trapexöiden  omscklossene  Ge« 
stalt,  d.  h.  ein  IkositetraSde>,  dessen  fläc)ien, 
wenn  sie  sich  selbst  parallel  in  den  Körper  des  Ok- 
taeders eindrängen,  vierflächige,  auf  die  Flächen  auf- 
gesetzte Zuspitzungen  seiner  Ecke  bilden  \vürden« 
Da  nun  der  geometrische  Unterschied  dieser  Fläche^ 
von  jenen  des  Oktaeders  darin  besteht,  dass  sie  die 
Axen  in  den  Centraldistanzen  1,  m  und  m  schneiden, 
so  wird  das  Zeichen  der  IkositetraSder  allgemein 
=s  mOm. 

Die  holoedrisch  oder  hemiCdrisch  beobachteten 
Varietäten  sind:  4O4,  40^,  202,  4O*,  303,  404, 
606,  12012,  40O40 (!)•). 

i    96. 

Ableitung  der  TetrakiihexaSdef« 

Wiedemm  nehme  man  in  jeder  unbestimmt  ver« 
längerten  Halbaxe  des  Oktaeders  die  Länge  n  ^  1, 
und  lege  darauf  in  jedes  Oktaedereck  Vier  Flächen, 
Ton  welchen  eine  jede  einsele  über  eine  Kante  die« 
ses  Eckes  dergestalt  fällt,  dass  sie  die  zu  derselben 
Kante  gehörige  Halbaxe  in  der  Centraldistanz  n  schnei* 
det,  während  sie  der  nicht  zu  ctieser  Kante  gehörigen 
Axe  parallel  ist  (oder  sie  in  der  Entfernui^  oe  schnei- 
det) ,  so  resultirt  eine  von  24  gleichschenkligen  Drei« 
ecken  um^hlossene  Gestalt,  in  welcheir  die  Kanten* 
linien  des  eingeschriebenen  Hexaeders  noch  hervor« 
treten,  d.  h.  ein  Tetrakishexaeder,  dessen  Flä« 
eben,    wenn  sie  sich  selbst  parallel  in  den  Körper 


*)  Diese  Varleält  dürfte  dlei  Muttergeatalt  de«,  fast  gans 
Wxa^^der&hnHclien ,  TrigondodekaSders  seyn,  welche«  Phillips  am 
WOrfelers  beobachtete;  |0}  kommt  snweilen  am  Flassspathe  ron 
Mkgnmd,  12012  ^emHch  hiafig,  |0|  etwa«  seltner  am  Blei- 
▼or. 

L  8 
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im  Oi:ta6d)0rtf  eiildriiigeii,  Tierflftdrige,  auf  di«  Kan- 
t#ii  aaf^eMfafe  Ziupittfimgen  seilte  Ecke  bilden  wür- 
den. Da  tkxm  der  geoMetriacbe  Unterschied  dieser 
FlAeh«^  t»on  Jenen  de«  OktaMera  darin  besteht,  dasa 
sie  <Ke  Axen  in  den  Centraldistanzen  oo,  n  und  1 
tfebneidien,  so  wird  das  Zeichen  der  Tetrakisbexali- 
A«r  allg^mei»  =£=  ooOn. 

Die  h<»lo^drisch  oder  hemiSdrisch  beobachteten 
VariefileA  trimd:    ooOi*),  00O4,  doC»,  oo03,  doOiy 

f.    97. 

Ableitaag  der  Bexakkoktaeder. 

Man  nehme  in  jeder  unbestiinnit  verlängerten 
Halbaxe  des  OktaSders  zwei  verschiedene  Längen  m 
und  »,  so  dass  beide  >>  1  und  jederzeit  m^n^  und 
lege  darauf  in  jedes  Okta6dereck  acht  Ebenen,  von 
wekben  je  zwei  ober  eine  Kante  dieses  Eckes  der- 
gidstalt  fallei^,  datss  sie  die  zn  derselben  Kante  gehö- 
rige Halbaxe  in  der  kleineren  Centraküstanz  m,  die 
tficht  dazu  gehörige  Axe  aber  beiderseits  in  den 
|^t6ssev8tt  Centraldistanzen  «1  schneiden,  so  resultirC 
eine  von  48  ungleiohseitigen  Dreiecken  umschlossene 
Qestalty  d.  h.  ein  Hexakisokta^der,  dessen  Flft- 
dien,  wenn  sie  sich  selbst  parallel  in  den  Körper 
des  Oktaeders  eindrängen,  achtflächige  Zuspitzungen 
alpiner  Ecke  darstellen,  würden.  Da  nun  der  geome- 
trische Unterschied  dieser  Flächen  von  jenen  des 
Oktaeders  darin  besteht,  dass  sie  die  Axen  in  Aea 
Cüentriddistanzen  si,  n  und  1  schneiden,  so  wird  das 
Zeichen  der  Hexakisokta^der  allgemein  =  mOn.\ 

Die   holoädrisch    oder  hemil^drisch  beobachteten 


•)  Nsdi  Berohardi's  Vcrmirthiuif  statt  der  von  Wakkeraagil 
miic«geb€a«ii  Var.  coO-Ll. 
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Varietäten  sind:  4^0H*),  304,  Y^Tj  *02,  60|^ 

70i,  804**),  und  640|4*^). 

§.    98. 

Beweis  für  ^e  Ableitung  des  Hexakisoktaeders. 

Wir  haben  in  den  Torhergehenden  |$.  dieAbleir 
tQBg  der  tesseralen  Gestalten  so  dargestellt,  wie  sie 
wohl  einem  Jeden  verständlich  seyn  nnus,  konnten 
nns  aber  freilich  dabei  nicht  auf  die  umständliche  Be- 
weisführung einlassen,  dass  in  jedem  Falle  die  abiu- 
leitende  Gestalt  wirklich  zum  Vorscheine  kommt, 
oder,  dass  sich  durch  ihre  gegenseitigen  Durchschnitte 
die  Figur  und  Verbindung  der  construirten  Flächen 
so  bestimmt,  wie  es  der  Begriff  der  abzuleitenden 
Gestalt  erfordert.  Da  indess  diese  (auch  durch  Con* 
struction  sehr  leicht  zu  führenden**^))  Beweise  in 
den  Resultaten  des  folgenden  Capitels  enthalten  sind, 
welche  sich  unmittelbar  auf  die  Ableitungen,  und 
swar  zunächst  auf  die  Ableitung  des  Hexakisoktae- 
ders gründen,  so  scheint  es  nur  nöthig,  das  Verfah«- 
ren  der  Ableitung  für  diese  eine  Gestalt  vollständig 
zu  rechtfertigen,  oder  den  Beweis  zu  fähren,  dass 
die  nach  der  Regel  des  f.  97  abgeleitete  Gestalt  wirk^ 
lieh  die  Eigenschaften  des  Hexakisoktaeders  besitzt 
und  besitzen  muss. 

§.    99. 

Fortsetzung. 

Da  nach  f.  97.  in  jedes  Oktaädereck  8  Flädie« 
gelegt  wurden,  so  wird  die  abgeleitete  Gestalt  offeOr 


*)  Von  Phillips  als  Dyakisdodekaeder  am  semitesseralen  Ko- 
bahkies  beobachtet;  Tielleicht  ist  es  20j. 

**)  Von  Bernhard!  am  Bleiglanz  beobachtet. 
***)  Nach  Phillips  am  Topazolith. 

**^)  VergL  meinen  Gnmdriss  der  Krystallographie,  S.  89  n.  f. 

8* 
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bar  von  6 . 8  =  48  Flftcben  oniBchlosseH  seyn  müssen. 
Es  ist  also  nur  su  beweisen,  dass  dieselbe  wirklich 
ein  Hexakisokta^der  sey;  d.  h.,  dass  sie  für  jeden 
Werth  von  m  und  n  auch  wirklieb  diejenigen  Eigen- 
schaften besitze,  welche  von  jener  Gestalt  in  f.  86. 
ausgesagt  worden  sind.  Diess  wird  bewiesen  seyn, 
sobald  gezeigt  werden  kann: 

1)  dass  sich  je  sechs  über  einer  OktaSderfläcbe  fal- 
lende Flftcben  in  einem  Puncto,  und  zwar  in  ei- 
nem Puncte  der  trigonalen  Zwischenaxe  desselben 
Octanten  schneiden. 

2)  Dass  sich  je  vier  über  einer  Oktaßderkante  fal- 
lende Flachen  in  einem  Puncte,   und  zwar  in  ei- 

'  nem  Puncte  der  rhombischen  Zwischenaxe  dieser 
Kante  schneiden. 

3)  Dass  ^e  Flächen  der  abgeleiteten  Gestalt  Drei- 
ecke, 

4)  dass  sie  gleiche  und  ähnliche  Dreiecke,  und 

5)  dass  sie  jederzeit  ungleichseitige  Dreiecke 
>     sind. 

Wir  beziehen  uns  bei  dieser  Beweisführung  zu- 
nächst auf  den  Octanten  der  positiven  Halbaxen.  Die 
OktaSderfläche  dieses  Octanten  hat  die  Gleichung 
a;  +  y  +  z  :==:  i 

Da  nun  die  trigonale  Zwischenaxe  jedes  Octan- 
ten die  Normale  aus  dem  Mittelpuncte  auf  die  Okta€- 
derfläche  desselben  Octanten  ist,  so  werden  die  Glei* 
chungen  der  trigonalen  Zwischenaxe  des  Octanten 
der  positiven  Halbaxen: 

4r  —  y  =  0,  z  —  4r  =  0,  y  —  z  =  0(f.  21.) 
und  da  die  rhombischen  Zwischenaxen  in  den  Ebe- 
nen je  zweier  Hauptaxen  liegen,  und  gegen  jede  der- 
selben gleich  geneigt  sind,  so  werden  die  Gleichnn- 
f en  der  rhombischen  Zwischenaxen  des  Octanten  der 
positiven  Haibaxen: 
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Zwischenaxe  in  (a:y)  x  —  jr=0,  z  =  0 
-   {zx)  z  —  ;r  =  0,  jr  =  0 

Nach  dieser  Vorbereitung  schreiten  "wir  xnm  Be* 
weise  der  obigen  5  Pnncte. 

1)  Je  sechs  Flächen  eines  and  desselben  OctwteUt 
und  also  auch  die  des  Octanten  der  positiven  Halb* 
axen  miissen  offenbar  mit  der  trigonalen  Zwischen* 
axe  desselben  Octanten  zum  Durchschnitte  kwunen; 
dia  Gleichungen  dieser  sechs  Flächen  sind: 

h--+2:  =  l, hyH =  1 

^    m       n  Ji    '    m 

Da  sich  nun  allgemein  die  Coordinaten/»,  p^  undp*^ 

des  Durchschpittspunctes    einer  Fläche ^"T" "'"  — 

=  1  mit  der  trigonalen  Zwischenaxe  bestimmen,  wie 
folgt; 

"      ^       ^       «i  +  ca  +  itf 
so  erhält  man  für  jede  der  durch  vorstehende  sechs . 
Gleichungen   bestimmten   Flächen    absolut  dieselben 
Werthe 


f=f 


fflll  +  si  +  *> 

Folglich  schneiden  auch  je  sechs  Flächen  eines  und 
desselben  Octanten  die  zugehörige  trigoHale  Zwi- 
schenaxe in  einem  und  demselben.  Puncto. 

2)  Eben  so  leicht  ergiebt  sich,  daas  je  vier  über 
einer  Ohtaäderkante  gelegene  Flächen  die  zu  dersel- 
ben Kante  gehörige  rhombische  Zwischenaxe  in  ei- 
nem und  demselben  Puncto  schneiden,  dessen 
Coordinaten 
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woraüi  zugleich  folgt,  dass  die  drei  rhombi«cben  Halb^ 
axeo'  eines  jeden  Octanten  einander  gleich  sind. 

3)  Da  in  jeden  okta^drischen  Eckponct  8  Flftcfaeii 
gelegt  wurden,  so  kommt  natürlich  jede  Ilftcbe  ^mit 
ihren  beiden  Nebenflächen  F*  und  F"^  desselben  acht- 
dUigen  Flächensystemes  (Fig.  14),  ausserdem  aber 
nur  noch  mit  einer,  zu  einem  andern  oktaSdrischen 
Eckpuncte  gehörigen,  Fläche  zum  Durchschnitte.  Denn 
die  beiden  Puncte,  in  welchen  sie  selbst  die  trigo- 
nale  und  eine  rhombische  Zwischenaxe  schneidet,  ge- 
hören zugleich  irgend  einer  andern  Fläche  F^  dessel- 
ben Octanten,  und  jenen  -beiden  Nebenflächen  F*  und 
F^,  Folglich  erleidet  jede  Fläche  F  überhaupt  drei 
Durchschnitte^    und  wird  daher  ein  Dreieck. 

4)  Bezeichnen  wir  die  Kante,  we)che  jede  Fläche 
mit  ihrer  Nebenfläche  desselben  achtzähligen  Flächen- 
systemes und  desselben  Octanten  bildet,  mit  A,  die 
Kante  mit  der  Nebenfiäche  des  Nebenoctanten  mit  B, 
und  die  dritte  Kante  mit  C,  so  wird  jede  Kante  A. 
durch  den  trigonalen  und  einen  der  oktaSdrischen 
Eckpuncte,  jede  Kante  B  durch  einen  der  oktaSdri- 
schen  und  einen  der  rhombischen,  und  jede  Kante  C 
4urch  den  trigonalen  und  einen  der  rhombischen 
Eckpuncte  begränzt.    Nun  sind  aber  die  Coordinaten 

a)  des  trigonalen  Eckpunctes: 

X  :=  y  =  z  =  p 
b)der  drei  okta§drischen  Eckpuncte: 

jr  =  l     y  =  0     z  =  0 

X  =^Q    y  =  i     «  =  0 

^  =  0     y  =  0     z=:l 
•)  der  drei  rhombischen  Eckpuncte: 

jfssO     z  =  jr     ar  =  y 
z  =  0     y  =  q     X  —  q 
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Sucht  man  mittels  dieser  Coor4inaten  nacli  den 
Aosdracke  für  die  Distaralinie  zweier  Pnncte  (f,  14.) 
die  Länge  der  dreierlei  Kanten,  «o  findet  man  jeden- 
fiills: 

welche  von  den  drei  unter  b  uftd  c  stehenden  Syste- 
men Ton  Coordinaten  man  mit  dem  Systeme  nnter  u 
oder  auch  mit  einander  combiniren  m^ ;  sum  Beweise, 
dass  die  drei  Kanten  jeder  Fläche  den  drei  Kanten 
jeder  andern  fläche  gleich,  und  daher  diese  selbst 
durchgängig  gleiche  und  ähnlicheDreieqke 
sind. 

5)  Dass  aber  diese  Dreiecke  stets  ungleichseitig 
seyn  müssen,  lässt  sich  leicht  so  erweisen:  man  be» 
xeichne  die  ebenen  Winkel  jeder  Fläche  analog  den 
gegenüberliegenden  Kanten,  so  ist  nothwendig 
jeder  Winkel  a  <  90^ 
*        *  <  60^ 
€  <  45** 
und  daher  auch  jeder  Winkel  d  ^  45;  die  Dreiecke 
konnten    daher    nur    gleichschenklig   werden,    wenn 
«  =  i  würde;   dann  wäre  aber  «  +  Ä  <  120**,  und 
folglich  c  >>  60*^,   welches   unmöglich;    die    Drei* 
ecke  sind  daher  jedenfalls  ungleichseitig. 

f.     100. 

Folgerungen  für  die  übrigen  Gestalten. 

1)  Setzt  man  bei  der  im  vorigen  f.  dargestellten  Ab« 
leitung  des  Hexakispktaäders  n  ae=  1 ,  so  fallen  je 
xwei  in  einer  kürzesten  Kante  zusammenstossende 
Flächen  in  eine  Ebene,  bilden  ein  gleichschenk- 
liges Dreieck,  und  die  Gestalt  wird  ein  Triakis* 
Oktaeder  s=  mO. 
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2)  Far  m  =  oo  verschwinden  dagegen  die  mitdem 
Kernten;  je  zwei  in  ihnen  zttsammenstossende  F1&- 
chen  fallen  in  eine  Ebene,  bilden  ein  gleich- 
•chenkliffea  Dreieck,  und  die  Gestalt  wird  ein 
Tetrakisnexa^der  =5  ocOn. 

3)  Für  n  ^=s  m  verschwinden  die  längsten  Kanten,  je 
Ewei  in  ihnen  zosammenstossende  Flächen  fallen 
in  eine  Ebene,  bilden  ein  symmetrisches  Trape- 
zoid ,  und  die  G^talt  wird  ein  IkositetraSder 
=  mOm. 

4)  Setzt  man  m  =  00  und  1»  =  1,  so  verschwinden 
die  mittleren  zugleich  mit  den  kürzesten  Kanten; 
Je  vier  Flächen  fallen  in  eine  Ebene,  bilden  ei- 
nen Rhombus,  und  die  Gestalt  wird  das  Rhom- 
bendodekaöder  =:=  ocO. 

5)  Setzt  man  endlich  n  =  m  =s  oc,  so  verschwinden 
die  längsten  zugleich  mit  den  mittleren  Kanten; 
je  acht  Flächen  fallen  in  eine  Ebene,  bilden  ein 
Quadrat,  und  die  Gestalt  wird  das  Hexaeder 
5=5:  oqOoo. 

§.    101 

Uebenicht  der  holoidrischeii  Gestaltai. 

Und  so  wären  denn  sämmtliche  holoedrische  Ge- 
stalten des  Tesseralsystemes  aus  dem  Oktaeder  als 
ihrer  gemeinschaftlichen  Grundgestalt  abgeleitet.  Stei- 
len wir  die  Resultate  der  vorigen  §§.  noch  einmal  zu- 
sammen, so  erhalten  wir  folgende  Uebersicht: 

1)  Oktaeder  =  Grundgestalt  =»  O 

2)  Triakisoktaeder =3  mO 

3)  Rhombendodekaeder  .  .  .  acs  ooO 

4)  Hexakisoktaeder «s  mO» 

5)  Ikositetraeder .  .  .  .  ,  .  .  z=  siOsi 

6)  Tetrakishexaeder    ,  .  .  .  =  ocOn 

7)  Hexaeder =  ooOoo 

Wie  «ich  ab^  diese  ^Gestalten  insgesaamt  «ater 
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dem  allgemeiDen  Zeichen  mOn  darstellen  lassen,  so 
werden  sie  auch  alle  darch  das  HexakisoktaSder  re- 
prSsentirt,  welches  gleichsam  die  Bedingungen  für 
alle  übrigen  Gestalten  in  sich  vereinigt.  Als  der  ge- 
meinschaftliche Repräsentant  derselben  steht  es  daher 
billig  in  der  Mitte  der  Reihe,  welche  einerseits  mit 
dem  Oktaßder  beginnt,  anderseits  mit  dem  Hexaßder 
schliesst,  da  die  Co^i&cienten  m  and  n  in  jedem 
die  mdglich  kleinsten,  in  diesem  die  möglich  grössten 
Werthe  erreicht  haben. 

Uebrigens  ist  leicht  zn  beweisen,  dass  in  diesen 
sieben  Arten  wirklich  alle  möglichen  Arten  von 
boloSdrischen  Gestalten  erschöpft  sind,  and  dass  we- 
der die  Geometrie,  noch  die  natura  geometrizans  als 
KrystaHbildnerin  eine  tesserale  holoSdrische  Gestalt 
damsteilen  vermag,  welche  nicht  der  Art  nach  mit 
einer  der  sieben  bekannten  Gestalten  des  Tesseral- 
systemes  übereinstimmte. 

f.    102. 
Scheaia  des  Tesseralsystemes. 

Die  Uebergänge  and  Verwandtschaften  der  sieben 
MoSdrischen  Gestalten  lassen  sich  auf  eine  sehr  ein- 
leuchtende Weise  aas  folgendem  triangulärem  Schema 
erkennen; 


ymOtv      \ 


Das  HexaUsokta^der,  als  der  Repräsentant  »ämmt- 
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Ucher  Gestalten,  nimmt  den  Mittelpunct  des  Schemas 
ein,  in  dessen  drei  Ecken  diejenigen  drei  Gestalten 
stehen,  welche  einzig  in  ihrer  Art,  und  dadurch,  so 
wie  durch  ihre  geringere  Flächenzahl  und  die  Einer- 
leiheit  ihrer  Kanten  ausgezeichnet  sind.  Jede  Seite 
des  Dreieckes  repräsentirt  von  derjenigen  24flächigen 
Gestalt,  deren  Zeichen  sie  tirägt,  einen  zahllosen  In- 
begriff, welchen  man  unter  dem  Schema  einer  Reihe 
vorstellen  kann,  deren  beide  Gränzglieder  in  den  Eck- 
puncten  jeder  Dreieckseite  stehen. 

Diese  Yorstellungsweise  ist  der  Natur  der  Sache 
ganz  angemessen;  denn ^  in  der  That  wird  das  Tria- 
kisoktaSder  «lO  um  so  ähnlicher  dem  Oktaeder  oder 
RhombendodekaSder,  das  IkositetraSder  mOm  tun  so 
ähnlicher  dem  Oktaeder  oder  Hexaeder,  das  Tetra- 
kishexaßder  ocOii  um  so  ähnlicher  dem  Rhombendo- 
dekaSder  oder  Hexaeder,  je  kleiner  oder  grösser  der 
Werth  von  m  oder  n  ist.  —  Aus  dem  UexiÜLisokta^ 
der  finden  unmittelbare  Uebergänge  in  die  drei  24flä- 
chigen  Gestalten  Statt,  indem  entweder  beide  Co^- 
ficienten  in,  das  Yerhältniss  der  Gleichheit  treten, 
oder  der  grössere  sein  Maximum,  oder  der  kleinere 
sein  Minimum  erreicht.  Dagegen  sind  die  Uebergänge 
aus  mOn  in  O,  ooO  und  ocOoo  nicht  so  unmittelbar, 
indem  für  sie  das  gleichzeitige  Eintreten  zweier  je- 
ner Bedingungen  gefordert  wird.  Diess  alles  über- 
sieht man  auf  einen  Blick  aus  unserm  Schema,  und 
gewinnt  zugleich  die  Ueberzeugung,  dass  dieselben 
Uebergänge  zwischen  den  Gestalten  selbst  Statt  fin- 
den, welche  sich  zwischen  den  Zeichen  derselben 
nachweisen  lassen. 

B.     Ableitung  der  hemiedrischen  Geutalten. 

§.     103. 
Welche  Gestalten  der  HeinieOrie  fähig  sind. 

Prüfen  wir  die  tesseralen  Gestatten  hinsichtlich 
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ihrer  Fähigkeit  snr  HemiCdrie,    86  ergiebt  sieh  Fol- 
gendes : 
1)  Unfähig  der  Hemi^drie  überhaupt  sind: 

a)  das  Hexaeder,  weil  drei  Ebenen  den  Raum  nicht 
allseitig  umschliessen. 

b)  Das  Rhombendodeka§der,  weil  je  sechs  seiner 
Flächen,  man  mag  sie  wählen  wie  man  will,  ent- 
weder den  Raum  nicht  allseitig  umschliessen, 
oder  eine  solche  geschlossene  Gestalt  darstellen, 
in  welcher  der  Grundcharakter  des  Tesseralsy- 
stemes  nicht  mehr  vorhanden  ist. 

Uebrigens  lässt  sich  für  die  halbe  Flächen- 
zahl keiner  von  beiden  Geslaken  eine  ringsum 
symmetrische  Vertheilung  auffinden,  welche  doch 
in  den  einfachen  Gestalten  die  Bedingung  aller 
Hemiedrie  ist  (§.  49). 
3)  Fähig  der  Hemi^drie  sind: 

a)  nach  einzelen  Flächen;  das  Oktaeder,  das  Te- 
trakishexaSder  und  Hexakisokta§der ;  jedoch 
scheint  die  nach  einzelen  Flächen  aus  mOn  abzu- 
leitende hemiSdrische  Gestalt,  welche  einen  von 
24  nnregelmässigen  Fünfecken  umschlossenen 
Korper  darstellt,  in  der  Natur  nicht  vorzukom- 
men, und  ist  solche  daher  kein  Gegenstand  fär 
unsre  Betrachtungen. 

b)  Nach  Flächenpaaren;  das  HexakisoktaSder. 

c)  Nach  dreizähligen  Flächensystemen;  das  Tria- 
kisoktaSder  und  Ikositetra^der. 

d)  Nach  sechszähligen  Flächensystemen ;  das  Hexa- 
kisoktaSder. 

Die  Resultate  der  Hemißdrie  sind: 

Geneigtflächige  Gestalten,  fnr  das  Oktae- 
der, Triakisoktaeder,  Ikositetra^der  und  Hexa- 
kisoktaSder  nach  sechszähligen  Flächensystemen. 

Parallelflächige  Gestalten,  für  das  Tetrakis- 
hexaäder  u.  Hexakisokta^er  nach  Fläcfaenpaaren. 
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a)   Genftigtflachig-temitesserale  Gestalten. 

§.     104. 

Ableitung  des  Tetraedei  s. 

Das  Tetraeder  ist  die  geneigtflächig- hemiSdrische 
Gestalt  des  Oktaäders  nach  einzelen  Flächen,  oder 
die  hemiädrische  Gestalt  des  Oktaeders  schlechthin*). 

Da  das  Oktaeder  acht  Flächen  hat,  so  wird  seine 
hemiSdrische  Gestalt  von  Tier  Flächen  umschlossen 
seyn.  Weil  aber  jede  bleibende  Fläche  mit  ihren 
drei  Nachbarflächen  zum  Durchschnitte  kommt,  wäh- 
rend ihre  Nebenflächen  Terschwinden ,  so  wird  sie 
auch  nach  der  Vergrösserung  ein  Dreieck  bilden. 
Und  weil  die  Neigungswinkel  je  zweier  Nachbarflä- 
chen vor  der  Vergrösserung  gleich  waren,  so  wer- 
den auch  sämmtliche  Kanten  der  hemißdrischen  Ge- 
stalt gleich  gross  seyn,  woraus  die  durchgängige 
Gleichheit  der  Flächenwinkel,  und  daher  auch  die 
Gleichseitigkeit  der  neuen  Dreiecke,  als  der  Flächen 
der  hemi^drischen  Gestalt,  folgt.  Die  hemi^drische 
Gestalt  des  Oktaeders  ist  also  eine  von  vier  gleich- 
seitigen Dreiecken  umschlossene  Gestalt,  d.  h.  das 
Tetraeder. 

Uebrigens  folgt  aus  §.  51,  dass  sich  aus  dem 
Oktaeder  zwei  vollkommen  gleiche  und  ähnliche,  und 
nur  durch  ihre  Stellung  verschiedene  Tetraeder  als 
hemi^drische  Gegenkörper  ableiten  lassen.  Bezeich- 
nen wir  diese  Verschiedenheit  der  Stellung,  welche 
eigentlich  keine  andre,  als  die  in  §.  42  erwähnte  der 


*)  Die  Beweise  f&r  die  Biditigkeit  der  AUeitongen  dieser  he- 
miedrischen  Gestalten  sind  für  das  Tetraeder,  Deltoid-  und  Tri«- 
gondodekaSder  auf  ähnliche  Art  gegeben  wie  im  Grundrisse;  für 
das  Hexakistetraeder  dagegen,  als  den  allgeineinen  Repräsentanten 
aller  geneigtflächig  -  semitesseralen  Crestalten  glaubte  ich  den  Be- 
web  ausführlicher  entwickeln  ku  müssen,  und  habe  mich  dabei 
der  analytisch -geometrischen  Methode  bedient. 
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ersten  and  verwendeten  Normalstellung  ist,  darcK 
Vorsetzong  der  Zeichen  +  und  — ,  so  werden  die 
Zeichen    der  beiden   aus   O   abzuleitenden  Tetraeder 

+  -und-^. 

*§.     105. 
Ableitung  der  Deitoiddodeka^er« 

Die  DeltoiddodekaSder  sind  die  geneigtflftchig- 
heniiSdrischen  Gestalten  der  TriakisoktaSder  nach  drei- 
lähligen  Flächensystemen ,  oder  die  hemißdrischen  Ge- 
stalten der  Triakisokta^der  schlechthin. 

Die  TriakisoktaSder  sind  nicht  nach  einzelen  Flä- 
chen, sondern  nur  nach  dreizähligen  Flächensystemen 
der  HemiSdrie  fähig,  weil  nur  so  eine  ringsum  sym- 
metrische Yertheilung  der  halben  Flächenzahl  möglich 
ist.  Da  nun  jede  einzele  Fläche  JF*  eines  bleibenden 
Flächensystemes  vor  der  Yergrösserung  mit  jeder  der 
beiden  nächsten  Flächen  zweier  Nachbarsysteme  einen 
Eckpunct  gemein  hatte,  so  wird  sie  nach  der  Yer- 
grösserung mit  jeder  derselben  eine  Kante  bilden,  und 
folglich  eine  vierseitige  Figur  werden,  indem  sie  sich 
über  ihre  ursprungliche  Grundlinie  (die  Okta§derkante) 
hinaus  in  ein  zweites  Dreieck  ausbreitet.  Und  da 
die  Neigungswinkel  beider  Flächen  gegen  die  Fläche 
F  sowohl  als  gegen  deren  ursprungliche  Grundlinie 
vor  der  Yergrösserung  gleich  waren,  so  werden  nicht 
nur  die  neuen  Kanten,  sondern  auch  die  an  jener 
Grundlinie  gelegenen '  Winkel  des  zweiten  Dreiecks 
gleich  gross,  und  daher  dieses  Dreieck  selbst  ein 
gleichschenkliges  seyn.  Die  vierseitige  Figur  ist  da- 
her ein  symmetrisches  Trapezoid  oder  Deltoid  (§.  32.), 
und  da,  was  von  einer  Fläche  gilt,  auf  alle  an- 
wendbar ist,  so  wird  die  neue  Gestalt  eine  von  12 
Deltoiden  umschlossene  Gestalt,  d.  h.  ein  Deltoiddode- 
ki^er  seyn  (f.  78.). 
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Die  Zeichen  je  zweier  aus  mO  abzuleitender  Del- 
toiddodekaSder    sind  +    -9-  "öd ^. 


§.    106. 
Ableüang  der  Trigoq^dekaeder. 

Die  Trigondodekaeder  sind  die  geneigtflächig-he- 
mi^rischen  Gestalten  der  IkositetraSder  nach  drei- 
zähligen  Flächensysteinen,  oder  die  hemi^drischen  Ge- 
stalten der  Ikpsitetra^der  schlechthin. 

Die  IkositetraMer  sind  eben  ^o  wenig  als  die 
TriakisoktaSder  der  HemiSdrie  nach  einzelen  Flächen 
fähig,  indem  nur  die  dreizähligen  Flächensysteme  eine 
ringsum  symmetrische  Yertheilung  gestatten.  Weil 
aber  jede  einzele  Fläche  mit  der  eines  Nachbarflä- 
chensystemes  vor  der  Y ergrösserung  einen  Eckpunct 
gemein  hatte,  so  wird  sie  mit  derselben  nach  der 
Vergrösserung  eine  Kante  bilden;  und  weil  je  zweier 
solcher  Flächen  Vergrösserung  nur  innerhalb  des  von 
den  Hauptschnitten  durch  ihre  kürzeren  Kanten  mn- 
tcblossenen  Raumes  Statt  findet,  ihr  gegenseitiger 
Neigungswinkel  aber  dem  Neigungswinkel  ihrer  bei* 
derseitigen  symmetrischen  Diagonalen  gleich,  und 
folglich  die  neue  Kante  den  gleichschenkligen  Dia- 
gonalen parallel  ist,  so  wird  jede  der  beiden  Flächen 
nach  der  Vergrösserung  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
bilden.  Da  nun,  was  von  einer  Fläche  gilt,  auf 
alle  seine  Anwendung  findet,  so  folgt,  dass  die  neue 
Gestalt  eine  von  12  gleichschenkligen  Dreiecken. um- 
schlossene Gestalt,  d.  h.  ein  Trigondodekaeder  ist 
(§.  76.). 

Die  Zeichen  je  zweier  aus  mOm   abzuleitender 

TrigondodekaMer  sind  -| j—  und -— . 
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§.    107, 

Ableitung  der  Hexakistetra^der. 

Die  Hexakistetra^der  sind  die  genc|igtflächig-he- 
miSdrischen  Gestalten  der  Hexakisoktafider  nach  sechs- 
xäliligen  Flächensystemen. 

Da  von  den  8  sechszäUigen  Flächensystemen  des 
Hexakisokta^ders  die  vier  abwechselnden'  Terschwin- 
den,  so  wird  die  hemiSdrische  Gestalt  von  24  Flächen 
amschlossen  sejn;  dass  sie  aber  wirklich  die  Eigen- 
schaften besitzt,  welche  oben  in  §.81.  von  demHexa- 
kistetraSder  ausgesagt  worden  sind,  diess  wird  er* 
wiesen  seyn,  sobald  gezeigt  werden  kann: 

1)  dass  sich  je  seclis  um  ein  verschwindendes  Flä- 
chensystem gelegene  Flächen  in  einem  einzigen 
Pancte,  und  zwar  in  einem  Puncto  der  zu  dem- 
selben Flächensysteme  gehörigen  trigonalen  Zwi- 
schenaxe  schneiden. 

2)  dass  die  Flächen  wiederum  Dreiecke, 

3)  dass  sie  gleiche  und  ähnliche  Dreiecke,  und 

4)  dass  sie  jederzeit  ungleichseitige  Dreiecke  sind. 
Wir  wollen  annehmen,  das  im  Octanten  der  po- 
sitiven Halbaxen  gelegene  Flächensystem  sey  ein  ver- 
schwindendes, so  gelten  für  die  zugehörige  trigonale 
Zwischenaxe  T  dieselben  Gleichungen  wie  oben  in 
§.  99.  nämlich: 

4r  —  ysseO,    z  —  ;r  =  0,  y  —  Z=arO 
Die   Gleichungen   derjenigen   sechs  Flächen  aus 
den  drei  Nebenoctanten,   welche  unmittelbar  an  die- 
sem Octanten  anliegen,  sind  aber: 

fi       fs  n  si 
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Da  nan  allgemein  .die  Coordinaten   des  Dnrcli«- 
schnittspunctes  irgend  einer  Fläche  — ^  +  **-  H =1 

mit  jener  trigonalen  Zwischenaxe  . 

/  »  ahe 

r  :=^  r  =  r   ^=^ 


aÄ  +  ca  +  Äc 

so  erhält  man  für  jede  der  durch  vorstehende  sechs 
Gleichungen  bestimmten  Flächen  absolut  dieselben 
Werthe 


«III  +  m  —  n 

Folglich  schneiden  sich  je  sechs  um  ein  verschwin- 
dendes  Flächensystem  gelegene  Flächen  in  einem 
Puncto  der  trigonalen  Zwischenaxe  dieses  Systemes; 
und  es  entsteht  daher  über  jedem  verschwindenden 
Flächensysteme  ein  neues  sochsflächiges  Eck. 

Je  zwei  der  bisher  betrachteten  sechs  Flächen 
bilden  schon  ursprünglich  im  Hexakisokta^der  eine 
kürzeste  Kante  C  (Fig.  15);  diese  Kante  wird  sich 
also  zugleich  mit  den  sie  bildenden  Flächen  zu  C 
verlängern,  und  durch  den  neuen  sechsflächigen  Elck- 
punct  geben.  Eine  jede  Fläche  hatte  femer  ursprüng- 
lich mit  der  nächsten  Fläche  des  Nachbaroctanten  ei- 
nen ditetragonalen  Eckpunct  gemein,  wird  also  mit 
ihr  nach  der  Yergrösserung  eine  neue  Kante  B^  bil- 
den, welche,  wie  beide  zu  ihr  contribuirende  Flä- 
chen, durch  den  neuen  sechsflächigen  Eckpunct  ge- 
hen muss.  Da  nun  beide  diese,  in  einem  und  dem- 
selben Puncto  zusammenlaufende.  Kanten  von  der  ur- 
sprünglichen und  unverändert  gebliebenen  Kante  A^ 
unmittelbar  geschnitten  werden,  so  wird  jede  blei- 
bende Fläche  auch  nach  ihrer  Yergrösserung  über- 
haupt von  3  Kanten  begränzt,  und  mithin  ein  Drei- 
eck seyn. 

Die  Endpuncte  der  dreierlei  Kanten  von  je  seclui 
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Flftch^n,  welche  mr  Darttellang  euiei  naueii  leohs* 
flächigen  Eckes  contribviren,  sind  folgende: 

a)  die  drei  oktaädriscben  Eckponcte,  deren  Coor- 
dioaten; 

ar=aOt   f  =  l>   ^=0 

b)  der  neue  sechsflächige  Eckpnnct  im  Oetanten 
des  verschwindenden  Flächensystemes  (oder  der 
positiven  Halbaxen),  dessen  Coordinaten: 

X  =  /  =  Z*  =  -^ ; =  r        . 

^  m»  +  m  —  n 

e)  die  drei  nrsprünglicfaen  sechsflächigen  Eekpnncto 
in  den  Nebenoctanten,  deren  Coordinaten: 
a;  :=  — /i,   y  ^  Pj    t  =p 

y  =  —f^  ^  =Pj  ^  =p 

sm 
wenn^   wie  oben  in  §.  99.   o=» ; r — . 

Es  werden  nämlich  begränzt: 
fie  drei  Kanten  C  von  dem  Pnnete  snb  b  und  Je 

einem  der  drei  Puncto  sub  c; 
die  drei  Kanten  B^  von  dem  Pancte  sub  b  und  je 

einem  der  Pnnete  sub  a;  * 

die  Kanten  A  sind  aber  dieselben  wie  die  Kan- 
ten  A  oben  in  §.  99. 

Sucht  man  nun  die  Längen  der  Kanten  V  und  (T 
aick  der  bekannten  Formel,  so  erhält  man  Jedenfalls: 
V  =  y^(r  — 1)^+2^ 

C  =r    }IY{t-pY^^{t^pY 

welches  der  drei  Systeme  von  Coordinaten  sub  a 
oder  c  man  mit  dem  Systeme  snb  b  combiniren  mag. 
Folglieh  sind  einerseits  die  Kantenlinien  JB^  ander- 
seits die  Kantenlinien  C  einander  durchgängig  gleich; 
die  Gleichheit  der  Kantenlinien  ^^  wurde  aber  schon 
L  9 
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oben  (i  90.)  erwk^en.  Da  ntm  jtie  Flftehe  .4er  Ipe« 
miedriflchen  Gefitdt  vM^%  JB'  uvA  C  btgränzt  wixd, 
•o  siad  die  24  Fläebea  der«elbeii  gleiche 
und  ähaliche  Dreiecke. 

Bezeichnen  wir  die  ehenen,  Winkel  dieser  Drei- 
ecke ihren  Gegenseiten  analog  mit  u\  V  und  c%  »o  ist 
jeder  Winkel  V,<  60^^ 

folglich    -         *      .  ,  c'  >  60° 
Gleichschenkligkeit  der  Dreiecke  könnte  also  nnr  in- 
sofern eintreten,  wiefern  a^  =  6^  würde;  dann  müsste 
aber  ancfa  A  s=  B\  oider 

s^yn,  wfalehes  nnmöglich»  da  r.  immer  >>j^.  Die 
Dreiecke  sind  daher  jedenfalls  nngLeich*» 
seitig. 

Und  so  wftre  denn  bewiesß«,  xlass  die  abgeleitete 
Gestalt  wirklich  eine  Ton  24  gleichen  nnd  ähnlichen, 
ungleiohseitigeA  Dreiecken  umschlossene  Gestalt,  d.  h. 
ein  Hexakistetra€der  ist.  ..     '; 

Die   Zeichen  je  sweier  aus  mOn  abzuleitenden 

UexakistetraSder  sind  H ;r—  und  —  — h^^ 

b)  rarallelfläofaig-semitesserale  Gestalten  *). 

§.     108. 
Ableitung  der  Peotagondedekaeder.  -  -     * 

Die  PentagondodekaSder  sind  die  paraltelflächigv 
hemi§drischen  Gestalten  der  Tetrakishexaäder  nach 
einzelen  Flächen ,  -  oder  die  hemißdrisehen  Gestalten 
der  Tetrakishexaäder  schlechthin.        , 


*)  AucH  im  Gebiete  dieser  bemiSdriscben  Gestalten  habe  icji 
nm*  fQr  diejenige  Gestalt,  welche  als  der  Repräsentant  der  gan^ 
ken  Abthöhing  su  betrachten,  den  analytisch -geometrischen  Dbüiah 
4er  AbleMong  gegeben. 
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Dait  die  Hami^drie  nach  einadeti  Flä<;h«ii  am 
^trakuhexaSder  anf  elna  parallelflftchig«  Geitak 
flfureii  miiM,  igt  eialenebtend ,  well  jeder  Fläche  Ga* 
genflftche  die  sechste  in  der  Reihe  der  Nebenfliclien 
»mI  folglich  eine  g^radxäblige  ist  (f.  60.).  Dass  aber 
dieüe  parallelfiäcfaige  Gestalt  wirklich  ein  Pentagon- 
dodekaSdey  werden  mnss,  ergiebt  sieh  daraus ,  weil 
Jede  bleibende  flftche  überhaupt  fihif  Nflcfabaiiftchen 
ha^  folglich  nach  der  Vergrössenuig  fhif  Durchschnitte 
erleidet  y  und  ein  Pentagon  wird.  Da  nun  jede  blei- 
bende Fläche  gegen  diejenigen  Tier  Nachbarfiäcbei^ 
welche  mit  ihr  einen  hexa^drischea  Eckpunct  gemein 
haben,  gleich  geneigt  ist,  so  wird  sie  mit  ihnen  nnok 
dtt  Yergrössenuig  Tier  gleiche  Kanten  bilden ,  wife- 
rend  die  mit  der  iQnften  Fläche  gebildete  Kante  eine 
ungleiche  ist  Die  abgeleitete  Gestalt  wird  daher 
eine  von  12  symmetrischen  Pentagonen  nmschlossen« 
Gestalt  9  d.  h.  ein  PentagondodekaSder. 

Die  Zeichen  der  beiden  aus  ooOn  absuleitenden 

PentagondodekaSder  werden  +  — s—  und  —  -^ — : 

i    10». 

Jbbkttmig  der  DyakifdoMuMcr. 

Die  Dyakisdodekaäder  sind  die  parallelflächig-he«> 
iKSdrischen  Gestalten  der  ttexalusoktaSder,  nach  den^ 
an  den  mittleren  Kanten  gelegenen  Flächenpaaren» 
oder  die  paraHelllächig- hemi^drischen  Gestalten  der 
Hexakisokta§der  schlechthin. 

Weil  das  Gegenfiächenpuar  eines  jeden  so  be« 
stimmten  Fläc&enpaares  das  sechste  in  der  Reihe  der 
Nebenpaare  ist,  uo  mttis  jedenfalls^  eine  patallelflä« 
chig^hemiSdrische,  Ton  12  Flächenpaaren  umschloß- 
iene  G^rtalt  zum  VorMheine  kommen.  Dass  solche 
aber  auch  wirklieb  di#  oben  in  f.  8$.  angegebenen 

»* 
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Eigenschaften  des  DyakisdodekaSder»  besitzt,    Iftsst 
lieh  etwa  folgendergestalt  darthun.  ^ 

1)  Eine  jede  bleibende  Fläche  F  in  Fig.  16  kommt 
lum  Durchschnitte: 

.  mit  ihrer  Nebeniäche  Fm  desselben  Flächenpaares, 
mit  einer  Fläche  ^iv  des  Nachbarpaares  an  dem* 

selben  oktaSdrischen  Eckpuncte, 
mit  deif  beiden   bleibenden  Flächen  Fi  nnd  Fa 

desselben  Oetanten« 
Jede  Fläche  F  wird  also  begränzt^  von  der  nr^ 
sprnnglichen  nnd  durch  die  Hemii^drie  nur  v^rlänger* 
ien  Kante  JB,  von  einer  Kante  ^4,  als  Resultat  des 
Durchschnittes  mit  der  Fläche  aus  dem  Nachbaroctän- 
-ten,  und  von  zwei  Kanten  C  als  Durchschnitten  mit 
dM  beiden  bleibenden  Flächen  dei^elben  Octanten.  . 
Folglich  sind  die  Flächen  der  abgeleiteten  GrOf- 
«talt  vierseitige  Figuren. 

2)  Es  fällt  aber  je  eine  Kante  B  mit  je  einer  Kante 
A  in  die  Ebene  eines .  nnd  desselben  Häupachnil- 
tes,  wie  diess  unmittelbar  aus  den  Gleichungen 
derselben  folgt;  es  isind  nämlich  für  die  drei  Flä- 
chen Fy  Fl  und  *Fn  des  Qctanten  der  positiven 
Halbaxen  die  Gleichungen: 

der  Kante  Ay  —  -}-r=sly  f  =  0 


Aly     X    4-    •^=    1,      2;    ==    0 

ZV 

^n,  y  +  — =  1,  4r=Ä  0 


und  die  Gleichungen : 

der  Kante  Ä,  -^  +  2^  =^  If  ^ 

.       Ä»  ^  +  4  =  1»  » 


0 

^11  ^  +  —  =  1>  Jf  =»  0 

Äiii  y  +  ^  =  i>  «  Ä«  0 
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Fol^ch  fidlt  A  mit  J?„  A^  tut  Buj  tmd  Au  mit 
B  in  einen  und  denselben  IlanpUchnkt;  das  Wachs« 
dnun  je  dreier  Flächen  eines  nnd  desselben  Octan« 
ten  erfolgt  daher  nur  innerhalb  dieses  Octan* 
ten,  und  je  xwei  der  so  eben  genannten  Kanten 
werden  sich  in  einem  Pnncte  (dem  nnregdmftssigen 
Eckpuncte)  schneiden^  dessen  Cootdinaten  sich  be« 
stimmen: 

für  A  und  Bg  x  ^=^  r  %  sm  $  y  ses  O 
für  Ai  und  £n^  =  t  y==sr  Zs=c0 
für  All  wnd  B  jf  =  $    z  ^^  r    s  =»'0 

wenn  r  =  —^^ ^  und  #  =r  — ^^ — — /-. 

mn  —  1  «1»  —  1 

Nun  wird  jede  Kante  B  begrftnst:  durch  ihren 
•ktaMrischen  Eekpunct  und  deigenigen  unregeU 
massigen  Eekpunct,  wdcher  so  eben  als  ihr  Durch- 
schnitt mit  einer  der  Kanten  A  bestimmt  wurde^ 
Auf  gleiche  Weise  wird  jede  Kante  A  begiänst  dorch 
ihren  oktaMrischen  Eckpunkt  nnd  demjenigen  der  un^ 
regelmftssigen  Eckpuncte,  welcher  .als  ihr  Dufch* 
schnitt  mit  einer  der  Kanten  B  bestknmt  wurde.  Sucht 
man  hiemach  für  die  Flächen  F^  Fx  und  Fvl  di# 
Werthe  ihrer  respectiTen  Kanten  ^  und  B,  so  fin« 
4et  man: 

B  =  Bi=  Bu  =  »/i*  +  (r  — 1)*  , 
Femer  wird  jede  der  Kanten  C  begränzt  einer« 
•eits  von  dem  trigonalen  Eckpuncte  ihres  Octan-» 
Cen,  -dessen  Coordinaten  p  aus  f.  99.  bduumt 
sind;  anderseits  Ton  einem  der  drei  unregelmässi- 
gen  Eckpupcte.  Sucht  man  hiernach  f&r  diese!« 
ben  drei  Fläfchen  Fj  Fg  und  F^  die  Werthe  ihi:er 
Kanten  C^  so  findet  manr  .^^ 

Nun  wird  aber  jede  Fläche  Ton  einer  der  Kan- 
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liBii  Ay  •inar  d«r  Kanten  B^  und  sweiea  dwKaiir 
Un  C  begriast,  alie  sind  die  vier  Kanten  einer 
FUehe  in  derselben  Folge  den  vier  Kanten  j e* 
der  andern  Fläche  gleich,  mithin  diese  Fliehen 
•elbft  gleiche  «nd  Ähnliche  vierseitige  Figiven, 
und  awar  gleichschenklige  rierseidge  Figuren,  da 
jede  awM  der  gleichen  Seiten  C  hat. 
3)  Dass  aber  diese  Figuren  in  Jedem  Falle  Tn^ese 
oder  Trapezoide  sind  und  seyn  mfissen,  ergiebt 
sich  daraus,  weil  t  stets  ^  r,  und  folglich: 
\  A  jedeneit  <  B 

Daher  ist  die  hemi€drische  Gestalt  jedenfiEdls  eine 
von  24  gleichschenkligen  Trapesoiden  oder  Trape* 
sen  umschlesilene  parallelflächige  Gestalt,  deren 
Flächen  sich  in  13  Hächenpaare  gruppiren,  d«  h. 
ein  Dyakifdodekaäder. 

Die  Zeichen  der  beiden  aus  siOii  abzuleitenden 
DyakisdodekaSder  werden  aum  Unterschiede  Ton 
den  Zeichen  der  HexakistetraMer  inf  Klammem 
geschlossen,  und  daher  geschrieben  wie  folgt: 

+  [=r]  »^  -  [=¥=] 

i    110. 
üaberAht  dar  leiiiiteaseraleii  Gestalten. 
Wir  haben  nun  auch  die  sämmtlichen  semitesse- 
ralen  Gestalten  abgeleitet,  und  folglich  die  Lehre  von 
der  Ableitung  fär  das  Tesseralsystem  vollendet.    Um 
aber  die  Resultate  der  vorhergehenden  §{.  mit  einem 
Blicke  SU  überschauen,    dazu  diene  folgende  Zusam- 
menstellung der  hemiädrlschen  Geztalten  nebst  ihrer 
Seichen : 
a)GeneigtfIächtg-semitf(i8eraleGMt  alten: 

1)  Tetraäder  ^  ±% 

9)  Delftoiddo4ekaMer:»=±  ^ 
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3)  Trigondodekaßder  =  + 


4)  Hexakistetra^der  =  + 


2 
mOm 


2 
b)Fara}lelfl&chig-seiiiile8seraleQestaltftD. 

1)  Pentagoadodekaeder  =  J;^      a 

2)  Dyakisdodeka6d<jr  =  +  [^]  • 

MMW.dM  «ene^gtflidiig-beaiMnKliMi  TmMnkfitmm. 

Auch  Kft  üe  semitesaeralen  Gesldllea  gilt  im 
triangalffre  lükhema  m  f.  102,  wdkhes  x.  B.  für  die 
geneigtfläcfaigeir  GestatteB  Mgende  Fofm  minimit; 


twOrir 


Die  Uebergdnge  und  Verwaadtschafteii  de^r  ge- 
neigfflachig-aemitesseralen  Gestalten  unter  einander 
und  mit  ocO,  ooOn  und  ocOoo  lassen  sich  in  diesem 
Schema  ganz  so  verfolgen  wie  oben,  und 'fuhren  m 
Resultaten,  welche  namentlich  für  die  eigentliche  Be- 
deutung der  drei  holoedrischen  Gestalten  in  ihren 
C<»ihina|ion(en  mit  den  benüßdrisehen  von  Wichtig- 
keit sind.  £s  wird  nftmllch  das  Hexakistetraßder  um 
•  so  ähnlicher  einer  der  drei  holoßdrischeii>  und  mit- 
hin parallalflttchigen  Gestalten,  je  grösser  einer  oder 
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anch  beide  Ableitvngeeoefficienten  sind«  Dai  RiMiiiibeD- 
dodekafider  ist  die  eine  Grinzgettalt  der  Deltoiddo» 
dekadder;  das  HexaMer  die  eine  Grftnsgestall  der 
Trigondodeka€der,  und  das  TetrakishexaSder  eine  der 
Gränsgestalten  des  Hexakistetral^ers«  Die  drei  bo- 
loMrisphen  Gestalten  des  Schemas  sind  daher  als  die 
Gränsgestalten  gewisser  hemiSdrischer  Gestalten^  nnd 
gewissermaassen  selbst  als  solche  •  bemiCdrische  €fe- 
stalten  su  betrachten,  deren  hemiSdrische  und  holoe- 
drische Erscheinungsweise  identisch  ist  Diese  Den«» 
tung  findet  jedoch  nur  dann  Statt,  wenn  sie  an  doi 
Combinationen  geneigtflachig-semitesseraler  Gestalten 
wirklich  Antheil  nehmen,  weil  sie  dann,  wenn  auch 
nicht  qwmid  pAänomenoMj  so  doch  qu0ud  neimtnQM  ge- 
neigtflächig-semitesserale  Gestalten  sind; 

§.    112. 

Schema  des  partllelflfidiig  -  bemi JSdriachen  Teieermbyiteaee. 

Eben  so,  wie  far  die  geneigtflächigen,  lässt  sich 
auch  für  die  parallelflächig -semitesseralen  Gestalten 
folgendes  trianguläre  Schema  geltend  machen: 

o 


mOm^ 


^  ooOoo 

2 
Aus  diesem  Schema  folgen  nicht  nur  die  Teraefaie- 
denen  Uebergänge  und  Verwandtschaüten  des  Dyalds- 
dodekaäders  und  Pentagondodekaäders  mit  den  übri- 
gen äestallea,  sondern  nmn  ersieht  auch  aus  diesnn 
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Uebergäagen,  dais  die  f&nf  holo^drisofaeii  Gestalten 
des  Schema«  nur  alt  die  Gränzgestalten  der  beiden 
kemiCdrisehen  sn  betrachten,  nnd  als  solche,  mithin  als 
paralleWUchig-hemiCdrische  Gestalten  xn  denten  sind,/ 
sobald  sie  an  den  Combinationen  des  Pentagondode» 
kaCdera  nnd  DjakisdodekaMers  wirklich  Antheil  nebe 


Drittes   Capitel 

Bereohnung  des  Tesseralsystemes. 

f.    113. 

AllgeoMiiie  Bemerkims, 

Bei  der  Berechnung  der  Gestalten  des  Tesseral- 
systemes kann  man  sich  Yorsnglich  folgende  Probleme 
Stellen: 

I.  Die  Grosse  der  Zwischenaxen, 
IL  Die  Grösse  der  Flächennormale, 
m.  Die  Grösse  der  Kantenlinien, 
rV.  Das  Volumen, 
Y.  Die  Oberfläche, 
VL  Die  Flachenwinkel,  und 
VBL  Die  Kantenwinkel 
der  Terschiedenen  Gestalten  «a  finden. 

Wie  es  nun  \^i  allen  analytischen  Rechnungen 
Regel  ist,  Jedes  Problem  in  seiner  gross ten  Allge- 
meinheit anfkufassen,  so  werden  wir  auch  bei  der 
Berechnung  des  Tesseralsystemes  zunächst  auf  die- 
Jen%e  Gestalt  Rücksicht  lu  nehmen  haben,  deren 
Verhältnisse  die  allgemeinsten  sind,  so  dass  sich  ihr 
die  ihrigen  Gestelten  gleichsam  nur  wie  besondere 
lUle  unterordnen.  Diese  Gestalt  ist  aber  keine  an- 
dere, als  das  Hexakisoktaider^  der  Repräsentant  des 
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ganien  Syitemes,  mit  deMen  Eigenschaften  eben  so 
4ie  Eigfenschaften  aller  übrigen  Gestalten,'  wie  mit 
seinem  Zeichen  mO»  die  Zeichen  derselben  gegeben 
sind.  Nur  werden  wir  die  dreierlei  Erscheinongswei- 
sen  des  Hexakisoktaäders,  als  holoedrische,  ab  ge» 
neigtflftcfaig*  und  paralleMäcbig-h^oiiSdrisehe  Gestalt, 
oder  als  Hexakisol^ta^der,  als  HexakistetraSderund 
DyakisdodekaSder  besonders  ins  Angf  zu  fassen,  und 
demCalcül  zu  unterwerfen  haben;  wie  es  denn  in  je* 
der  seiner  Erscheinungsweisen  als  der  Repräsentant 
der  gleichnamigen  Gruppe  Ton  Gestalten  zu  betrach- 
ten ist. 

1)   Btrechnung  der  kohedrutchen  Qestalten, 

§.    Il4. 

Berechiraiig  dea  HexakisoktaMers  siOn.    Zwischcnaxes. 
Aufgabe.     Die  Grossen  der  Zwischenaxen 
im  Hexakisokta^der  mOn  zu  bestimmen. 
Die  Gleichung  einer  in  den  Octanten  der  positi- 
ven Halbaxen  fallenden  Fläche  F  des  HexakisoktaS- 
ders  ist 

m  n 

Diese  Fläche  kommt  zum  Durchschnitt  mit  der 
trigonalen  Halbaxe  desselben  Octanten;  ausderCom- 
bination  der  vorstehenden  Gleichung  von  F  mit  den 
aus  §.  99  bekannten  Gleichungen  dieser  Zwischen- 
axe  folgt  für  den  Durchsehnittspunot  wie  a.  a.  O. 

Sil» 
S  =i  y  =  Z  =  r ; 

^  mn  +  m +  tt 

und  diAer  die  Centraldistanz  dieses  Punctes,  oder  die 
gesuchte  Länge  T  der  trigonalen  Halbaxe 


T  = 


i|/3 


ISI»  -f  M  -f*  H 

Weil  die  rhombische  Zwischenaxe  z.  B.  de»  Haupl- 
•ehniltes  (i/z)  mit  der  gleichnamigen  Intersection  der 
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Flädtd  F  zum  Ihtrcfaschnitte  koHimt,  und  die  Glei- 
cbimg  dieser  Intersection 

X  +  .  =  t 

ist,    so  folgt  aus  der  Combination  dieser  Gleichang 
«ftd  Jener  der  Axe  fir  den  DarehschnittspimeC: 

n  \ 

lad  daher  die  CenCraldistans  desselben  oder  die  ge* 
sadite  Länge  R  der  rhombischen  Zwischenaxe 

'^-  n  +  i 
Da  ann  in  der  Gmndgestalt  ai  =  i»  ss  I,    so 
wird  for  sie: 

T  =  /i  Ä  =  /+ 
Nehmen  wir  diese  Werihe  als  die  GrandwerChe  bei« 
der  Halbaxen  an,  so  können  wir  die  ihnen  in  den 
ihrigen  Gestalten  inkommenden  Werthe  als  Moltipla 
der  Grundwerthe  ausdrücken,  und  die  entsprechenden 
CoeC&cienten^  nnd  r  werden 

-  ^__^ jstn 

mn  +  m  +  n 
Qn 

i    115. 
Forttetssngi  FlächsBaonnsl«. 

Aafgabe.     Die   Richtung    nnd   Grosse    der 
Normale  ans  dem  Mittelpnncte  auf  eine 
Flftche  ^¥on  aiOa  au  finden. 
Es  seyen  die  fingirten  Gleichungen  der  Normale 

SO  folgt  aas  der  Bedingung  ihrer  Recbtwinkllgkeit  auf 
die  Flftche  i^  deren  Gleichung  aus  dem  vorigen  §^  be- 
kannt ist: 
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m  i  ß  =  m  z  —  m 

mmA  und  ddber  die  wirklickeB  Cäeiciiiii^gMi 


imxA  welche  die  BidMmg  der  Nermale 

Aos  der  Ca»hiMtio«  dieser  Gleichv^gem  mat  Je- 
»er  TOB  F  folgt  for  die  Coordiiuaes  des  Duchsdiutta- 


=  »P 


9  =  siP        z  =  «iP 
«sd  daher  die  CeDlialdisttuis  dieses  PoMtes  oder  die 
fesschte  Grosse  N  der  Normale 


N 


|.     116. 
Foitaetzmg;  KilcnfiMm. 

Anfgabe.  Die  Grösse  der  dreierlei  Kaotei»* 
liaieM  des  HexakisoktaSders  sK>«  so  fim- 
dem.  # 

Die  drei  Eckpocfe  eiaer  Fliehe  Ton  siO«  aiiid 

felgeade: 

1)  eis  Pol  der  Haaptaxe,  for  weldiea 

2)  eis  Pol  der  rluHabischea  Zwischenaxe,  fir  ^ 

m 


X 


==  0    •  =  z  =  — 


+  1 
3)  eis  Pd  der  trigoaales  Zwiseheaaxe,  fiv  welrhe« 


9  =  z  = 


+  •  +  « 

Die  liagste  Kante  A  liegt  swisdiea 

drittes,  die  ■nttlere  Kaste  B  swischea  dem  •»- 
«ad   zweites,   die   kirseste  Kaate  C 
sweitcn  md  drittes  dies«  Psscte.    Setst 
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also  in  den  allgemeinen  Ausdiiick  für  die  Distanclinie 
sweier  Pnnete  (§.  14.)  die  Coordinaten  der  Endpnncte 
¥on  ^,  B  und  C,  so  folgt 

A  =  — T"' — , 

mH  +  m  +  n 

..-u    '     (»»  +  •• +  «}(»  +  ! 

Fortsetatung  s  Volumeii. 

Aufgabe«  Das  Yolamei|  V  des  Uexakisok- 
taCders  mOn  zn  finden. 
Das  llexakisoktaSder  besteht  ans  48  dreiseitigen 
Elementarpj^amiden,  der'en  jede  eine  seiner  Flächen 
F  xnr  Grundfläche  und  die  Normale  N  zur  Höhe  hat. 
Wäre  abi»  das  yolnmen  einelr  solchen  Pyramide  be- 
kamt, so  wurde  das  4SFache  desselben  das  geiiuchte 
Voluman  tob  mOtg  seyn.  Nim  könnten  wir  allerdings 
aus  den  bereits  gefondsneii^  Seiten  A^  J3  und  C  jeder 
Fläche  F  den  Inhalt  A  derselben,  und  mittels  des 
gefundenen  Inhaltes  das  Volumen  der  Elementarpyra- 
mide  berechnen.  Allein  wir  gelangen  weit  kürzer  zu 
demselben  Ziele,  wenn  wir  die  in  den  Hanptschnitt 
fdlende  Fläche  der  Elementarpyramide  als  ihre  Grund- 
fläche, und  folglich  eine  der  Coordinaten  des  Poles 
der  trigonaren..Zwisc^naxe  alt  ihre  Höhe  betrach- 
ten.    Die  zwei  aus   dem  Mittelpuncte    auslaufenden 

Seiten  dieser  Grundfläche  sind  1  und  — ^— r »  der  von 

ihnen  eingesdüossene  Winkel  ist  45"",   folglich  der 
Inhalt  der  Gmndfiäcbe  ielbst 

n 
"*  2(^+15 
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die  Coordiflate  des  Polet  einw  trigoiMden  .ZwiecbeH* 
axe,  oder  die  H5be  der  Pymaide  ist  aW 


folglich  das  Yolanien  v  der  ElementarpTraaude 


V  = 


6  («1»  +  M +  «)(«+ 1) 
und  das  Yolameii  V  des  HexakisoktaSders 

fr 4o_  ^^* 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  den  oben  gefiin- 
denen  Coefficienten  t  und  r,  so  sieht  man,  das» 
V  —  4/r. 

i    118. 
FortseUung;  OberfUcbe. 

Aufgabe.  Die  Oberfläche  B  des  Hexakia» 
Oktaeders  mOm  su  finden. 
Aus  dem  Inhalte  o  der  Elementarpyramide  Vkmtt 
sich  nun  leicht  der  Fläcbenialmlt  A  ihrer  nach  «n^ 
aen  gekehrten  ilftche,  d.  h.  'einer  Flicke  dea  Hexa- 
kisoktaedeia  finden.    Es  ist.nimUck 

undüolglieh 

Substituirt  man  die  Werthe  Ton  N  njid  jp»   aa  t^ 
det  sich 

^-  2{wm  +  m^n){n^t)        : 
und  daher  48  A  oder  die  Oberfi&che  S  des  Hexakis- 

Oktaeders  ^ ' 

Q  _  2*a»^si»(a^4^1)  +  ii^       .^  - 
^—    (mii4.m  +  «)(»+*)  • 

oder  auch    S  =  •j^- 
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f.    119. 

Fortsetaung)  Fl&chenwiiikeL 

Aufgabe.  Die  Flächenwinkel  detHexakit* 
Oktaeders  mO»  zu  finden. 
Da  im  Allgemeinen  dy  Sinns  jedes  Winkels  ei- 
nes Dreiecks  dadarch  gefunden  wird,  dass  ilian  den 
deppeltett  Flächeninhalt  desselben  mit  den  beiden 
Seifen  dieses  Winkels  dividirt,  so  folgt,  wenn  die 
Winkel  ihren  respectiven  Gegenseiten  A,  B  and  C 
analog  mit  a,  b  und  e  bezeichnet  werden, 

2A 

^A        2A 

2A 

Sabsfitiärt  man  f&r  A,  fi,  C  <md  A  ihr^  bei'eits'  ge>- 
fiindenen  Werthe,  so  erhält  man  zuvörderst  die  Si- 
nns, und  kann  aus  diesen,  oder,  noch  kürzer,  aus 
den  Gleichungen  der  Kantenlifiien  A^  B  und  C,  nach 
der  bekannten  Formel  für  den  Cosinus  des  Neigungs- 
winkels zweier  Linien ^n  Baume,  auf  die  Cosinus  ge- 
langen; so  finden  sich^ndlich  für  die  Tangenten,  als^ 
die  im  Gebrauche  bequemsten  Ausdrucke,  folgende 
Werthe: 

t^i-   (mn  +  m  +  n)VmHn^  +  i)  +  n- 

§.     120. 
Fortfetaimg;  Kantsawkkel. 

Aufgabe.    Die  Kantenwinkel  des  Hexakis- 
okta^ders  mOn  zu  finden. 
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Wir  lasten  den  Kanten  die  bereits  für  sie  ge- 
brauchte Bezeichnung,  nnd  setzen  wiederum  die  Glei* 
chung  der  einen  Fläche  F 

^  +  iL  +  .  =  i 

dann  sind  die  Gleichungen  der  drei  Flächen  i^,  F^ 
und  F^y  welche  mit  der  F  die  drei  Kanten  A^  B  and 
C  bilden I  folgende: 

tuTF\       £  +  A    +    2=^1 

för  i?-,    J  +  y  +  -^  =  l 

Setst  man  nach  einander  die  Parameter  von  F  und  F'^ 
F  nnd  F't  F  und  F"  in  den  ans  $.  22.  bekannten 
Ansdruck  für  den  Cosinus  des  Neigungswinkels  zweier 
Flächen)  so.  folgt: 

.  •       mn  (mn  +  2) 

~'*  -  -  «'(»'  +  !)  +  -' 

''"'^ S,'(»^ +  !)  +  •» 

Gleichheit  zweier  dieser  Winkel  kann  möglicherweise 
nur  für  A  und  C  Statt  finden ,  weil  für  A=sBy  oder 
B==C  irrationale  Werthe  von  m  oder  n  eintreten 
müssten.  Die  dem  Falle  A=sC  entsprechende  Be- 
dinguogsgleichung  für  m  und  n  ist 

2» 

weshalb  von  den  bekannten  Varietäten  ^O^,  30-^ 
und  50|-  die  Kantenwinkel  A  und  C  gleich  haben. 

Nächst  den  Kantenwinkeln  sind  noch  besonders 
diejenigen  beiden  Winkel  wichtig,  welche  zwei  ein- 
ander gegenüberliegende  Flächen  eines  und  desselben 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Systemlehre.    Tesserahystem.   Cap.  IJI.     145 

ditetfagottftleti,  so  tvie  etn«R  nild  destelben  rfaoinU- 
•cheii  Ecke«  biMen.  Beseichnen  wir  den  erstwen 
Winkel  mit  T,  den  anderen  mit  IT,  so  wird 

j,  (2«»*  —  «)  n 

Für  die  halben  KantenWinkel  fiftdeii  sich  folgende 
Werthe  der  Cosinus,  wenn  man  der  Kürze  wegen  die 
Grösse  l/««  (»^+ 1)  +  H«  j/2  mit  M  bezeichnet: 

ÜB 

woraus  die  Proportion 

co$iA:co$iB:cosiC=:m^n:ny2im(n^l) 
folgt.    Endlich  findet  man 

fantiA  =  >^('"  +  «')-  +  a  ««'>»- 


i    121. 
BetadulUg  d«r  Ikoaitetraeder  mOm. 

Wahrend  die  in  den  rorbergehenden  ft.  aofge« 
fiudenen  Formeln  für  siO«   snm  Tbeil    etwas   ver- 
wickek  sind,  so  irereinfaebeh  sie  sieh  bedeutend  für 
I  10 
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die  übrigen  Gestalten,  in  tvelchen  für  m  und  n  fi^ 
Gränzwerthe  1  oder  oo,  oder  auch  das  VerhältniM 
der  Gleichheit  eintreten. 

Man  setze  zuvörderst  in  den  für  mOn  berechne- 
ten Formeln  n  =s  m,  so  verwandeln  sie  sich  in  die- 
jenigen Ausdrücke,  welche  für  das  Ikosa6der  gelten; 
es  werden  nämlich: 

I.  Cö^i&cienten  der  Zwischenaxen : 
_     3<»  _     2m 


^  +  2'       ~  tn  +  1 
n.  Flächennormale: 

III.  Kantenlinienj 

^  ^  illzJlil^l^ ;    diese  Linie  ist  jetzt  keine 

Kantenlinie  mehr,  wie  der  untenstehende  Werth 
von  toiA  zeigt,  sondern  die  symmetrische  Dia- 
gonale derDeltoide;  die  gleichschenklige  Diago^ 

nale  wird  ;=  ^  f  ■ -,  also  =  der  rhombischen  Zwi- 

schenaxe,  ubd  die  synunctrische  Diagonale  ist 
<>  =  <;  als  die  gleichschenklige,  je  nachdem 


B  = 


m  +  i 


(m  +  2)(m  +  i) 
da  B  nothivendig  immer  >C,  so  folgt,  dais  die 
Kanten  der  tetragonalen  Ecke  immer  die  länge-' 
ren  sind. 
IV.  Volumen:  / 

\,   _  6m^ 

^-(m  +  2){m^i) 

V.  Oberfläche: 

_  2*m  y^m^  +  2 
^  -  (m+2){m+i) 
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VI.  Flächenwinkel: 

m  —  1 

^        Vm"^  2m  +  i 

iangcsss    ,    ^       nüd  taHg2c=i  ml^m^  +  2 
Vm^  +  2 

Weil  nämlich  je  zwei  in  eiher  längsten  Kante 
zasammfenstossende  Flächen  von  mOn  jetzt  in 
eine  Ebene  fallen,  so  bilden  auch  26  nnd  2Cy 
jene  den  stumpfen,  diese  den  spitzen  Winkel 
an  der  symmetrischen  Diagonale.  Die  Winkel 
0  und  2  c  sind  natürlich  immer  <^  90"" ;  sie  wer- 
den gleich,  wenn  i»  =  1  -{-  }/2,  und  überhaupt 
ist  a>  =  <2<J,  je  nachdem i» <C  =s>  1+  j/2. 
Vn  Kantenwinkel: 

co$A^=  —  1,  die  Kante  A  verschwindet  also. 

coiB^  —  -^2^2'  ^^^^  2"  ~  ^^^-^^ 
^  2m  +  l 

Wiederum  wird  B  =  C,  wenn  m  =  1  +  /2,  und 
überhaupt  ist  Winkel  J!  >  =  <;  Winkel  C,  je 
nachdem  «•>==<;  1  +  j/2. 

8.     122. 

Berechnung  der  Triakisoktaeder  mO. 

Man  setze  in  den  für  mOn  berechneten  Formeln 
s  =  1 ,  so  erhält  man  die  analogen  Ausdrücke  für 
siO,  wie  folgt: 

I.  CoSfficienten  der  Zwischenaxen : 

'=2lM^'    "  =  * 
DL  Ilächennormale : 

m 

N 


K2»i*  +  1 

10' 
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HL  Kantenlinien : 

2«  +  l  , 
2Ä=  ^2 

<^=^^^r  diese  Lude  i.t  j^tTt 
keine  Kantenlinie  mehr,  sondern  nur  die  Ho- 
hetilinie  der  Flächen  de»  Triakisokta«deri ,  wie 
diess  auch  ans  dem  untenstehenden  Werthe  von 
eosC  folgt 
rV.  Volumen: 

•^         2«i  +  1 

V.  Oberfläche:  ^^ 

12/2^^+1 

VI.  Fläehenwinkel: 

iaHga  =  00 j  also  a  =  90^  ^ 

/2«i^  +  1 

Weil  nämlich  je  zwei  in  einer  kürzesten  Kante 
.  C  zusammenstossende  Flächen  von  mOn  in  eine 
Ebene  fallen,  so  wird  der  stumpfe  Scheitelwin- 
kel der  Flächen  von  «0  durch  zwei  Winkel  b 
gebildet 

VII.  Kanteawinkel : 

eo$C=  —  1 ,  also  verschwindet  diese  Kante. 
Cebrigens  kann  niemals  A:=sB  werden,   weil 
für  diese  Gleichheit  der  irrationale  Werth  m  = 
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i  +  ys  gefordert  würde ;   wie  denn  Überhaupt 
j4>  =  <B,  je  nachdem  «i<=i>l  +  |/2iit 

f.    123: 
ßerechnong  der  Telrakitkeza^er  coOn. 

Setzt  man  in  den  Formeln  für  das  HexakiaoktaiS- 
der  2»  =  oo,  so  erhält  man  die  cur  Berechnung  des 
TetrakishexaSders  dienlichen  Ausdrücke  wie  folgt: 
I.  CoSfficienten  der  Zwischenaxen : 

n.  Flächennormale : 


m.  Kantenllaien: 


I^F+1 


A  = 


»  +  1 


B  —  '^^\+^;   diese  Linie    ist  Jetst  keine 

Kantenlinie»  sondern  die  Höhenlinie  der  Fläzen 
▼on  ooOn. 

2C  =  — r-i  5  ^«  nftmUch  fe  rwel  in  einer  mitt- 

leren  Kante  Ton  siOn  zusammenstossende  Flft-* 
chen  in  eine  Ebene  fallen,  so  bilden  nun  zwei 
der  ehemals  kürzesten  Kanten  die  längere  Kante 
von  ocOi». 
rV.  Volumen: 


(•  +  1)' 

y.  Obeiflächet 

*=       (»  +  !)' 
VI.  FÜtehenwiBkel: 

toMfa»do,  ah^  2«  a  ISOr 
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tangh  =  ■ 


n 


fnnorr^^.  ■  und  fang2e  =  2»  i^j»*  +  1 

es   contribuiren  nämlich   zwei   ebene  Winkel  c 
zur  Darstellang  des  stumpfen  Winkels  der  Flä- 
chen von  ocO». 
VII.  Kantenwinkel: 

cogA  =  --    .   .    . 
«^  + 1 

coiB=ss — 1,  also  verschwindet  diese  Kante. 

Aus  diesen  Werthen  folgt,  dass  ^=C,  wenn, 
n  =r  2,   so  dass  oo02  die  einstige  Varietät  ist, 
in  welcher  beide  Kanten  gleichgross  sind. 

8.     124. 

f  Berechnung  des  Rhombendodeka^ers  ocQ. 

Die  Ausdrücke   für  das  RbombendodekaSder  fin- 
'den  sich  aus  jenen  fiir  das  TetrakishexaSder,   indem 
man  «  =s  1  setzt,  wie  folgt: 
.     X  Co€£ficienten  der  Zwi&chenaxen : 
^'     '      ^  t^  i;    r  =  i   ' 

n.  Flächennormale: 
;-■  A-=  /i       ■  ••    -    :       ■• 

m.  Kanienlinien : 
^  =  4  j/3 
2£  =  ^2   und  2C  =  1;  die  bcfiden  Kahten 
B  und  C  sind  nicjit  nehr  vori^nden;  die  ihnen 
entsprechenden  Kantenlinien  bilden   die   hsdben 
Diagonalen  der  Flächen  des  Dodekaeders.  ' 
IV.  Volumen: 

F=2 
"  V.  Oberfläche :  :  ' 

S  =-6>/2  =  ^78  . 
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VI.  Flächenwinkel: 

ianga  =  oo,  also  a  =  90* 
tangb  ^=s  y2\  mnd  tangZh  =r  —  |^8 
iangc  =  ^}f^  und  lang 2c  =  ^8 
Indem  je  vier  Flächen  eines  rhombischeii  Eckes 
von  mOn   in   eine  Fläche    fallen,    bilden  zwei 
Winkel  e  den  spitzen ,  und  zwei  Winkel  b  den 
stampfen  Winkel  der  Flächen  von  ocO 
Vn.  Kantenwinkel: 

A 

C^*4=^4,  daher il as  120*  and tojfj^~  =  )/d; 

eoiB  =  coiC=: — 1;  je  vier  am  ein  rhombisches 
Eck  von  mOn  versammelte  Flächen  fallen  aUo 
in  eine  einzige  Ebene. 

8.     126. 
Berechnoiig  des  Oktaeders  Ol 

Die  Aasdriicke  ftir  O  finden  sieh  aas  jenen  fSr 
•O«  oder  mO,  indem  man  m  ss  i  setzt,  wie  folgt: 
L  CoSf&cienten  der  Zwischenaxen : 

/=  1,   r  =  1 
n.  Flächennormale: 

m.  Kantenlinien : 

'a=  f^iy  2B  =i  /2,  C=  j/i;  die  Kantenlt- 
men  des  OktaiSders  sind  nämlich  s±2B;  A-^C 
ist  die  Höhenlinie  der  Flächen. 

IV.  Volumen: 

•  ■  r=f^ 

V.  Oberfläche: 

VI.  Flachenwinkel: 

fang  a  =  oo;  fang  5  =  /^ ;  diese  beiden  Winkel 
erscheinen  nicht  mehr  unmittelbar;  die  Flächen- 
winkel aind  ss  3c,  und  tang2c  =9  ^3,  weil 
tunge  =«  /f 
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yn«  Kantenwinkel: 
I       co$A  s=5  ceiC=s —  1;  also  fallen  je  sechaFlä- 
chea  eiaes  ditii^;aiialeaJElckes  Ten  mOü  in  eine 
Ebene. 

co$B=~i,  ^fioÄ=xl09^38'16%  nnd  tangj^  ^ 
§.    126. 

Bereohnang  des  Hexaeders  opOoc- 

D^  AuscUücke  für  ocOcx)  finden  sich  aus  Jenen 
fäf  fliOf»  oderooO/i,  indem  man  m  oder  nssop  seist, 
yfliß  folgt; 

I.  Ca^fficienten  der  Zwincbenaxen; 

/  =  3,   r  =  2 
U.  Flächennonnale : 

A-^  1 
m.  Kantenliaien; 

2A  =te  2  /2  =  ^8,  die  Fl^cheadiaj^onal^n 

21?  =  2  C  =5?  2  die  Kantenünien. 
IV.  Volumen; 

V,  Oberflächen 

S  =  a4 
VI.  Fläohenwinkel: 

ianga  ;=m  oc;  iam^b  b;;  itmfe  =  i;  die  Flächen« 
Wickel  sind  =i:  2ik  ^  m"*^  w^U  /ai^^*  =  ». 
VH,  Kantenwinkel: 

co#^  =3  co#ir  39—  1;  also  follen  je  acht  Flä- 
chen eines  ditetragonalen  £ckef^  yon  siOn  in 
9 ine  Ebene. 

C 

eQ$C  =  0,  also  C  =;  90«',  unA  tang  j^l 

%.    127.  ■ 

WejcUift  V.OII  i  UAd  r  II»  4ßa  \vlclvi;l^pt^  de«  t^iMi^t«a  Qi^U^iL 

Pti  dieKennfiuss  der  ^antenwinkai  anddtfrCo^f« 
ficienten  der  Zwischenaxen  im  pra^i  von  g^M  beson«* 
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derer  Wichtigkeit  ist,  80  schien  es  mir  zwedunfissig, 
in  diesem  und  dem  folg^ndeti  §,  die  bcrftclmeten  Wer- 
die  derselben  für  die  wichtigsten  Varietäten  der  Ge- 
stalten in  ihrer  holoedrischen  Erscheinungsweise  mit- 
ntheilen  *), 

Co^jyicienten  der  Zwüchenmxen, 
Gestalt    I     t 
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*)  Unter  den  Hezakisoktaedern  habe  ich  l^pothetUcb  tO^ 
mü  iiii%enärt,  da  ek  weht  ndgiicb  iii,  dwN.  dio  Mi  Philipe  ain 
KobiOtkies  beiifcftditwle  Y^m^M  4ieM  «ad  nebt  V^^  «M- 
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f.    128. 

Kanten'vviiikiel  ^er  wichtigsten  Gestalten  in  ihrer  hoieSdriechen 

Erscheinungsweise  *). 
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f.     129.;  5., 
Berechnung  von  fiiO ,  ooOn  und  litO^  ^  I  in  Bezug  auf  ihre  ein- 
geschriebenen Gestallen. 
Das  Triakisoktagder  mO  lässt  sich  als  ein  pyra- 


^)  Da  die  Cosinus  sammüich  negittivaindy  so  ist  zur  Knpa- 
ruiig  des  |launi^-daa  Zeichen  ><-  weggelassen  worden. 
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midentrageBdes  Oktaeder,  das  Tetraktshexa^er  ocO» 
als  ein  pyraiiiidentrageiides  HexaSder,  und  jedes  Hexa- 

kisoktaeder  von  der  Form  «O als'  ein  pyrami- 
dentragendes Rhombendodeka^der  betrachten.  Es  ist 
in  mehrfacher  Hinsicht  der  Mühe  Werth,  die  Verhält- 
nisse dieser  Grestalten  zu  ihren  eingeschriebenen  Ge- 
stalten kennen  zu  lernen,  mit  welchen  sie  in  ihrem 
Totalhabitus  so  auffallend  übereinstimmen.  Besonders 
wichtig  aber  sind  die  drei  Fragen  nach  der  Höhe, 
nach  der  Grundkante  und  nach  dem  Yoliimen 
der  einfachen  Pyramiden,  welche  wir  uns  auf  die  Flä- 
chen der  eingeschriebenen  Gestalt  aufgesetzt  denken 
müssen,  um  den  entsprechenden  24Flächner  oder  48- 
Flächner  zu  erhalten.  Wir  wollen  daher  die  Antwor- 
ten auf  diese  Fragen  für  di^  drei  erwähnten  Gestalten 
aufsuchen. 
1)  Triakisokta^der  mO. 

Die  Hohe  h  der  auf  das  eingeschriebene  Okta^ 
der  aufgesetzten  einfachen  Pyramiden  ist  offenbar  die 
Differenz  <ier  halben  trigonalen  Zwischenaxen  von 
mO  und  O,  also 

Drückt  man  aber  diese  Höhe  als  Multiplnm  der  tri- 
gonalen Zwischenaxe  des  Oktaeders  aus,  so  wird  der 
entsprechende  CoSfßcicnt 

_  nt  — 1 
^  —  2m  -H  1 
Da  die  Höhenlinien  jeder  Oktaßderfläche  durch 
die  trigonale  Zwischenaxe  in  zwei  Theile  getheiit 
werden,  von  welchen  der  kleinere  =  j^-J-  (§.  125,  III.), 
so  wird,  für  den  Kanten  winke!  t  an  der  Grundfläche 
jeder  aufgesetzten  Pyramide 

(m-^fW2 
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Ehis  Volumen  q>  der  Pyramide  ist  endlich  das  Pro- 
dact  aus  ^fer  Oktaßderfläche  in  den  dritten  Theil  tob 
A,  folglich 

_      m  — 1 
'^-6(2*1  +  1) 

2)  Dan  Tetrakishexaßder  ocOn. 

Die  Hohe  A' der  auf  die  Flächen  des  eingeschrie- 
benen Hexaeders  gesetzten  einfachen  Pyramiden  ist 
die  Differenz  der  halben  Hanptaxen  von  coO»  nnd  Ton 
dem  demselben  eingeschriebenen  Hexaeder.  Nun  ist  die 
halbe  Hauptaxe  von  ocQn  jedenfalls  =  1 ;  die  halbe 
Hauptaxe    des   eingeschriebenen  Hexaeders  aber  sa 

— 7—7«  also  wird  die  gesuchte  Höhe 

n+  1  ^ 

»+ 1 

Wollen  wir  daher  aus  dem  Hexaeder  die  Gestalt  ocOn 
ableiten,  indem  wir  seine  Hauptaxen  vergrössem,  %o 

betragt  die  n5thige  VergrSsserang  genau  -^  dar  HexaQ- 

deraxen. 

Hieraus  folgt  sogleich  für  den  Kantenwinkel  • 
an  der  Grundfläche  der  Pyramide 

/ai^£«:  — 

Das  Vohmien  endlich  ist  das  Product  aus  dem 
dritten  Theile  der  Höhe  in  die  Grundfläche,  welche 
letztere  die  Oberfläche  des  eingeschriebenen  Hexae- 
ders ist;  also  wird 

3)  DasHexakisoktafidermO j-oder- — tOä. 

nh-^k         n — 1 

Diö  Höhe  h  der  auf  jede  Fläche  des  eingeschrie- 
benen Rhombendodekaeders  gesetzten  einfachen  Py- 
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ranude  ist  offenbar  die  Differenz  der  halben  rhembi- 
scben  Zwiachenaxen  beider  Gestalten;  also 

*-(»  +  l)/2 
nnd  drückt  man  diese  Hohe   als  Multiplum  der  Zwi- 
sehenaxe  von  ocO   aus,   so  wird  der  entsprechende 
CoCffieient 

«  —  1      ,  1 

Q  =  —ri  ^^^  = 


n  +  l  2m  — l 

Da  ferner  das  Perpendikel  ans  dem  Mittelpnncto 
jeder  Dodekaederfläche  auf  eine  der  Seiten  =£=  ^^y  so 
wird  die  Tangente  des  Kantenwinkels  €  an  der  Grund- 
fläche der  aufgesetzten  Pyramide 

'  Endlich  ist  das  Volumen  gleich  dem  Producte 
aus  dem  Flächeninhalt  der  DodekaSderfläche  in  den 
drittea  Theil  von  A,  also 

_     n  — 1 1 

9^  —  6(11+1)  ~  6(2«f  — 1) 

S)  BertekmMg  der  geme^^flächig  -  kemiiidriickeM  OntaUen, 

f.     130. 

fnOit 
Berecfamuig  des  Hexakistetra^ders  '^;  Zwischenaxen. 

DasHexakistetraßder,  als  der  allgemeine  Reprä- 
sentant aller  geneigtflächig -semitesseralen  Gestalten, 
ist  allen  Berechnungen  derselben  zu  Grunde  zu  le- 
gen. Die  Hauptaxen  und  rhombischen  Zwischenaxen 
erleiden  keine  Veränderung;  allein  die  trigonalen 
Zwischenaxen  zerfallen  in  sämmtlichen  geneigtflächig- 
semitesseralen  Gestalten  in  zwei  ungleichwerthige 
Hälfiten,  indem  die  eine.Halbaxe  die  ursprüngliche 
Gffdsse  wie  in  der  holoedrischen  Muttergestalt  be- 
hauptet, während  die  andre  einen  grösseren,  ron  der 
VeigriSBMrm^  der  abweohselndeB  Flächensysteme  ab- 
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häbgig^Mi  Werth  erhält.    Wir  nennen  jene  die  boloS^» 
drische,  diese  die  bemiSddsche  trigonale  IlalbaxCi 
Aufgabe.      Die    Grösse    der    hemi€driscben 
trigonalen  Halbaxe  im  Hexakistetra§der 

— ^  zu  finden. 

Man  lirancht  zu  dem  Ende  nur  die  Gleiebung  ei** 
ner  Fläcbe  F^  des  HexakistetraSders  mit  den  Glei- 
cbupgen  der  im  Nebenoctanten  gelegenen  trigonalen 
Halbaste  zu  combiniren.  Es  ist  aber  die  Gleichung 
von  J^  wie  oben 

^  +  x  +  ,==i 

und  es  sind  die  Gleichungen  der  erwähnten  Halbaxe 
y  —  z  =  0 
jr  +  2;  =  0 
^  +  y  =  0 
Aus   ihrer  Combination  resultiren  die  Coordinä'» 
ten  des  Durchschnittspunctes,   wie  in  $.  107. 

mn 

y  «m  +  fli  —  n 

und  daher  die  gesuchte  Grösse  T^  der  hemiSdrischeti 
Halbaxe 

mn-^-  m  —  H 
Will  man  T^  als  Mültiplum  von  ^4-,  als  der  tri- 
gonalen Halbaxe  des  Oktaeders  ausdrücken,  so  wird 
der  Co^fficient  x  der  VeiYielfachung 

3«fii 


t  = 


mn-^-m  —  n 


i  131. 

jß'ortsetzim^)  Kanienlinien. 

Aufgabe.  Die  Grösse  der  Kantehlinien  des 
HexakistetraSders  zu  finden. 
Die   längsten  Kanten  A   des   Hexakisokta^ Jers 
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bilden  in  uhver&nderter  Lange  die  kSrsesten  Kanten 
des  He^akistetraSders,  während  sich  die  korzesten 
Kaäten  C  der  Mattergestalt  zu  den  längsten  Kanten 
der  abgeleiteten  Gestalt  ausgedehnt,  ihre  mittleren 
Kanten  B  aber  gänzlich  verloren  haben.  Statt  ihrer 
sind  eine  neue  Art  von  mittleren  Kanten  zum  Vor*^ 
seheine  gekommen,  welche  man  auch  fugUch  die  cha«* 
rakteristischen  Kanten  dieser  semiteäseralen Ge- 
stalt nennen  kann.  Bezeichnen  wir  die  kürzesten, 
mittleren  und  längsten  Kanten  des  Hexakistetrafideri 
mit  A\  B'  und  C%  und  combiniren  wir  für  die  bei- 
den letzteren  die  Coordinaten  ihrer  respectiven  End- 
puncte  nach  der  bekannten  Fonnel  für  die  Distanz* 
linie  zweier  Puncte,  so  folgt 

mn  +  m  +  H 

ß^  _  i^'^m'^^  +  i^  —  ny 

mn  +  m  —  n 


l     132. 

Fortsetzung;  Volumen. 

Aufgabe.    Das  Volumen  V  des  Hexakiste- 
traäd^rs  zu  finden. 

Das  HexakistetraSder  besteht  ans  24  dreiseiti- 
gen Elementarpyramiden,  deren  jede  eine  der  Flä- 
chen 1^'  zur  Grundfläche,  und  die  Flächennormale*  N 
zur  Höhe  hat.  Wir  können  uns  aber  audi  dieselbe 
Pyramide  aus  zwei  Theilpyramiden  zusammengesetzt 
denken,  wenn  wir  durch  die  zu  ihr  gehörige  Haupt«<< 
axe  die  Ebene  des  Hauptschnittes  legen»  Betrachten 
wir  dann  den  innerhalb  der  tllementarpyramide  fal- 
lenden Theil  des  Hauptschnittes  als  die  gemeinschaft- 
liche Grundfläche  beider  iTheilpyramiden,    so   ist  die 
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eine  derselben  Identisch  mit  der  bereits  berQcknetea 
Elementarpyramide  des  Hexakisokta^ers  mOj»,  die 
tindre  eine  Pyramide,    deren  Grandfläche   dieselbe^ 

also  fi=  r-7 — T-ii^  deren  Höhe  aber  eine  der  Coordi- 

2  (»  +  !)' 

naten  des  Poles  der  hemi§drischen  trigonaleii 
Halbaxe,  ako: 

mn 

ihr  Inhalt  imd  daher: 


6t«» +  «»  — »)(»  +  !) 
nnd  der  Inhalt  t?'  der  ganzen  Elementarpyramide: 


Da  nun  das  Tolumen  V'  des  ganzen  Hexakis« 
tetraSders  ;=  24 v%  so  folgt  endlich: 

Drückt  man  Y^  als  Function  von  t  und  t   oder  auch 
als  Function  von  V  aus,  so  erhält  man: 

F'  =  I-  tr  =  -r4^  V 
9  «1(11 +  1)  —  n 

i    133, 
Fortaetzungf  OberfUehc« 

Aufgabe.  Die  Oberfläche  &'  des  Hexakis- 
tetraSderS  zu  finden. 
Aus  dem  Volumen  v'  der  Elementarpyramide  lässt 
sich  nun  leicht  der  Flächeninhalt  A'  ihrer  nach  aussen 
gekehrten  Fläche,  d.  h.  einer  Fläche  des  Hexakiste- 
traCders  finden.    Denn  es  ist: 

und  folglich 
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Dordi  Snbstkution  der  Werthe  yon  N  and  v^  wird 
A'  —  ^  V^^  (n^  +~1) +^"" 

und  daher  24  A^  oder  die  Oberfläche  S^  des  ganzen 
Hexakistetraßders : 

'  «,  _  24 ü»  ylii^(f^^^)+ii 

_      m(H+i)      g 
m{M  +  i)  —  n 

~  TN 

§.    134. 

FortsettitDg^^   FlächenwinkeL 

Aufgabe.  Die  Flächenwinkei  desHexakiis- 
tetraSders  zu  finden. 
Da  der  eine  Winkel  b^  noch  au9  der  Matterge- 
stalt rückständig  ist,  so  haben  wir  nur  die  beiden 
Winkel  a^  und  </,  welche  von  den  Seiten  B%  C  und 
A\  B^  eingeschlossen  werden,  zu  berechnen;  es  ist 
aber  wiederum 

.     ,         2A^ 

.     ,      •  2A' 

Man  findet  also  die  Sinus,  und  kann  entweder 
ans  diesen,  oder  ax\&  den  Gleichungen  der  Kanten- 
linien die  Cosinus  bestimmen,  worauf  denn  endlich 
für  die  Tangenten,  als  die  im  Gebrauche  bequemsten 
Functionen,  folgende  Werthe  erhalten  werden: 


tangt^ 

(mn  +  «  — «)  Km'  (»»  +  !)  +  •' 

taMgi' 

=a  tangb 

fange' 

(«'  +  1)  + 
n){m~n) 

H 

11 
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f    136. 
Fostetcung;   KuitMiwiiike). 

Aafgabe.  Die  Kantenwinkiel  des  Hexakis- 
tetraöders  tu  finden. 
Da  die  künesten  und  längsten  Kanten  A^  und  C 
des  Hexakist#tjrä§ders  bereits  berechnet  i;vurden,  in- 
dem diese  nur  die  verlängerte  Kante  C,.  jene  die  auch 
der  Länge  nach  unveiänderte  Kaste  A  des  Hexakis- 
oktaäders  ist,  so  bleibt  uns  nur  der  Winkel  der  cha* 
rakteristischen  Kante  B^  zu  berechnen  übrig.  Setzen 
wir  die  Gleichung  der  einen,  zu  dieser  Kante  con- 
tribuirenden  Fläche  jP 

—  +  -^  +  z  «=s  1 
m         n 

so  wird  die  Gletchnng  der  andern  Fläche  F* . 

—  n    '    — m 
und  substituirt  man  die  Parameter  beider  Flächen  in 
den  allgemeinen  Ausdruck  für  den  Cosinus,  so  folgt: 
„,  «m  {mn  —  2) 

*'*'*=  ~  «*  (»*  +  !)  +  »* 
Während     eoiA'  =  eoiA 

COiC^  z=z  COiC 

Wenn  n  =  -^,  »o  wird  B'  =  C\ 
«  —  1 

§.    136. 
Berechnong  der  TrigoadodeksSder. 

Setzt  man  in  den  f&r  das  Hexakistetraßder  be- 
rechneten Formeln  n  a=  m,    so  erhält  man  die  zur 
Berechnung   des  Trigondodekaäders   dienenden  Aus- 
drucke, wie  folgt: 
L  Coifi&cient  der  hemiCdrischen  Zwischenaxe: 

T   =   3 
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IL  Kantenliniea: 

A'  —  i^il-^S  =  A  in  §.121;  dieie  lini« 

ist  jedocli  keine  Kantenlinie  mebr,  toadem 
nur  die  Höhenlinie  der  gleichschenkligen  Drei* 
ei^  des  TrigondodekaMers. 

2B^  3S3  »f2;  es  fallen  nimlich  Je  xwei  Kanten 
B^  in  eine  gerade  Linie,  nnd  bilden  die  re* 
gelmässigen  Kanten  des  TrigendodekaSders« 

^,        2Vm^+2m  +  3 

^  = — ir+2 — 

m.  Volomen: 

8m 


P  = 


IV.  OberfUdie: 

^==      «  +  2 
V.'FlichenwiBkel: 


tttnfV  =  ttmgh  in  f.  121;    der  8«fa«itelwiiikel 
der  Flachen  i^t  aber  =  26',  and  daher  seine 

Tangente,   tans2b'  =  -  ^''^2*+**"^ 
Drie  a.  a.  O. 
ianfitf  =  00,  also  c'  ==  90*;    natürlich,  da  Je 
s^ei  Kanten  W  in  eine  grade  Linie  fallen. 
VI  Kaatenwinkel: 

e&fil'=rcet^inf.l21.  »—1,  ab^iTslSOr. 
«•«—2 


« 


Ä*  +2 
eefC'  =  _   ?-5L±*  ^  cofC  in  f  121. 

M    +2 

Rir  •»  =  3  wird  BT  =  C. 

11" 
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f.    137. 

BereduHlDg  dei  DeltMddodekASden. 

Setst  man  in  den  für  das  HexaldstetraSder  be- 
rechneten Formeln  n  =  1,  so  gelangt  man  anf  die 
snr '  Berechnung  des  Deltoiddodekafiders  dienlichen 
Aasdrücke  wie  folgt: 

L  Co^cient  der  hemiSArischen  HalBaxe: 
3si 
^^2m  —  i 
n.  Kantenlinien: 

A^  =  J^^ArH^^  +  (  =  ^  in  1.122. 

^,        K3si^~2si  +  i 

^ 2^-^ 

2si  l^4si^  4-  2 
C"  =  — T — ^ ^  — ;    diese   Linie    ist  Jedoch 

keine  Kantenlinie  mehr,  sondern  die  symme- 
trische Diagonale  der  Deltoide,  indem  je  zwei 
in  einer  Kante  C^  anisammenstossende  Flächen 

in  oinfe  Ebene  fallen ,    wenn  ~^  ^^ 


8i 


in. 

fibergeht.    ' 
Volomen : 

r'  = 

IV. 

Oberfläche: 

Sr  = 

V. 

Fläehenwinkel: 

4«i»  — 1 

24«  V2m*  +  i 
4«*  — 1 


^         K2«»+l  ^  «»(2—*») 

fang b'=s-====  XL  tangib'ss — ^ '  ^  .     .^ 

^         K2n*-H        ^  «•(2+«»)      • 

/     2«»>^2»'  +  l 
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W«il  Bättfich  je  «wei  ia  der  Kante  C^  sutam- 
menatotsende. Flächeil  in  eine  Ebei^e  fallen,  ao 
werden  2af  nnd  2i'  die  ap  der  aymmetriscben 
:  Diagonale  liegenden  ebenem  Winkel;  zugleich 
ersieht  man  aus  demWerthe  von  tang2a\  das» 
2a'>  =  <90%  je  nachdem  «i>=:<a. 
VI.  Kantenwinkel: 

c0iA^  «  -  5§^  =  cot^  in  f.  122. 

2m*  + 1 
^oiC^  =  ~  If  also  C  =  18(f. 

f.    138. 
Beniclming  dea  Tetn^ra. 

Setst  man  i|i  den  Formeln  fBr  das  HexakistetraS- 
der  si  stt  11  :=5  1 ,  oder  in  jenen  ffir  das  Trigondode- 
kaSder,  oder  das  DehoiddodekaSder  «i  sb  1,  so  er- 
hftlt  man  die  Formeln  für  das  Tetraeder  wie  folgt: 
L  CoßCGcient  der  hemiSdrischen  Halhaxe: 

n.  Kantenlinien: 

A'  =  yi,  2B'  =  2|/2,  C  =  2/i;  die  li- 
nien  ^'  und  (y  sind  jedoch  keine  Kantenlinien 
mehr ,  sondern  ihre  Summe  A^  +  C^  =r  ^6 
bildet  die  Höhenlinie  der  Tetra^derflAchen,  wih« 
rend  2B'  die  Kantenl)ni#  des  Tetraeders  ist, 
in.  Volumen:  '. 

rV.  Oberflfidie; 

V.  Flächenwinkel: 

tang2af  =  y^3,  aho  80^=  66*"  der  ebene  Win- 
kel der  TetraMerfläclftn ;  tangV  ist  gleichfalls 
=  ySj  weil  aber  sechs  Winkel  ^  um  denstiben 
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Piuiet  Ifegen,    so  fidlen    sie  in  eine   Eben«; 
ittngff  =s  <x),  also  tf  =  90*. 
VL  KanlMwiiikel: 

eo9A  a=  —  1,  ^JOtB*  a*  -l-»  eo9C  ^sat  —  1;  die 
beiden  Kfuiteii  ^'  und  C^  verseliwiiiden,  nnd  die 
Kante  JT  i«t  =  70*  31'  44^ 

f.    139. 

W«rthe  Tta  f  aa4  f  fikr  dSebekamitetten  € mIiUmi  ia  \kem  guauift- 
iUcliig-liauSdriwiieii  EndidBniigvweiie. 

Es  folgen  nnn  in  diesem  und  dem  nächsten  f.  die 
berechneten  Werthe  der  Co<Sfficienten  t  und  %  sowohl, 
als  der  Kantenwinkel  der  meisten  bekannten  Grestal« 
len,  sofern  sie  geneigtftftchig-hemiSdrisch  aufitreten. 


GMtalt 

t 

r 

O 

1 

'  r 

10 
20 
30 

i 

i 
4 

4 

20*1 

^OH 

30f 

604 
70^ 
804« 

TT 

* 

4 

8 

A 

1 

*04 
202 
40* 
303 
404 
606 
40040 

4 

12. 

1 

* 

3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
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,     .1.    1^ 

Kantoawinkel  der  bekannieii  GesUdteD  in  ibrar  geaeistfiicliig  •>  hc- 


C«fcmlL 

[rofj' 

c«B' 

|™.C 

Wiiitel  A' 

1  Winkel  B' 

I  Winkel  C 

0 

1 

+  V  t    1 

-.       1  70*3l'44''i       - 

^o 

44 

+^ 

1 

16:i"39'30" 

82"  9'45' 

__ 

20 

0 

1 

1.^2  44    2 

*J0   0    0 



30 

IS 
1^ 

1  ^ 

1 

142    8  11 

9Ö    5    5 



20f* 

2£ 
9  4 

4 

164''64'35'' 

[  a7''55'41'';i64''54'35- 

¥Ot4 

395 

1  1 

:^9S    1 

l<i3  38  11 

100  21  18  1163  38  11 

304 

14 

i4 

L  > 

1  -t^ 

158  12  48 

110  55  29  168  12  48 

Vö^ 

1  ^  ^ 

0  1 

j  i<  i 

r  1  9 
1  äi 

t6Ü  57  18 

125  57    5  'l40    9   7 

402 

7  t 

+ 

IZ.- 

I61'  14  50 

124  51   0:144   2  58 

504 

TT    1 

^ 

_a  1 
1  ^ 

152  20  22 

122  52  42  1152  20  22 

70i 

5* 

TT 

T^ 

158  46  49 

136  47  13  136  47  15 

804 

6* 

170  14   0 

150  24  29!ll8  3419 

jOf 

1 

1  T 

1  ft 
1  7 

^ 

93°22'20'';160'15'  0* 

202 

+ 

^  1 

— 

109  28  16  |146  2fi  34 

404 ; 

■  1 

6?      1 

ä2 

— 

124    7  24  114    2 13 

303 

T 
l  l 

7 

1  1 

— 

129  3116  129  3116 

404 

^ 

i 

— - 

141    3  2'7il20    0   0 

606 

^ 

j  j 

.1  li   1 

— 

1Ä3  28  2U 

110  ai9 

40O4O 

iSflJi 

— 

175  57    1 

92  53  53 

8)  B«r«ciiaßij'^  ji«ra//e{^cA^-A««iMmr%ett  OettalUm. 

8..  141. 

Beredumog  des  Dyakisdodekaeders;  Cooidkiaten  des  nnregeloiasM- 
gen  Eckpunctes« 

Das  Dyakisdodeka^der,  als  der  allgemeine  Re^ 
Präsentant  aller  pa/allelllächig-semitesseralen  Gestal- 
ten ist  allen  Berechnungen  derselben  zu  Grunde  zu 
legen.  Die  Zwisehenaxen  behaupten  im  Dyakisdode- 
kaeder  unverändert  die  Werthe,  welche  ihnen  im 
HexakisoktaSder  zukommen;  sie  bilden  daher  keinen 
mem^n  Gegenstand  der  BerecbuHUg.  Allein  eine  an- 
dre Umie^  üimmt  «ntre  A«fiBier<ksamkeit  in  Anspruch) 
weldie  zw^3t  .wegen  Amr:  yeiBlUidAiücibM  L^ge  nkht 
als  #ii|^  A%»  bezeicili»et>-  ja|»i>r .  mkA  ej^  s^  vreoig 
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übergangen  werden  kann^  da  ihre  KeniUnisg  sowohl 
für  die  Combinationslehre  als  für  die  Zeictming  der 
paralleliläohig-ffemitesseralen  Gestalten  von  Wichtig- 
keit ist.  Diese  Linie  ist  der  ans  denpi  Mittelpunete 
.  nach  dem  onregelmässigen  Eckpuncte  gezogene  Halb* 
messer ,  dessen  Endpnnct  die  Lage  jenes  Eckpimctes 
bestimmt,  nnd  daher  dorch  seine  Cool^dinaten  fixirt 
werden  mnss. 

Aufgabe.     Die   Coordinaten    der    nnregel- 
mässigen  Eckpnncte  xn  finden. 

Da  diese  Poncte  jederzeit  in  die  Ebene  eines 
Hanptschnittes  fallen,  so  sind  nur  zwei  Coordinaten 
XU  berücksichtigen,  welche  sich  leicht  daraus  finden 
lassen,  dass  jeder  dergleichen  Punct  der  Durchschnitts- 
pim^ct  der  kürzesten  und  längsten  Kanten  zweier  flä- 
ehenpaare  ist. 

Da  nun  die  Gleichungen  der  genannten  Kiinten 

m 

n  . 
so  erhalten  wir  für  die  gesuchten  Coordinaten  des  nn- 
regelmässigen  Eckpunctes  wie  in  f.  109 

mn  —  1 

_  n{m-l) 

*  ^  mn  —  i 

Fortsetiuiig;  Kaotenlipien« 

Aufgabe.  Die  Kantenlinien  des  Dyakisdo- 
deka^ders  zu  finden. 
Da  die  flächen  der  DyakisdodekaCder  gMcfa- 
schenklige  Trapezoide  oder  auch  dergleichen  Trapese 
sind,  so  haben  wir  nnr  drei  ihrer  Seiten  als  die  g«- 
rackten  Kantenlinien  zn  beredui^Mi.    Wir  wotfen  aie 
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als  kirseste,  längste  und  mildere  Kanten  nnlersohei- 
den,  and  mit  deivBacbstaben^^,  f  und  C  lieMtoii- 
nen;  dann  sind  die  charakteristischen  Kanten  die  mit' 
A'  bezeichneten. 

Die  Kante  A"  wird  begrlnst  von  einem  rhombi- 
schen Eckpnncte,  dessen  Coordinaten 

^  =x=  0     y=  0     z  =  1 
nnd   Ton  einem  unregehnässigen  Eckpuncte,    dessen 
Coordinaten 

fltn  —  1 '  s»»  —  1  " 

l)ie  Kante  V  wird  begränzt  von  demselben  nn- 
regelmässigem  Eckpuncte  und  von  einem  ihombtscheh 
Eckponcte,  dessen  Coordinaten 

X  =  1      y  =  Ozp=0 
Die  Kante  C  endlich  wird  wiederum  von  dem- 
selben unregelmässigen    und  einem  trigonalen  feck-. 
poncte  begränzt,  dessen  Coordinaten 

mit      ' 

AT  3=  y  T=  «z  = 


mn  '\'  m  +  n  ' 

Combinirt  man  die  Coordinaten  je  zweier  Puricte  nach 
der  bekannten  Regel  für  die  Distanzlinie  derselben, 
so  £ndet  sich 

Forttetsong;  VoloiBen. 

Aufgabe.     Das  Yolamen  F*  des  Dyak^ado^ 
dekaCdeiy  sn  finden. 
Dai  Ojdoidodekaedep  besteht  alu  24  «ieneiti- 


Digitized  by  VjOOQIC 


170  ReiH0  1^9tgUographU. 

gtt  ElemeBtarpyranideA,  deren  Gl undÜBäekM  4ie  Be- 
grittsmigiflftoben,  und  deren  Hebe  jjieNonnaleA' d^r 
Gestalt.  Wäre  also  der  Fläeb^inbalt  A''  einer  Rft- 
che  des  DyaldsdodekaSders  bekannt,  so  wäre  zugleich 
das  Volumen  einer  Elementarpyramide ,  und  folglich 
das  Volumen  der  gaivBea  Gestalt  gefund^en.  Da  ai>er 
der  Eiäcbeninfaalt  ^  unbekannt  ist,  so  müssen  yAt 
die  Elementarpyramide  &uf  andre  Art  vi  bestimmen 
suchen.  Man  lege  durch  den  Mittelpunct  der  Gestab, 
so  wie  durch  den  rhombischen  und  trigonalen  Eck- 
punct  einer  jeden  Fläche  eine  ««hneidende  Ebene,  so 
wird  die  vierseitige  Elementarpyramide  in  zwei  drei- 
seitige Pyi;amiden  zerlegt,  deren  Grundflächen  in  zwei 
Hauptschnitten  liegen^  während  ihre  Höben  die  Coor* 
dinaten  des  trigonalen  Eckpiinctes  sind.  Es  kommt 
daher  n^r.  noch  auf  die  BereebQung  jener  zwei  Grund- 
jBächen  an.  Beide  haben  eine  halbe  Hauptaxe  =  1 
zur  gemeinschaftlichen  Grundlinie,  währepd  ihre  Hö- 
hen die  oben  gefundenen  Coordinaten  des  unregel- 
mässigen Eckpunctes  sind.'  Die  eiw  an  der  Kante  A* 
,lic^Bde  Grundfläche  wird  daher 

_  m{n—i) 

-2{mn-i) 
die  andre,  an  der  Kante  ff*  liegende  Grundfläche 

_   *»(«»  — i) 
^  ~  2{m»—i) 
Mlltiplicirt  man  jede   dieser  Grundjflächen  mit.  4-  ^r 
Coordinate  des  trigQualen  Eckpunctes,  i|nd  addirt  dar- 
auf die  gefbndenen  Prodn<ice,   se   folgt  e"^,    oder  daa 
Volumen  A&t  Elemeniarpyrajnide       » 

f, mn  i^isM  —  m  —  n) 

^   ~  %{mn  —  f)  {mn  +  m  +  n) 
und  F%  oder  das  Volumen   des  DyakisdodekaM#M 
selbst  --  :'•  '  /      •:'.,•;  ../:-'»• 
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f.    144 

Fortoetsimg;  Oberfläche. 

Aufgabe.     Die  Oberfläche   S"  des  Oyakis- 
dodeka€ders  2a  finden. 

Aus  dem  Yolomen  v*^  der  Elemeiitarpyramide  upd 
der  bekannten  Flächennormale  N  lässt  sich  nun  leicht 
der  Flächeninhalt  A"^  ihrer  vierseitigen  Grandfläche, 
oder,  was  dasselbe  ist,  der  Inhalt  einer  Fläche  des 
DyakisdodekaSders  finden*  Denn  es  ist 
iNA''  =  ff 

also        A-'  =  ?^ 

6abstitnirt  man  fSr  N  und  t?^  ihre  Werthe,  so  wird 

.  ,  _  C^mn-^m  —  n)  Vm^»^  +  i)  +  i^ 
•  2(mn  —  i)  (mm  +  m  +  n) 
und 

jy  =  21^" ^  ^^^^^'^ ~m-n)  Vm'(n^  + 1)  + 1»^ 
(sm  —  1)  («Ml  +  «•  +  ») 

f.    145. 

^  Fortsetsong;  FlächesEwinkeL 

Aufgabe.    Die  Flächeowinkel  des  Djakis- 
dlodekaäders  %n  finden. 

Wir  wolkn  die  vier  Winkel  bexeiehn^ii  wie  folgt: 
Wiakel  swiseken  ^eite  JT  und  C  =?  o^ 
^      CT  und  CT  so:  b" 
-  ,    ♦►      CT  und  A*^  5«  c* 
...       -      A"  mAB^  ^iF 
Da  lim  die  Flioheii  der  Dyakisdodefca^dor  Tier- 
seitige  Ffgnren  sind,    so  wirde  die  BereelMUMig  der 
Winkel  maa  dem  Inhalte  and  den  Seiten  etwas  nAh- 
sam  seyn«    Für  die  b^en  aa  den  mregefaKiedgen 
Edken  liegenden  FUehenwäikel  ef  und  o*  sind  wir 
dieser  Mike  fiberhoben,  indem  wir  fBr  sie  dio  iiaoh 
•nssen  gewMdeten  Grundflächen  der  6ben  betedme- 
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Un  beiaen  TheilpyTamiden  benüljien  können.  Di^idi- 
ren  wir  nämlich  das  Yolnmen  jeder  dieser  Theilpy- 
ramiden  mit  -l-  der  Flächennormale,  so  erhalten  wir 
die  nach  aussen  gerichteten  Grundflächen  derselben, 
oder  die  beiden  Dreiecke,  in  welche  die  Fläche  des 
Dyakisdodekaßders  durch  die  Diagonale  aus  dem  rhom- 
bischen Eckpuncte  getheik  wird.  Nennen  wir  das 
an  der  längsten  Kiante  £*.  liegende  Dreieck  d,  und 
das  andere  i\  so  wird 

2(«Mi  —  1)  («Ml -f- m  +  «) 
^  _  aK»~l)l/«i»(i»^  +  l)  +  i»^ 
~     2(«m  — l)(«i»  +  «  +  «)  ;    . 
und  man  findet 

Aus  diesen  Sinus,  oder  aus  den  Gleichungen  der 
Kantenlinien  A'j  B^  und  C  kann  man  nun  die  Cosi- 
nus von  a"  und  c^  bestimmen,  wodurch  man  denn 
endlich  auf  die  Tangenten  gelangt. 

Für  die  beiden  Winkel  b"  und  tf  aber  kossrnt 
man  ku)rzer  zum  Ziele,  wenn  man  sie  entweder  un- 
mittelbar, mit  Hülfe  der  Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  aus  den  Kantenwinkeln,  oder  mittek 
der  Gleichungen  der  sie  einschliessenden  Seiten  CCT 
und  A'V  nach  der  bekannten  Formel  für -den  Cosi- 
nus des  Winkels  sweier  Linien  im  Rmme  bestunmf; 
Aus  den,  auf  die  eine  oder  die  andre  Artgefimdenen, 
Cosinas  gelangt  man  auf  die  Sinus,  und  d^ir^h  Com- 
biniation  beider  auf  die  Tangenten.  Die,  ReffuUato 
dieser,  zum  Theil  etw»  weitläu%en,  aber  duroh 
Bweckmässige  Substitutionen  sehr  abmkäraenA^nBedh- 
lUHÖfe^  sind  endlich :  .  ,,    .  <       . 
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*.„-•  =  n(mm-i)}^{n-  +  i)  +  n' 

.       .,  (mn  +  m  +  n)  Vm'jn^  +  1)  +  h^ 

^«^   =^  mn(m  +  n  +  i)  '' 

i^^^      m(mm-i)VmHn'  +  i)  +  ^^ 

tangdr  =  ^m'(m^  +  i)  +  n^ 

f.    146. 
,  ForUetmng.    Panüielkantige  Dyakiido^ekaSder* 

Da  sich  gewisse  Dyakisdodeka^der  dadurch  ain- 
seichneo,  dass  die  Kantenlinie  ^  der  gegenüber  lie-^ 
gendea  Kantenlinie  C  parallel  läuft,  weshalb  auch 
fSr  sie  der  Name  der  jparallelkantigen  Dyakis- 
dodekaSder  vorgeschlagen  wurde  ($.  85.%  so  ist  in 
ihnen 

c^  +  if  =  180^ 

also      tangd^  =  —  fange" 

,                       m(mn  —  1)  . 

oder  ... ^TT— i^ — r-2 \  =  * 

üe  BedingungsglMkhung  f&r  jenen  Parallelismns ;  ent- 
wickeln wir  dieselbe,  so  folgt: 

oder  '  si  =  n« 

als  die  Relation  der  Parameter,  welche  nothwendig 
Statt  finden  muss,  wenn  das  Dyakisdodekaöder  ein 
parallelkantiges,  oder  jede  seiner  Flächen  ein  Tra- 
pez seyn  soll.   Von  den  bekannten  Varietäten  besitzt 

[4021 
I  diese  Eigenschaft.     Für  die  con- 

Tergentkantigen  DyakisdodekaSder  ist  «»^n^,  für 
die  diyergentkantigen'  dagegen  m<^n^  \  jene  nähern 
sich  den  friakisokta^dem,  diese  den  Ikositetraädern. 
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f.    147. 

Fortsetzung;  Kaiit«avfiukeL 

Aufgabe.     Die  Kantenwinkel   des  Dyakis- 
doJekaSdert  zu  finden. 

Wir  lassen  den  Kanten  ihre  obige  Bezeichnung, 
wo  ist  zuvorderst  klar,  dass  B^  =  B.  Was  nun  die 
beiden  andern  Kanten  betriift,  so  sind,  wenn  die  Glei- 
chung der  einen  zu  ihnen  contribuirenden  Fläche  fi 

^  +  x  +  .  =  . 

die  Gleichungen  der  beiden  Flächen  J^  und  jP^,  wel- 
che mit  F  die  Kanten  C  und  A^  baden, 

^  +  X  =  i 

m         n 

Setzt  man  die  Parameter  der  Flächen  F  und  F'j  so 
wie  der  Flächen  F  und  F^  in  den  allgemeinen  Aut^ 
druck  für  den  Cosinus  des  Neigungswinkels  zweier 
Flächen,  so  folgt: 

cot  Ar  ^=s. \  ,      (-j — -. 

to%W  s=  comB 

^^•^ g|.(ie^  +  l)  +  l,a 

f.    148.      , 
QlrechDuiig  der  Pentagondodeka^er. 

Setzt  man  in  den  für  die  Dyakisdodekaäder  Imh 
rechneten  Formeln  m  =  00,  so  erhält  man  die  For- 
meln fSr  die  Pentagöndodeka^der,  wie  folgt: 
I.  Coordimten  des  unregelmässigen  Eckpunctes: 
n  —  \ 
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II.  Kantenlifiien: 

V  = — ,   diese  Linie  ist  jedoch  keine 

Kantenlinie  mehr»   sondern  nur  die  Höhen- 
linie der  symmetrischen  Pentagona. 

m.  Volnmea: 

IV.  Oberfläche: 

^  _  12(2«.-1)>;FTi 

V.  FlScfaenwinkel: 

^      1»       (»+i)j^»M^     ^'     ,^  % 

fangdf'ssz  oo,  als«  rf*  =s  90*» 

Weit  niinlich  je  zwei  in  einer  Kante  V  zn- 
saauMMtossende  Flächen  in  eine  Ebene  mtd 
,  je  zwei  Kanten  Ä"  in  eine  Linie  fallen,  so 
verschwindet  der  ebene  Winkel  iT  nnd  je  zwei 
Winkel  aC  vereinigen  sich  zn  dem  einzelea  Win- 
kel der  symmetrischen  Pentagone.  ^ 
VL  Kanten  Winkel: 

»^  +1 
^   eoiB"  ^  —  1,  also  IT  =  ISO* 

fOfC'  = -5 — 

A^  +  l 
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Anmerkung.  Fiir  das  regelmässige  Pentagon- 
dodekaöder  der  Geometrie  wird  gefordert: 

1)  2^'  =  C' 

2)  co#2a*  =  coib'  =a  coicf' 

3)  C09A''  =  coiC 

Ist  ^ine  dieser  Bedingungen  erfüllt,  so  sind  es 
auch  die  beiden  andern;  jede  derselben  fuhrt  aber 
auf  den  Ableitungscoöf&cienten 

ü  —       2 
Das  regelmässige  PentagondodekaSder  kann   da- 
lier  im  Gebiete  der  Erystallformen  nicht  vorkommen. 
Weil  aber  der  Näherungswerth  Ton  n  =«s  1,618 . . ., 

so  würde  das  Pentagondodekaeder  — —j    und  noch 

mehr  — ^  oder  — ^^  dem  regelmässigen  Dodekaft- 
der  sehr  nahe  kommen,  wie  ihm  denn  voti  den  be- 
kannten  Varietäten  — ^  am  nächsten  steht. 

«.    149. 

Werdie  von  f ,  x  und  z  f&r  die  bekanntesten  Gestalten  in  ihrer 

paralleifl&chig-hemiSdrischeu  Bracheinongswdse. 

Es  folgen  nun  in  diesem  und  dem  nächsten  f.  die 
berechneten  Werthe  des  Co6£ßcienten  f  und  der  Co- 
ordinaten  ;ir  und  z  des  unregelmässigen  Eckpuactes, 
so  wie  der  Kantenwinkel  der  bekanntesten  Gestalten, 
sofern  solche  paraUelflächig*heiniädrisch  auftreten. 
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Gestalt. 

t 

X 

z 

20^« 

\ 

\ 

i 

üO^ 

45 

ü 

1» 

1  *'i« 

JJ 

JT 

»1 

30  J 

4 

4 
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^OY 

24 

13. 

7 

i^ 

«4 

5S 

402 

4 

* 

504 

+ 

1  1 

1  i 

lOi 

a  1 

11 

1 1 

1 1 

ii 

3  t 

M 

804 

ooOi 

4 

i 

1 

ooOi 

• 

T 

+ 

1 

oo02 

2 

k 

1 

oo03 

1 

\ 

1 

ooOj 

4 

+ 

1 

oo04 

13 

S 

4 

1 

i    150. 

Kanten^inkel  der  bekannten  Gestalten  in  ihrer  paraHelfUcbig- 
hemiedrisdien  Sncfaeiniingtweiie, 


GCTtalt. 

fo.-l-. 

CÖ*B' 

ttmV 

Wlntel  J" 

w;,ikp]  B"  I 

Winkel  C 

aöji 

1  9 

1.  4 

5  Q 

Il2-i7':iö" 

I36°23'öO- 153''4>'32' 

¥0^ 

1  ^*  1 

J  ->* 

f5% 

J  0  ■! 

.147 
31  S 

112  47  21 

138  45  18  1 151  27  35 

30^ 

1  ^ 

1  1 
1  4 

1  1 
t  4 

115  22  37 

148  59  50 

141  47  12 

V«x 

1  A  s 

J  S  S 

132  38  32 

152    6  47 

131  38  42 

402 

1  1 

_i_2 

3  j 

J  1 

128  14  48 

154  47  28 

13148  37 

SOf 

TT 

11       i 

11 

119    3  33 

160  32  13 

131    4  56 

70t 

li 

H 

134    1  13 

165    2  20 

121  42  49 

fi04 

b4 

A  1 

^6 

152   8    9  166  10  17 

112   8  11 

ocOi 

4  i 

4i 

102"'40'49'' 

— 

119"11'47' 

ocO^ 

11 

112  37  12 

— 

117  29  11 

ac02 

J 

i 

126  52  12 

— 

113  34  41 

oc03 

in 

J 

n 

,143    7  4H 

— 

107  27  27 

3cO^ 

11 

148    6  33 

— 

105  18  59 

gc04 

1  7 

* 

4 
IT 

151  55  40 

— 

103  36  32 

12 
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Viertes   Capitel. 

Von   den  Conlbinationen   des   Tesseralgy- 
steines. 

f.     151. 

Allgemeiiie  Entwicklung. 

Die  allgemeine  Entwicklung  der  tesseralen  Com* 
binationen  hat  durchaus  keine  Schwierigkeiten,  in- 
dem die  verschiedenen  dahin  gehörigen  Bestimmun- 
gen jedenfalls  durch  sehr  einfache  Hdlfismittel  zu  er- 
halten sind.  Es  bestimmt  sich  nämlich  für  jede  Com- 
bination 

1)  die  Zähligkeit,  nach  dei^  Regel  in  f.  66, 

2)  die  Grundgestalt,  ein  für  alle  Mal  als  das 
Oktaeder, 

3)  der  Charakter,  nach  demselben  einfachen  Kri- 
terium, welches  uns  schon  bei  der  Erkennung 
der  hemiSdrischen  Gestalten  diente,  indem  jede 
holoedrische  Kombination  in  beiderlei  Normal- 
stellnng  absolut  dasselbe  Bild  gewähren  muss, 
während  jede  semitesserale  Combination  eine 
abweichende  Lage  und  Verknüpfung  gewisser 
ihrer  Begränxnngselemente  erkennen  lässt.  Das 
Daseyn  oder  der  Mangel  der  Gegenflächea  für 
alle  oder  gewisse  Flächen  entscheidet  endlich 
darüber,  ob  eine,  bereits  für  semitesseral  er-» 
kannte  Combination  geneigtflächig  -  oder  paral- 
lelflächig-semitesseral  sey. 

4)  Der  allgemeine  und  besondre  Name  der 
Gestalten,  theils  nach  der  Zahl,  theils  nach  der 
Stellung  der  gleichartigen  Flächen.  So  werden 
z.  B.  6  gleichartige  Flächen  immer  das  Hexae- 
der, 8  gleichartige  Flächen'  immer  das  Oktaäder 

'  anzeigen,  und  12  dergleichen  Flächen  in  einer 
holoedrischen  Combination  immer  dem  Rhomben- 
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dodekaßder  angehören.  Aach  wird  man  nur  die 
Coinbination  in  normale  Stellung  zu  bringen  ha* 
ben,  nm  sogleich  ans  der  Lage  oder  Stellang 
der  gleichartigen  Flächen  auf  die  Art  von  6e* 
stalten  schliessen  za  können  ^  welcher  sie  an- 
gehören müssen,  weil  sich  ja  die  Gestalten  aber«> 
baupt  nur  in  derjenigen  Stellung  combiniren 
können,^ in  welcher  isie  abgeleitet  werden  (§.  64.): 

§.     162. 

Besondre  Entwicklung. 

Die  besondre  Entwicklang  der  tesseralen  Combi- 
Bationen  setzt  eine  genaue  Bekanntschaft  mit  den 
möglichen  Combinationsverhälthissen  der  tesseralen 
Gestalten  voraus,  und  macht  daher  eine  allgemeine 
Untersuchung  dieser  Yerhftltnisse  nothwendig,  welche 
wegen  der  so  verschiedenen  Erscheinungsweise  der 
holoedrischen  und  h^mi^drischen  Gestalten  in  zwei 
Abtheilungen  zerfällt.  Dabei  kann  jedoch  zunächst 
nur  auf  die  binären  Combinationen  Rücksicht  genom- 
men werden,  weil  sich  die  allgemeine  Theorie  der 
drei  •  und  mehrzähligen  Combinationen  in  eine  Un* 
zahl  von  Problemen  verlieren  würde,  ohne  doch  für 
die  Anwendung  besondre  Vortheile  zu  gewähren; 
denn  eine  jede  mehrzälilige  Combination  lässt  sich  in 
binäre  Combinationen  zerfallen,  und  dann  nach  den- 
selben  Regeln  entwickeln  wie  diese. 

Um  jedoch  wenigstens  die  interessanteste  und  am 
häufigsten  vorkommende  Modalität  der  ternären  Com- 
binationen, da  nämlich  die  Combinationskantcn  ziiieier 
Gestalten  durch  die  Flächen  einer  dritten  Gestalt  ab- 
gestumpft werden,  zugleich  mit  zu  berücksichtigen,  so 
wird  in  den  unten  folgenden  §§. ,  welche  der  beson- 
dem  Darstellung  der  binären  Combinationen  gewid- 
net  sind[,  nach  der  jedesmaligen  i^ng^^be  der  Ver- 
liältniase  je  zweier  Gestalten,  die  Combinationsglei- 

12* 
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ehung  ($.  6£^  in  derjenigen  Form  mitgetheilt  werden, 
iti  welcher  sie  sich  unmittelbar  anf  die  Abstnmpfungs- 
flächen  der  Combinationskanten  derselben  beiden  Ge- 
stalten bezieht. 

Was  endlich  die  Darstellung  der  binären  Combi- 
nationen  insbesondere  betrifft,  so  ist  es  keinem  Zwei- 
fel unterworfen,  dass  selbige  an  Verständlichkeit  und 
praktischer  Brauchbarkeit  bedeutend  gewinnt,  wenn 
man  jederxeit  eine  der  Gestalten  als  die  vorherr- 
schende denkt*)  und  die  von  Werner  erfundene  re- 
präsentative Beschreibungsmethode  zu  Hülfe  nimmt, 
weshalb  wir  uns  denn  auch  dieser  beiden,  die  flin- 
bildungskraft  sehr  unterstützenden,  HüUBmittel  dureb» 
gängig  bedienen  werden. 

A.    Teaeraie  Combintüionen, 

i    153. 

Combination  zweier  Hexakisoktaeder. 

Das  Hexakisoktaäder  mOn  ist  der  allgemeine  Re- 
präsentant aller  tesseraler  Gestalten;  wir  werden  also 
auch,  um  die  Gesetze  der  binären  tesseralen  Combi- 
nationen  in  der  grossten  Allgemeinheit  zu  entwickeln, 
zuvörderst  die  Combinationsverhältnisse  zweier  Hexa- 
kjsokta^der  mOn  und  m'On'  zu  untersuchen  haben. 
Wiewohl  nun  die  Ableitung  in  allen  Gestalten  des 
Tesseralsystemes  durchaus  die  gleiche  und  unverän- 
derliche Länge  derHauptaxen  voraussetzt,  so  scheint 
es  doch,  als  würden  wir  bei  der  Betrachtung  der 
Combinationsverhältnisse  diese  Voraussetzung  aufhe- 
ben müssen,  da  selbige  allerdings  eine  dem  Begriffe 


*)  Daii  durch  diese  Annahme  eine  jede  binare  Combination 
sweimal  in  Betrachtang  kommt,  kann  kaum  als  eine  IViederholung 
angesehen  werden,  da  eine  nnd  dieselbe  Combination  eine  gans 
andre  Physiognomie  erhält,  Je  nachdem  dk  eine  oder  die  aadre 
Gestak  die  vorherrschende  ist 
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der  Combinadon  widerstreitende  Forderung  endiAlt. 
Weil  indess  xur  Beurtheilung  dieser  Combi nations- 
Terhältnisse  nar  erfordert  wird,  die  relative  Lage 
der  Flächen  beider  Gestalten  zn  kennen,  so  gewährt 
es  grosse  Erleichterung,  diesen  flächen  HrsprüngUch 
gewisse  gemeinschaftliche  Dorchschnittsponcte  anxu- 
weisen,  xa  welchen  sich  denn  die  Pole  der  Hanpt- 
axen  am  natürlichsten  darbieten,  als  welche  schon 
in  der  Ableitung  als  die  gemeinschaftlichen  Cardinal* 
poncte  sämmtlicher  Gestalten  hervortraten. 

Sind  un9  also  xwei  Hexakisoktaeder  «Oji  und 
si^Oi»^  gegeben,  so  wissen  wir,  dass  solche,  wie  sie 
auch  beschaffen  seyn  mögen,  gleiche  Länge  und  init« 
hin  coincidirende  Pole  der  Ilauptaxen  haben.  Da 
nun  auch  die  rhombischen  und  trigonalen  Eckpuncte 
f&r  beide  Gestalten  in  dieselben  Linien  fallen,  so 
wird  offenbar  die  Erscheinungsweise  der  Combination 
von  der  Grösse  der  beiderlei  Zwiscbenaxen ,  oder, 
was  dasselbe  ist,  von  der  Grösse  der  beiderlei  Co§f- 
ficienten  t  und  r  abhängen.  In  der  That  ist  auch  die 
Theorie  der  binären  Combinationen  mit  diesen  beiden 
Co€fificienten  vollständig  gegeben,  und  unabhängig 
von  allen  andern  Hülfsmitteln  su  entwickeln, 

f.    154. 
Regebiäaiige  CombinstioiiaTerbftltiiiiM  iweier  HexakboktaSder. 

Man  sieht  leicht,  dass  unter  beständiger  Voraus-^ 
setzwig  der  Coincidenx  der  Pole  der  Hauptaxen  die 
Bedingungen  für  den  Parallelismus  der  dreierlei  Kanten 
beider  Gestalten  siO»  und  «i^Oii'  folgende  sind: 

1)  Parallelismus  der  längsten  Kanten,  wetin  i^  ^am  t 

2)  Parallelismus  der  mittleren  Kanten»  wenn  r^  =:  r 

V        I 

3)  Parallelismus  der  kürzesten  Kanten,  wenn  -ysst  — 

Setst  man  statt  ty  i\  r  und  r'  ihre  Werlhe,  so  er* 
hält  man  die  Bedingungen  für  dieselben  Parallelismeb 
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ttnmittelbar  durch  die  Ableilangseoefficienten  ausge- 
drückt; es  ist  nämlich: 

i)  f  z^  t  wenn     ,       ,  =  — r— 

2)  r'  =  r  wenn  »'  =  11 

3)  "T  =8—  wenn  — ^^-^ — ^  =  — ^^ — ■ — ' 

Die  diesen  Bedingungen  entsprechenden  Combi- 
nationsverhältnisse  aber  sind: 

1)  Für  V  =  t^   Zuschärfong  der  längsten  Kanten^ 

2)  für   t'  :=^  r^  Zuschärfung  der  mittleren  Kanten, 

t'  t 

3)  für  -7  =  — ,  Zuschärfong  der  kürzesten  Kaaten 

der  einen  Gestalt. 
Welche  Gestalt  diese  Zuscbärfuiigen  hervorbringt 
oder  erleidet,    das  hängt  im  ersten  und  dritten  Falle 
von  der  Grösse  der  Co^fficienten  r  und  r',  im  zwei- 
ten Falle  von  der  Grösse  der  Coäfficienten  t  und  t'  ab. 

5.     155. 
Unregelfliassige   Combliiations Verhältnisse  zweier  Hexakisoktaeder. 

Ausser  diesen  regelmässigen  Combinationsverhalt- 
nissen  zweier  ^exakisokta6der  giebt  es  aber  auch 
noch  andre,  welche  wenigstens  im  Allgemeinen  fixirt 
werden  können,  und  sich  dadurch  von  den  bisher  be- 
trachteten unterscheiden,  dass  die  Combinationskan- 
ten  keiner  der  Kanten  weder  von  «lOi»  noch  von 
m'Oi»^  parallel  laufen. 

Wegen  der  allgemeinen  Bestimmung  der  Lage  der 
Combifaationskante  bedürfen  wir  für  diese  Verhältnisse 
meines  unzweidentigen  Sprachgebrauches.^  Wenn  näm- 
lich eine  Fläche  F^  von  m^Oit^,  als  untergeordneter, 
mit  einer  Fläche  F  von  mOis,  als  vorherrschender 
Crestalt,  zum  Durchschnitte  kommt,  so  ist  die  Lage 
der  Combinationskante   beider  Fläciien  in  Bezug  auf 
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die  Kanten  der  Torherrschen^eA  €fe«tail  sa  bestim- 
men, wie  folgt. 

Die  Combinationskante  wird  immer  gwei  Kanten 
der  iläche  jPflohneiden,  und  dadurch  eine  gewisse 
Lage  gegen  die  dritte,  nicht  anmittelbar  geschnittene. 
Kante  erhalten.  Sie  wird  ihr  nämlich  entweder  par- 
allel oder  nicht  fiarallel  seyn;  im  letsteren  Falle 
kommt  es  anf  die  Richtung  an,  nach  welcher  sie  mit 
derselben  convergirt.  Da  nun  jede  Kante  durch  zwei 
verschiedene  Eckpuncte  begränzt  wird,  so  wird  die 
Combinationskante  mit  der  nicht  geschnittenen  Kante 
von  jF  entweder  nach  dem  einen  oder  nach  dem 
andern  Eckpuncte  hin  convergiren,  und  durch  die 
Nennung  dieses  Eckpunctes  ihrer  Lage  nach  im  All- 
gemeinen zu  bestimmen  seyn. 

f.     156. 
AUgtnittiie  UebenUht  der  Covbinationen  ew«jer  Kexakisoktaeder. 

Nach  dieser  vorläufigen  Bestimmung  können  wir 
nun  die  Combinationsverhftltnisse  zweier  Hexakis- 
oktaSder  mOn  und  m^On^  in  Folgendem  zusammen 
fossen'"): 


*)  Zar  Abkürzimg  des  Textes  tmd  rar  Erieichtenmg  der 
Ueberticht  sind  in  den  nächsten  §{.  folgende  Abbreviaturen  ge- 
braucht  worden: 


dreifl.  =  dreifläclüg 
Tierfl.  =  Tierflächig 
sechsfl.  =  sechsflächig 
aditfl.  =  achtflächig 
CV.  =  CombinationsTerhält- 

nist 
CG.  z^  Combinationsgleichtuig 
CK  =r  Combinationskante 
Bckp  =BckpiiBct 
tetr.  =  tetragonal 
trig.  =:=  trigonal 


ditetr.  =:  ^tetragonal 
ditKig.r=:dttrieeaal 
rhomb.  =  rhombisch 
coQTgt.  =  convergent 
Zusp.  =  Zuspitzung 
Zosch.  =  Zuscbärfong 
Abst.  =  Abstumpfung 
Zuspit  r=  Zusj^ltsungsflächen 
Zuaohfl.  -£:^;Mdiärfangaflä«lMm 
Abaifl.  =  Abfl(tawip€wf»ftä«**«" 
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Es  bilden  aniviO»,  all  vorherrschender  Gestalt, 
die  Fischen  von  m'Onf 

I.  Zuschärfungen  der  Kanten,  und  xwar: 

1)  der  längsten  K.,  wenn  I' =^  nnd  r^^r^  folglich 

^  <1;  Fig.  51. 

2)  der  mittleren  K,  wenn  r'xsr  nnd /^>/ytolglich 

7  >7;  Fig.  62. 

3)  der  kürzesten  K.,  wenn  -j=  —  nnd  9^'<Cr9  folg- 
üch  r<t;  Fig.  53. 

IL  AchtfLZnsp.  der  ditetr.  Ecke,  wennr'>r 
und  t^^tj  und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  kür- 
zesten Kanten 

4)  parallel,  wenn  -^=s5  — , 

5)  convgt.nach  dem  rhomb.Eckp.,  wenn-~>-^, 

6)  convgt.  nach  dem  ditrig.  Eckp.,  wenn^<i-; 
Fig.  54. 

in.  Sechsfl.Znsp.derditrig.Ecke,  wenn^<f, 

«öd  p<— j    wnd  zwar  sind  die  CK.  mit  den 

mittleren  Kanten 

7)  pfurallel,  wenn  r^  =s  Tj 

8)  convgt.  nach  dem  ditetr.  Eckp.,  wenn  r'  >  r, 

9)  convgt.  nach  dem  rhomb.Eckp.,  wenn r'<r; 
Fig.  55. 

rV.  Vierfl.Zusp.der  rhomb.Ecke,  wennr'<r 

t^       t 
wd  p/>7>   wnd  zwar  sind  die  CK.  mit  den 

längsten  Kanten 

10)  parallel ,  wenn  #'  =rs  ti  flg.  56, 

11)  convgt.  nach  dem  ditetr.  Eckp,  wennl'>#^ 

12)  convgt.  nach  dem  ditrig.  Eckp,  wenn/'<^. 
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In  diegen  12  FäHen,  welche  sich  auf  6  redodren, 
wenn  man  das  Verhältniss  des  Yorherrschens  der  ei- 
nen Gestalt  nicht  berücksichtigen  will,  sind  alle, 
durch  blosse  Discnssion  der  Werthe'von  t  nnd  r  xm 
bestimmenden  Combinationsverhältnisse  erschöpft,  wel* 
che  zwischen  xwei  Hexakisoktaidern  Statt  finden  kön- 
nen. Da  aber  jede  andre  tesserale  Gestalt  als  ein 
HexakisoktaMer  betrachtet  werden  kann,  so  begreift 
man  leicht,  dass  auch  für  die  binSren  Combinationen  ' 
der  übrigen  tesseralen  Gestalten  die  wichtigsten  Re- 
geln in  vorstehenden  12  Fällen  aufgefunden  sind.  Wie 
nun  in  dieser  Hinsicht  das  Besondere  aus  dem  Allge- 
meinen abzuleiten  sey,  das  wird  aus  dem  nächsten  (. 
klar  werden,  in  welchem  wir  beispielsweise  die  Combi- 
nationsverhältnisse des  HexakisoktaSders  mit  den  übri- 
gen 6  Arten  von  telftseralen  Gestalten  aus  den  gefunde- 
nen 12  Regeln  bestimmen  wollen.  Dass  übrigens  viele 
andre  eminente  Combinationsverhältnisse  hervorgeho- 
ben werden  könnten,  deren  Bestimmung  nicht  zunächst 
und  unmittelbar  durch  dieWerthe  von  t  und  r  gege- 
ben ist,  versteht  sich  von  selbst;  doch  werden  solche 
immer  unter  einen  der  12  Fälle  gehören,  und  nur  als 
besondere  Modalitäten  desselben  erscheinen,  wie  wir 
selbst  mehrfach  zu  sehen  Gelegenheit  haben  werden. 

f.    157. 

ABgaMine  DiscuMion  der  Combinatioiien  des  HexaldsoktaSden 

mOit. 

1)  Mit  M^O»^;  es  bilden  die  Flächen  eines  zweiten 
Hexakisoktaßders  si^On^  die  im  verigen  f.  aufge- 
führten 12  Combinationsverhältnisse  unter  den  da- 
bei angeführten  Bedingungen. 

2)  Mit  M^O«!";  da  je  zwei  in  den  längsten  Kanten  von 
w(Oi<  zusaminenstossende  Flächen  für  m'Omf  in 
eine  Fläche  fallen,  so  müssen  die  Flächen  die- 
ser Gestalt  jederzeit  auf  die  längsten  Kanten  von 
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mOn  aufgesetxt  erscheinen ;  sie  können  daher  anch 
nar  entweder  Abstumpfongen' derselben,  oder  vier- 
fläcliige  Zaspitxnngen  der  ditetragenalen,  oder  drei* 
fläcliige  Zuspitzungen  der  ditrigonalea  Ecke  von 
mOn  hervorbringen.  Diess  folgt  aber  auch  unmit- 
telbar aus  den  obigen  Combinationsbedingungen ; 
es  ist  nämlich  für  mfOm*  und  mOh 
r'^=^<:Cr    wenn    «i'^jss^h 

i;>=<l      .  «.'+1>=<!ÜÖ!±1I 

Da  nun  m  Jederzeit  >>»,    so  ist  offenbar 


m  +  u 


immer  >i,  und  —  immer  >,1,  folglich 
unmer  >t» 


m  +  u 


m(n  + 1)  .  ^      ,4 

— ^ — - — ^  immer  >  ii  +  1 

Gesetzt  nun,    es  sey  r'  =£=  r,  also  mf  =3  »,   so 

ist   auch  ^mfs^in^nnim^  +  iBsm+ii    also 

^       f 
muss  dann  nothwendig  f^t  und  -?<—  «cyn, 

r        T 

mit  unbedingtem  Ausschluss  andrer  Fälle ;  dieselbe 

Bedingung  gilt  für  r'^r  oder  »i'<;«,    während 

f  t 

für  f^>r  sowohl  /'>=<^,  als  -7>==<- 

r  r 

seyn   kann.    Hieraus  folgte    das»  ^'Om'  an  siOtoi 

von  den  obigen  12  Coinbinationsverhältnissen  nur 

'  Nr.  1,  4,  5,  6,  7,  8  und  9  hervorbringen  kann. 
3)  Mit  m'O ;  da  je  zwei  in  den  kürzesten  Kanten  von 
m^n'  zusammenstossende  Fläehen  färm^O  in  eine 
Fläche  fallen,   so   müssen  die  Flächen  dieser  Ge- 
stalt jederzeit  auf  die  kürzesten  Kanten  von  mO/i 

'  aufgesetzt  erscheinen ;  sie  können  daher  auch  nur 
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entweder  AbstumpfoogeQ  cUeser  Kanten  oder  drei- 
flächige Zuspitzungen  der  ditrigonalen,  oder  Zu- 
schSrfungen  der  rhombischen  Eckf»  von  mOn  her- 
vorbringen. Dasselbe  folgt  ans  den  obigen  Bedin- 
gungen; es  ist  nämlich  für  mfO  und  mOn 

r^  jederzeit  <  r ,  weil  »'  =  1 
es  können  daher  anch  nur  die  Combinationsrer- 
hältnisse  Nr.  3,  9,  10,  11  und  12  Statt  haben,  wo- 
bei sich  natüi^lich  jede  Zuschärfimg  in  eine  Ab- 
stiunpAu^,  jede  iifläcU|ge  Zuspitzung  in  eipe 
^jiflächige  Terwandelt  u.  s.  w. 

Die  beiden  andern  Bedingungen  sind: 

r>  =  <r  wenn  -:;^>  =  <.  **'* 


-/>  =  <—  wenn  »'>  =  <-l— i— ^ 

4)  Mit  opOfi^;  da  je  zwei  in  einer  mittleren  Kante 
von  «1^0»'  zusammenstossende  Flächen  für  ooO»^ 
in  eine  Fläche  fallen,  so  müssen  die  Flächen  die* 
ser  Gestalt  jederzeit  auf  die  mittleren  Kanten  von 
mOu  aufgesetzt  erscheinen ;  sie  können  daher  auch 
nur  entweder  Abstumpfungen  dieser  Kanten,  oder 
vierfläcbige  Zuspitzungen  der  ditetragonalen,  oder 
Znschäriongen  der  rhombtsehen  Ecke  von  mOn 
hervorbringen.  Dies«  besagen  auch  die  obigen 
Bedingungen;    denn    da   für  ocOV  der  Quotient 

•-;  =  oo,  so  ist  nothwendig 

-r  immer  >  — 

weshalb   denn  möglicherweise  nur  die  Comhina- 
tionsverhältnisse  Nr.  2,  5,  10  11,  und  12  Statt  fin- 
^    den  können.    Uebrigens  ist  für  diese  Combination 
r'>3=<r  wenn  ii''>5=r<i» 


<">  =  </  wenn  »'>  =  < 


«i+n 
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5)  Mit  ooO \  wegen  r^ <ir  gehen  dieselben  Schlüsse 

wie  für  m'O;    da  aber  «i^  =  oo,   so  ist  auch  — > 

r 

nothwendig  ^  —  9    und  es  bleiben  daher  nur  die 

Combinationsverhältnisse  Nr.  10,  11  und  12  übrig. 
Die  ihre  Modalität  bestimmende  Bedingung  ist: 

r>  =  <f,  wennl>  =  <-!^ 

6)  Mit  O ;  man  setze  in  den  Bedingungen  für  m'O 
mf^ij  so  folgt,  dass  nur  das  eine  Combinations- 
verhältniss  Nr.  9  übrig  bleibt. 

7)  Mit  ooOoo;  man  setze  in  den  Bedingungen  für  ex>0»^ 
»^  =  1,  so  bleibt  nur  der  Fall  Nr.  5  als  einzig 
möglicher  übrig. 

Nachdem  wir  solchergestalt  erläutert  haben,  wie 
aus  obigen  12  Regeln  die  Combinationsverhältnisse 
je  zweier  tesseraler  Gestalten  abzuleiten  sind,  gehen 
wir  zur  besondem  Darstellung  der  binären  Combina- 
tionen  über. 

f.     158. 
ComUnatioiien  des  HexakiioktaMers. 

Aus  dem  vorigen  f.  ergeben  sich  unmittelbar  fol- 
gende Combinationsverhältnisse  für  mOni 

1)  si^Oj»^  bildet  die  in  f.  156.  aufgezählten  12  Com- 
binationen  unter  den  daselbst  erwähnten  Bedin- 
gungen. 

CG.    «•V(m'ii-H»ÄO+ «•'(<»— «0»»'+»V—«)«»«»'=====O 

2)  «i'Om'  bUdet: 

2siii 

a)  Abst.  der  längsten  Kanten,  wenn  «1^=5 — r- ;  Fig.  57. 

tS-J-Ä 

b)  Vierfl.Zusp.  der  ditetr.  Ecke  -     -  >  -  -    Fig*58. 

c)  Dreifl.Zusp.  der  ditrig.  Ecke  -     -  <C  -  -    Fig.  59. 
Im  Falle  b  sind  die  CK.  mit  den  kürzesten  Kanten 
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«)  parallel, wenn  w^-f  1=*^*'^  ^^ 

/})  eonvgt.  nach  dem  rfaemb.  E^p.      —    -     —  >.     -•- 
y)  oonvgt.  nach  den  ditrig.  Eckp.      -.-     --<     ... 

Im  Falle  c  tind  die  CK.  mit  den  mittleren  Kanten: 

o)  parallel, wenn   m'sssii 

f)  convgt  nach  dem  ditetr,  Eckp.      -  -      -  >  - 
y)  convgit.  nach  dem  rhomb.  Eckp.      —      ~   <C  ~ 

Anaeerdem  erscheinen  die  Zospfl.  aU  Rhomben 
im  Falle  b/,  wenn  m'=sm\  Fig.  58. 

im  FaUe  cy,  wenn  »'+ 1  =  ?^^?!!-^ 

welche  beiden  Modalitäten  mittels    der  allgemeinen  Gombina- 
lionsgkicbnng  m  bestimmen  sind. 

CG.    «"(«•— «i>+ii'(«i'—ii>i  —  «iV(«i—ii)=0 

3)  m'O  bildet: 

a)  Abst.  d.  künesten  Kanten,  wenn  fli'=^!!^^^^;Fig.60. 

b)  ZiMch.  der  rhomb.  Ecke  -   -  -  >    -    -  Fig.  61. 

c)  Dreifl.  Zusp.  der  ditrig.  Ecke  .- <    -    -  Fig.  62. 
Im  Falle  b  lind  die  CK.  mit  den  längsten  Kanten : 

ä)  parallel, wenn      »^     =  JÜÜL 

ir-hl       »+« 
^)  oonTgt.  nach  dem  ditetr.  Eckp.      -  -      .    -    ^    -    . 
y)  oonTgt.  nach  dem  ditrig.  Eckp.      -  -      --<--- 
Ausserdem  erscheinen  im  Falle  c  die  Znspfl.  als  Rhomben,  wenn 

m'  Jrl (m,  +  l)n 

5?    "**"       m 
CG.    mTn^rnfn—m)  +  m\m—m')n—H\n—\)mM'^{i 

4)  ooOn'  bildet: 

a)  Abst.  der  mittleren  Kanten,  wenn  i»^  =  ii;Fig.63. 

b)  Vier«.  Zusp.  der  ditetr.  Ecke   -  -     -  >  -  Fig.  64. 

c)  Zusch.  der  rhomb.  Ecke  .  .    -  -     -  <  -  Fig.  65. 
Im  Falle  c  sind  die  CK.  mit  den  längsten  Kanten 

ff)  parallel, wenn  n^aes    *** 

/O  conrgt.  nach  dem  ditetr.  Bekp.      -  -    t  >    -    - 
y)  eonTgt.  nach  dem  ditrig.  Eckp.      *  -    .   <^    -    . 
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Amserdem  eradidnen  im  Falle  b  die  Zospfl.  als  RhombcD,  wenn 

€G.    «•>"'— «0»+'»V—«)»  =  0 

5)  ooO  bildet  jederzeit  Abst.  der  rhomb.  Ecke ,  und 
zwar  sind  die  CK.  mit  den  längsten  Kanten: 

a)  parallel, wenn  m-f  »s=«i»5  Fi^66. 

ß)  Gonygt.  nach  dem  dketr.  Eckp. >-- 

Y)  conygt  nach  dem  ditrtg.  Etkp. <C~- 

CG    m%fi'—i)n—n\n—i)m  =  0 

6)  O  bildet  Abst.  der  ditrigf.  Ecke ;  erscheinen  die  Abstfl. 

als  regelmässige  Hexagone,  so  ist  n= (§.  120.) 

«•+1 
Fig.  67. 

CG.    «•"'(»•— 1>~«>—1>i—*iV(äi—ii)=0 

7)  ooO^o  bildet  Abst.  der  ditetr.  Ecke*   Fig.  68. 
CG.    —,=  ^. 

8.    159. 

CoiDbinationen  de^  Dcositetraeders  mOm. 

1)  M\im'Onf\  die '  allgemeine  Discnssion  der  vorkom- 
menden Fälle  ist  hier  ganz  ähnlich,  wie  oben  für 
die  Combination  mOn  ,m'Om^\  es  ist  nämlich 

r>  =  <t  wenn    ^^^    >  =  <\m 

r'< — >*7^        — ^> —  :>=<«i+i 

Da  nun  m'  immer  >»',  so  ist  -7-; — -,  immer  5>i. 
und  --7  >  1 ,  und  folgikh 
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— ,  .»     nothwendig  immer  >i«' 
!%ti)     ...      .    .   >^+. 

Wenn  daher  %^  =  oder  >>  m,  so  kann  offenbar  nur 

f       t 
t^>t  und  -7  >  —  Statt  finden,  während  fiir  n^  <^  «i 

alle  mögliche  Verhältnisge  eintreten  könnea  Folg- 
lich sind  überhaupt  nur  die  CV.  Nr.  2,  3,  5,  9,  10^ 
11  und  12  möglich,  und  es  bildet  m'Qn*  an  mOm: 

a)  Achtfl.  Zusp.  der 

tetr.  Ecke,  wennii^>iii;  Fig.  70. 

b)  Zusch.  der  länge« 

reu  Kanten  -   -  »'=1»;  Fig.  69. 

c)  Yierfl.  Zusp.  der 

f       t 
rbomb.Ecke  -   -  »'<«  und-;>— ;Fig.71. 

d)  Zusch.  der  kürze- 

ren Kanten  ---^.     ,     -==-  Fig.  72. 

e)  Sechsfl.  Zusp.  der 

trig.  Ecke <  .   Fig.  73. 

Im  Falle  c  sind  die  CK.  mit  den  symmetrischen  Dia- 
gonalen von  mOm 

«)  parallel, wenn  —*      ^  =  im 

m'  +  »' 

ß)  conTgi.  nach  dem  tetr.£ckp. >'- 

y)  convgt.  nach  dem  trig.  Eckp.    —      ...     <;-- 

Ausserdem  werden  die  CK.  im  Falle  a  den  kürzeren  Kanten  Ton 

»OmpaiaUel,  wenn  iSl^Sl+l)  =  m  +  1 ,  ond  imF^iB^cv 

diBB  lätiget^n  Kanten  parallel,  wenn  m'  c=:  nt. 

CG.    «iVC«!'— fiO+«»'(«— «iOft'+^V— «)«'  =  o. 

2)  m'Om'  bildet  vierfl.  auf  die  Flächen  aufgesetzte  Zusp. 

der  tetr.,    oder  dreifl.  dergleichen  Zusp.   der  trig. 

Ecke,  je  nachdem  nt^  >  oder  ^"«i.    Fig.  74. 
CG.    Mf^nr.  ^' 


Digitized  by  VjOOQ IC 


102  Reine  Krystallographie. 

3)  mfO ;  seine  Flächen  lind.  immer  auf  die  kfirzeren 
Kanten  Ton  siOm  aufgesetzt,  und  bilden: 

a)  Abst,  derselben, wenn  #i'=-~-;  FigJS* 

b)  Znsch.  der  rhomb.  Ecke    -  •    -  >  -  -    Rg.76. 

c)  Dreifl.Zusp.  der  trig.  Ecke   -  -    -  <  -  -    Fig.77. 
Im  Falle  b  sind  die  CK.  mit  den  symmetrischen  Dia- 
gonalen , 

o)  pandlel, wenn  m' sss  ,  ** 

ff)  conrgt  nach  dem  tetr.  Bckp.      -  -     .    -^  .  .  . 

y)  conygt  nach  dem  trig.  Bckp.      >  -     -    <^ 

AuMerdem  werden  die  CK«  im  Falle  by  den  Üngeren  Kanten 
▼on  mOm  parallel,  wenn  m^  s=  m. 

CG.    siV(si'— l)  +  «i>— «lO— «>— 1V=0 

4)  ooOit';  seine  Flächen  sind  immer  auf  die  längeren 
Kanten  von  mOm  aufgesetzt,  nnd  bilden: 

a)  Abst.  derselben  ...'....  wenn  «'==»•;  Fig.  83. 

b)  Vier«.  Zusp.  der  tetr.  Ecke    -   .    .  >  .  Fig.  84. 

c)  Znsch.  der  rhomb  Ecke  .  .    •   -    -  <  -   Fig.  85. 
Im  Falle  c  sind  die  CK.  mit  den  symmetrischen  Dia- 
gonalen 

a)  parallel, wenn  »'  =  jm 

ß)  conygt.  nach  dem  tetr.  Eckp.      ---->.- 
y)  conygt.  nach  dem  trig.  Eckp.      -  -    -   <^  - 
Außerdem  werden  im  Falle  b  die  CK.   den  kürzeren  Kanten 
Ton  mOm  parallel,  wenn  n^s=sm  +  1;  Flg.  84. 
CG.     «•>'— »O+llV— 1»)=0 

5)  ooO;  seine  CV.  ergeben  sich  aas  denen  vonaoO»^; 
da  aber  a^=1,  also  immer  <C  ^9  <io  bildet  ooO 
nnr  Abst.  der  rhomb.  Ecke ,  und  zwar  sind  die  CK. 
mit  den  symmetrischen  Diagonalen 

a)  parallel, wenn  Sias 2;   Fig. 78. 

ß)  conTgt  nach  dem  trig.  Bckp.      -  *     -  >  - 
y)  conygt. nach  dem  tetr.Eckp«      *  -     *  •<  * 
CG.    m\n''—i)—n\m—i)=zO 
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6)  O  bildet  Abst  der  trig.  Ecke;    Fig. 79  mid  80. 
CjB.    •i*=ii^und  «i*<». 

7)  ooOoo  bildet  Abst  der  tetr.Ecke;    Fig.  81  and  82. 
CG.    «•''  =  i»*iiiid  •i^>«i. 

f.    i«a 

CombioMioiieii  des  TriaklBoktaMcrs  mO. 

1)  Mit  «1^0»^  wea  licsst,  sa  ist  jederzeit  r^>r| 
und  die  möglichen  CY.  sind  ddier  Nr.  1,  4,  6,  6 
nnd  8;  daher  bildet  mtOn'  an  siO 

a)  Zqsch.  der  kurse* 

mV  m 

ren  Kanten ,  wenn  ^^  .  ^^  — ^  .  ^;  Fig.  86. 

b)  Achtfl.  Znsp.  der 

ditetr.  Ecke >"•"    *^-  87. 

e)  SechsfL  Znsp.  der 

trig.  Ecke < Fig.  88. 

Im  Falle  b  sind  die  CK.  auf  den  längeren  Kanten 
Ton  eiO 

a)  rechtwiokli«,  wena  ^!^^kiLss  Sm 

p)  -stmipfWinküg    --       ...      >-- 
y)  spitzmiiklig       --       ...      <-- 
AvM^eoi  werden  im  Falle  b/f  die  CK.  den  künoren  Kanten 
Ten  «O  parallel,  wenn  !I^Ö!l±li>  =  !!±1 

fft  9t 

CG.    »'(f^-HÄV+ÄV— !>•«»'— «»V(«iii'—siO=0. 

2)  Mit  ffi'Offi^;  die  Flächen  dieser  Gestalt  sind  immer 
auf  die  kürzeren  Kanten  aufgesetzt,  and  bilden: 

a)  Abst.  derselben, wennst^= — r;;Pig.89. 

b)  yierfl.ZQ8p.derditetr.Ecke   -  -    -  >  -  -  Fig.9a 

c)  DreifLZosp.  der  trig.Eeke    -  -    -  <  -  •   Fig.91. 
Im  Falle  b  sind  die  CK.  aaf  den  längeren  Kanten 

l  13   . 


Digitized  by  VjOOQIC 


194  Reine  KryataUcgraphie^ 

*)  redKtfvinkBg,  weon  m'ssÄÄ«  — 1 
f)  BtmnpfvriiikUg  -  -  -  >  -  -  - 
y)  spitzwinklig        -  -     -    <:^     -    -  - 

Aaaserdem  erscheinen  im  FoUe  by  die  Zotpfl.  als  Rhembeo, 
vrenn  in'swj  Fig,  90. 

CG.    m''{m^mri^n\mr~i)m—wriC{m—i)^0. 

3)  m'O  bildet  Zosch.  der  längeren  Kanten,  oder  anf 
die  Flächen  genetzt^  dreifl.  Zusp.  der  trigonalen 
Ecke,  je  nachdem  «'>  oder  <m;    Fig.  92. 

CG.    iC  =  1. 

4)  ocO»';  da  nicht  nur  r\>  r,  sondern  auch  f  >  tj 

und  -  >  — ,  so  bildet^OÄ'  an  mO  jederzeit  vierfl. 

auf  die  längeren  Kanten  gesetzte  Zusp.  der  ditetr. 
Ecke,  die  CK.  stumpfwinklig  auf  den  längeren  Kan- 
ten.   Die  CK.  werden  aber  parallel  den  kürzeren 

Kanten,  wenn  »'  =  ^^^t-,  und  dieZuspfl.  ersehei- 


m 

m 


nen  als  Rhomben,  wenn  »^  =  ^_^>    Fig.  93. 

CG.    «••(»-'— ^)  +  iiV—l)«=0 

5)  ocO  bildet  Abst.  der  längeren  Kanten.    Fig.  94. 
CG.    »"=1  und  wr'^m. 

6)  O  bildet  Abst.  der  trig.  Ecke;   Fig.  95. 
CG.    n'  =  l  und  mr<m. 

7)  ooOoo  bildet  Abst.  der  ditetr.  Ecke;   Fig.  ^. 

CG.    ?,  =  «. 
n 

f.    161. 
Combinationen  des  Tetritkishexaeders  ooOn. 

'  i)  Mit  m^Oü';   da  —,  jederzeit  <C— 9    so  können  nur 

die  CV.  Nr.  1,  6,  7,  8  und  9  Statt  finden. 
Es  bildet  dahelr  m'Om'  aa  ooO» 
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a)  Zuscb.    der   kürzeren 

Kantea ,  wenn  j^,        ,  =  m,  Fig.  97, 

b)  Achtfl.  Znsp.  der  tetr. 

Ecke   .....>.    Fig«8. 
%)  Sechsfl.  Zusp.  der  di- 

trig.  Ecke <-   Fig.  99. 

Im  Falle  c  sind  die  CK.  auf  den  längeren  Kanten 
a)  rechtwinklig,   wenn  n'  =  si;  Flg.  99. 
P)  spitzwinklig        -.-•->- 
y)  stompfwinkUg    ^  -    -    <;^  - 
Aimerdeiii  werdea  im  Falle  c/  die  CK.  den  kürzeren  Kauten 

TOD  odOh  parallel,  wenn  —, .  =:  n. 

VC  —  n' 

CG*    nV— »)«'— *»^(**— »K  =  0. 

2)  Mit  fß^Qm' ;  die  Flächen  dieser  Gestalt  sind  immet 
auf  die  kürseren  Kanten  angesetzt  nnd  bilden: 

a)  Abst.  derselben,     wenn i»'=2ä;  Fig.  100. 

b)  Vier«.  Zusp.  der  tetr.  Ecke    -   -    -  >  —  Fig.  101 . 

c)  Dreifl. Zusp. der ditrig. Ecke  -  -    -  <*-  Fig.  102. 

Im  Falle  c  sind  die  CK.  auf  den  längeren  Kanten: 

a)  rechtwinklig,  wenn  m'ssssi 
/J)  spitzwinklig  .  .  -  >  - 
y)  stompfwinklig    —     •    •<  " 

AuMerdem  erscheinen  im  Falle  c/  die  Zospfl.  ala  Rhomben, 
wenn  si'^ssn  — 1;  Fig.  102. 

CG.    »V— »)  — «»V~»)  =  0. 

i^        t 

3)  Mit  «i'O;  da  r'  jedenfalls  <  r,  nnd  --><—,  so 

kann  nur  der  Fall  Nr.  9  Statt  finden;  die  Flächen 
sind  immer  auf  die  längeren  Kanten  gesetzt ,  und 
bilden  dreifl.  Znsp.  dfor  ditrig.  Ecke;  die  CK.  sind 
stumpfwinklig  auf  den  längsten  Kanten ,  und  wer- 
den den  kürzeren  Kanten  parallel,  wennt»'==r— —  > 

13* 
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Fig.  103;  die  Zasp£l.  erscheinen  endlich  als  Rhom- 

ben,  wenn  m  =- r 

CG.    «•>"— ii)  +  »>— 1K  =  0- 

4)  ocO//  bildet  Zusch.  der  längeren  Kanten  oderviyfl. 
auf  die  Flächen  gesetzte  Zusp.  der  tetr.  Ecke,  je 
nachdem  »'  <  oder  >  n;    Fig.  104. 

CG.    »"  =s  <x>. 

5)  ooO  bildet  Abst.  der  ttngeten  Kanten;  Flg  105. 
CG.    mry=oo  und  ii^<». 

6}  O  bildet  Abst.  der  clitrig.  Ecke;  erscheinen  die 
Abstfl.  als  regelmässige  Hexagone,  so  ist  ii=s2s 
Fig.  106. 

CG.    «V  — »»)  +  «>  — *)=^^ 

7)  ooOx)  bildet  Abst.  der  tetr.  Ecke;    Fig,  107. 
CG.    m''=<x>  und  »*>«.  j 

$.    162. 
Combinationen  des  RhombendodekaSders  oöO« 

1)  Mit  m'OnU  da  r'>r  und  ^<-',  so  können  nur 

die  CV.  Nr.  1,  5  nnd  8  Statt  ünden^  und  es  bildet 
daher  m'On'  an  ooO: 

a)  Zusch.  der  Kanten,  wennmV==«i^  +  n';  Fig.  108. 

b)  Achtfl.   Zusp.   der 

tetr.  Ecke  -  -    *->--.    Fig.  109. 

c)  Sechsfl.  Zusp.  der 

trig.Ecke    .   •    •.<...    Fig.  110. 

CG.    nV— l)»'— «V— 1K=^- 

2)  m^Om^;  seine  Fläche  sind  immer  auf  die  Kanten 
geseilt,  und  bilden: 
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a)  Abtt.  derselben,     .  .  .  .  .  wennm'=2;  Fig.  111. 

b)  Vierfl.Zusp. der tetr. Ecke    .   .    .  >.  Fig.  112. 

c)  Dreifl.  Zusp.  der  frig.  Ecke    -  .    -  <  .  Fig.  113. 

CG.  ji'K—1)— «•'(»'— i)«a 

3)  m'O  bildet  dreifl.  auf  die  Fliehen  gesetzte  Zusp. 
der  trig.  Ecke;    Fig.  114. 

CG.    »'  =  1  und  ii/'>m\ 

4)  ooOjt^  bildet  vierfi.  anf  die  FUehen  gesetaste  Zusp. 
der  tetr.  Ecke;  Fig.  IIA. 

CG.    »'s=oo  und  »'<»'. 

5)  O  Uldet  Abst  der  trig.  Ecke$    Fig.  116. 
CG.    ii'==tl. 

6)  ooOoo  bildet  Abst.  der  tetr.  Ecke;    Fig.  117. 
CG.   «i'ssoo, 

f.    163.  ^ 

ConUiiatibiieii  det  Oktaeders  O. 

Es  bilden  an  0 

1)  mfOn\  achtfi.  Zusp.  der  Ecke;  sind  je  zwei  auf  ei- 
ner und  derselben  OktaSderfiäehe  einander gegenibw- 

liegende  CK.  parallel,  so  ist  >i"=    f**    ;  Fig.  118. 

CG.    zi»ii>'— nO— «'K— ly  +  nV— 1K=0. 

2)  m'Om\  vierfl.  auf  die  Fliehen  gesetzte  Zusp.  der 
Ecke;    Fig.  119. 

CG.     !!••  =  <. 

3)  M^O,  Zusch.  der  Kanten;    Fig.  120. 
CG.    »•'==1,  und  «•''<«•'. 

4)  000»^  9  vierflL  auf  die  Kanten  gesetzte  Zusp.  der 
Ecke;  sind  je  zwei,  auf  einer  und  derselben  OktaS- 
derfliche  einander  gegenfiberliegende  CK.  parallel, 
so  ist  it  =  2;   Fig.  121. 

CG.    si^(ii''— iiO  +  iiV~l)  =  0. 
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5)  poO  AUt.  der  Kanten;    Fig.  122. 
CG.    «'^  =  1. 

6)  ooOoo.  Abst.  der  Ecke;   Fig.  123  und  124. 
CG.    m^'^n". 

§.    164. 
Combinadonea  des  Hexa<^en  ooOoc* 
Es  bilden  an  ooOoo 

1)  «'Oä%  sechflfi.  Znsp.  der  Ecke;  Fig.  126.  ^ 

CG.    ~*==^. 

2)  m^Om\  dreifi.  anf  die  Flächen  geietzte  Zasp.  der 
Ecke.    Fig.  126. 

CG.    m'^n". 

3)  m'O,  dreifl.  auf  die  Kanten  getetite  Znsp.  der  Ecke ; 
Fig.  127. 

CG.  ?;=«•'. 

4)  oüO»',  Zasch.  der  Kanten;    Fig.  128. 
CG.    »''  =  00  und  ii^>ii', 

5)  ooOy  Abst  der  Kanten;    Fig.  129. 
CG.    m^'^oo. 

6)  O,  Abst.  der  Ecke;    Fig.  130  und  124. 
CG.    »i"  =  »^ 

B.    Semitefierale  Cambinaiionen. 
«)  Geneigtflächig  -  semitcsserale  Combinationen. 

%,    166. 
Allgemdoe  Bemerkuiig. 

Die  geneigtflächig- semitesseralen  Combinationen 
sind  diejenigen,  in  welchen  die  der  geneigtflächigen 
HemiSdrie  fähigen  Gestalten  wirklich  hemiädrisch  auf- 
treten; in  welchen  also  das  Oktaeder  als  Tetraeder, 
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kui  TriakisöktaHder  als  DeltoiddodekaSder,  das  Iko- 
•itetra§der  als.  Trigondodekaöder,  und  das  Hexakis* 
Oktaeder  als  HexakistetraSder  erseheint,  während  die 
vbrigen  drei  Gestalten,  nämlich  das  Hexa§der,  Rhom- 
bendodekaßder  und  Tetrakishexa^der  ihren  holoedri- 
schen Charakter  behaiqpten.  Zur  Au£6ndang  der  Com-r 
binationsrerbältnisse  werden  wir  auoh  hier  die  binä- 
ren Combinationen  Je  sweief  dieser  Gestalten,  oder 
je  einer  derselben  mit  allen  ubrigien  xii  untersuchen 
haben,  indem  wir  nach  der  Reihe  eine  jede  als  vor« 
herrschend  betrachten,  und  die  Modificationen  ange« 
ben,  welche  sie  durch  die  Flächen  der  untergeordnet 
ten  Gestalt  erfährt.  Aber  wiederum  werden  wir,  um 
mediodisch  zu  verfahren,  und  die  Aufgabe  mit  einem 
Male  in  möglichster  Allgemeinheit  sn  lösen,  den  An-* 
fiEuig  mit  der  Combination   zweier  Hexakistetraäder 

^     und  — - —  machen  müssen.    Dabei  sind  jedoch, 

wie  bei  der  Untersuchung  der  Combinationsverhält- 
aisse  hemiädrischer  Gestalten  überhaupt,  die  zweier- 
lei Stellungen,  welche  je  zwei  hemiSdrische  Gestal- 
ten zu  einander  haben  können,  wohl  zu  berücksich- 
tigen,  und  deshalb  nicht  nur  die  Combinationen  von 

«•O»      j  «'Oä'  -  ,     .  siOn       - 

— —  und  — —  ,    sondern  auch   jene   von  —5—  und 

^ —  *«  untersuchen. 

§.     166. 
"  Combinationen  sweier  Hexaki«ictrE^er. 

Die  Erscheinungsweise  der  Combiq^onen  zweier 
Hexakistetraäder,  von  den^n  das  eine  ab  vtirlÜHH 
•chend  zu  denken  ist,  wird  unter  Voraussetzung  gle(^ 
eher  Hauptaxen  offenbar  von  dem  Grössenverhältnisse 
der  holoädrischen  und  hemiädrisehen  trigonalen  Halb- 
axen,  oder  von  dem  Verhältnisse  der  Coefficienten 
t  und  T,  V  und  t'  abhängen,  wie  folgt: 
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A.  Beide  Hexakittetrafider  befinden  tidi  in  denelben 
Sulittng. 

inOm 

Dann  bilden  an  — ^  als  vorherrschender  Gestalt 

'    die. Flächen  von  — - — 

I.  Zoschärfongen  der  Kanten»  nnd  zwar 

1)  der  kürzesten  Kanten,  wenn  1^  s=:  f ,  t^^ty 

und  folgHchp< ^;  Fig,  131, 

2)  der  mittleren  Kanten,   wenn  t'  sbst,  I^  >  t, 
und  folgUch  ^>-i Tig,  132. 

|/  f 

3)  der  längsten  Kanten,   wenn  -jsb— ,  «'<t, 

und  folglich  t^<t;  Fig.  133. 

II.  Vierflächige  Zuspitzungen  der  rhombischen  Ecke, 
wenn  t^>t  und  t'^t,  und  zwar  sind  die  CK. 
mit  den  längsten  Kanten: 

4)Paranel,  wenn  5  =  ^. 

•  TT 

5)  Convgt.  nach  den  spitzen  ditrig.  Ecken,  wenn 
p>|;  Fig.  134. 

6)  Convgt  nach  den  stumpfen  ditr.  Ecken,  wenn 

in.  Sechsflächige  Zuspitzungen  der  spitzen  ditrigonsh» 
len  Ecke^.wenn  t^  <  t  und  '-7>  — ,  und  zwar 

sind  die  CK.  mit  den  kOrzesten  Kanten: 

7)  Parallel,  wenn  t'^s^t. 

8)  Convgt  nach  den  rhomb.  Ecken,  wenn  i'>^  t, 

9)  Convgt.  nach  den  stumpfen  ditr« Ecken,  wenn 
t'<ii  Fig.  135, 
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lY.  Seehftfl.  Zasp.  der  itumpfen   ditr.  Ecke,    wenn 

f       t 
V  <Ct  und  --/<C'— >  ^i^d  zwar  sind  die  CK.  mit 

den  milderen  Kanten: 

10)  Parallel,  wenn  t^zsst. 

11)  Convgt  nach  den  rhombischen  Ecken,   wenn 

12)  Convgt.  nach  den  spttien  ditr.  Ecken,  wenn 
t'<t;    Fig.  136. 

B.  Das  eine  Hexakistetra^der  befindet  sich  in  ver- 
wendeter Stellung. 
■Bei  dieser  Stellung  kann  nur  eine  geringe  Anzahl 
von  Combinationsverhältnissen  Statt  finden.  Weil 
nämlich   die  hemi&drischen  Halbaxen  der  einen 
CSestalt  in  die  holoedrischen  Halbaxen  der  an- 
dern fallen,  und  frice  venUj  so  sind  die  Verhält- 
nisse von  t^  und  tj  von  i^  und  r  su  vergleichen, 
welche  natürlich  nicht  so  mannichfaltig  seyn  kön- 
nen, da  immer  t  >  if  und  t^  >  ^  seyn  muss.  Diese 
,  einschränkenden  Bedingungen  gestatten  überhaupt 

nur  folgende  Combinationen  zwischen  — ^  und 

2~- 
I.  Sechsfl.  Zusp.   der   spitzen    ditrig.  Ecke,    wenn 
I^^t;  und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  kürzesten 

Kanten  von  — — : 

13)  Parallel,  wenn  t^sss/; 

14)  Convgt.  nach  den  rhomb.  Ecken,  wenn  t^>t; 

15)  Convgt  nach  den  ditr.  Ecken,   wenn  t^^i. 
IL  Zusch.  der  Kanten,  und  zwar  nur 

16)  Zusch.  der  mittleren  Kanten,  wenn  f=sT  und 

T'>t. 

in.  Zusp.  der  rhomb.  Ecke,  wenn  /^>t;  und  zwar 
die  CK.  mit  den  längeren  Kanten  nur 
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17)  Convgt.  nach  den   gpitzen  ditr.  Eckoti,   weil 
nothwendig  t'  >  t, 

§.    167. 
Die  Combinationtbediiigiiiigea  als  Fanctioiien  tob  m  und  it. 

Die  im  vorhergehenden  f.  enthaltenen  Combina- 
tionsbedingangen,  welche  die  allgemeinen  Relationen 
zwischen  f,  r,  1^  and  r'  ausdrücken,  müssen  jedoch 
als  Functionen  der  Ableitungsco^f&cienten  ausgedrückt 
werden,  damit  man  unmittelbar  aus  dem  krystallo- 
graphischen  Zeichen  zweier  Gestalten  die  für  sie  mög- 
lichen Combinationsverhältnisse  bestimmen  kann. 
Setzt  man  für  f,  r,  I'  und  tf  ihre  aus  §.  114,  und 
f.  130.  bekannten  Werthe,  so  erhält  man: 

I»     •+•  It  I»  -J-  II 

^  >=<  ^»  wenn  -; — -,>  =  <- — - 

-7>  =  <— ,  wenn 7^— >=<  ■ 

und  für  verwendete  Stellung  beider  Gestalten: 
^  >  =  <T,  wenn     .  ^    ,>=< 


1»'  +  »'  «•  —  II 

t'>  =  <^   wenn  -;^ — =?>  =  <irjn: 

«I     -—II  I»  •+'  II 

Wir  schreiten  nun  zur  speciellen  DarsleUung  der 
bin&ren  Combinationen. 

$.    168. 
Combinationeii  des  HexakistetraSders  ^^' 

1)  Mit  ^^^  und  —  2^';  dies^  beideh  Gestalten 
bringen  die  in  §.  166.  aufgezählten  Combinaiions- 
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er«eheiniingen  unter  den  daselbst  angegebenen  Be- 
dingungen hervor. 
CG.  «i''ii"(m'»+««0-^''(«+«0«»'+»V~»>«»»'===0")- 

2)  Mit  -^,  und  xwar 

A.  mit  4-  -^ ;  da  ji'  =  1 ,    so   wird  die  Discossion 
der  möglichen  Fälle  folgende: 
Wenn  t'>  =  <t,  so  ist  «'<  =  > 


mn 


wenn    V>  =  <U  «o  int  «'>=»< ^_^^^^^ 

Da  nun  nothwendig  jederxeit 

iNii  ^^  mit 

n  +  JM(i» — 1)        » — iit(ii — 1) 
80  muss  für  if  ==  oder  >  t  nothwendig  I'  <  f  seyn, 
während  dagegen  für  t^<Ct  zwischen  f^  und/  alle 
Verhältnisse  Statt  finden  können.    Hieraus  folgt, 
dass  nur  die  CY.  Nr.  3,  7,  8,  9,  10,  11  und  12 

möglich  sind.    Die  Flächen  vdn  -j-   sind   immer 

tnOn 

auf  die  längsten  Kanten   Ton  — ^  gesetzt,  und 
bilden: 


*)  Da  bd  paralleler  SteOnBg  b^der  Crestalten  die  ComMna- 
ttootglocIniBgai  ooTeriUidert  so  gelten ,  wie  för  die  holo^^dritchen 
Combinadoiien,  so  iit  unter  CG«  die  für  Terwendete  Stellvng  g&l« 
tife  Conbinalioot([^dinng  zu  Tentehen.  Uebrigens  setzt  die  Fonn, 
.  in  welcher  die  CG.  hier  mitgetheilt  ist,  yorans,  dass  die  dritte 
Gestalt  dieselbe  Stelhing  habe  wie  die  jedesmalige  Torherrschende 
Gestalt.  Sollte  der  cntgegengesetste  Fall  eintreten,  so  ist  in  al- 
les Formeln  m"  negativ  einavdföhren. 
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a)  AbBt,  derselben,    wenn  |^/^^(»+*).  Figl37. 

,  b)  Droifl.   Znsp.   der 

«p.  ditrig.  Ecke    -   -    -  > Fig.  J38. 

e)  Dreifl.  Zusp.  der  8t. 

ditrig.  Ecke    •  -    -  < Fig.  139. 

Im  Falle  b  sind  die  CK.  mit  den  kürzesten  Kanten: 
«)  parallel , wenn     ?  ^  u-i ,  '!'*■, 

/})  convgt  nach  dem  rfaomb.  Eckp.    ..%•    -  —  ^.-. 
y)  oonvgt«  nach  dem  st.  ditrig.  Eckp.    --    --»^-«- 
Im  Falle  c  sind  die  CK.  mit  den  mittleren  Kanten; 

«)  paralld,      wenn  -?! — ==  "*'*, 

*^  j»' — 1       m-it 

/})  convgt  nach  dem  rhemb.  Eckp.  .•    --    ...^ 

y)  convgt.  nach  dem  sp.  ditrig.  Eckp.    --    .-1^ 

Ausserdem  erscheinen  die  Znspfl.  als  Rhomben 

Im  Falle  by ,  wenn  «'  = 5 

«  — m(ii  — 1) 

im  Falle  cÄ,  wenn  «'  = ^       \ 

it  +  stC»--!) 

B.  Mit jr-;  weil immer  >1,  nnd     ,**    ^ 

-c  nt  —  n  M  -f- 1 

immer  <  1,  so  folgt,  dass  Jederzeit  /'<t,  und 

die  möglichen  CV.   werden  N"r.  13,    14  und  15. 

DaUer  bildet —  an  -^  jederzeit  Zusp.  der 

sp.  ditrig.  Ecke^  und  zwar  sind  die  CK.  mit  den 
kürzeren  Kanten                        « 
c)  parallel,     wenn  «t'ass. — 

ß)  convgt  nach  den  rhomb.  Eckp.     --     *<* 

}")  convgt  nach  den  st  ditrig.  Eckp.     .>.^....- 
Ausserdem  erscheinen  im  FkUe  y  die  ^kispfl.  als  BhombeOt 

wenn  «'  a=- ^  . 

»i(n  — 1)— « 

CG.    m''n\m'n+m)--m\m+m')n—n\n—i)mmrz=^0. 
3)  Mit  —5 — ,  und  zwät 
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A.  mit  +—5 — ;  ^a  t'  iiwner>T,  so  werden  Nr.  1, 
4,  5,  6  and  11  die  möglichen  Fälle;  die  Flächen 
von  — r—  sind  immer  auf  die  kürzesten  Kanten 

von  -—^  gesetzt,  und  bilden: 

a)  Abst.  derselben,  .  .  wenn  «i^=— t—;  Fig.  140. 

b)  Zusch.    der    rhomb. 

Ecke  -   .    -  > Fig.  141; 

c)  Dreifl.  Zusp.  der  st. 

ditrig.  Ecke   .   .    .  < Fig.  142. 

Im  Falle  b  sind  die  CK.  mit  den  längsten  Kanten 
«)  paraUel, wenn  «'=«=ÜI<5±ÜZ:? 

ß)  convgt  nach  den  sp.  ditrig.  B.      •.>-^--.-. 

/)  eonvgt.  nach  den  st.  ditrig.  E.      ---c;^....- 

Ansaerdem  erscheinen  im  Falle  c  die  Zuspfl.  als  Rhofliben,  wenn 

m 

B.  Mit 5 — ;  da  t^  immer  >f,  so  können  nur 

die  CV.  Nr.  14,  16  und  17  Statt  haben;   die  Flä- 
chen von -T —  sind  immer  auf  die   mittleren 

Kanten  von  aufgesetzt,  und  bilden: 

a)  Abst  derselben,  .  .  wenn  «i'  = ;  Fig.  143. 

b)  Zusch.    der    rhomb. 

Ecke  .  .    •  > Fig.  144. 

c)  Dreifl.  Zusp.  der  ap. 

ditrig.  Ecke   -   -    -  < Fig.  146. 

Im  Falle  c   erscheinen   die  Zuspfl.   als  Rhomben, 

,      m(n  —  1)  —  n 
wenn  m  =  -^^ . 

CG.    m'n\m  +  n)^m\m+m')n+n\m'—n)m=0. 
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4)  Blit  ocOnfi  hier  verschwindet  der  Unterschied  der 

i^  t 

Stellung,  und  -->  ist   immer  ^  —,  weshalb  denn 

auch  nur  die  CV.  Nr.  2,  5,  7,  8  und  9  Statt  fin- 
den; nämlich 

a)  Zusch.  der  mittleren  Kanten,  .  .  wennii^r= 

^  m — n 

b)  Vierfl,  Zusp.  der  rhomb.  Ecke     -   -   ->-  -  - 

c)  Sechsfi.  Zusp.  dersp.  ditrig.Ecke,  -   -   -<^.  .  . 
.  Im  Falle  c  sind  die  CK.  mit  den  kürzesten  Kanten: 

,  ff)  parallel, wenn  n'sssz    '"^  ■ 

/9)  oonvgt  nacli  den  rlionib.  B.    ..    --    .-^..^ 
y)  canTft.  naeh  den  ct^dltri^.  K.      >~.<^..- 

t'  t 

5)  Mit  ocO;  ->  ist  immer  >  — ;  aber  auch  t^  immer 

<  T,  da  n'=l;  also  können  nur  die  CV.  Nr.  7, 
8  und  9  Statt  haben,  und  ocO  bildet  stets  dreifl. 
Zusp.  der  sp.  ditrig.  Ecke,  die  Zuspfl.  auf  die  läng- 
sten Kanten  aufgesetzt;  und  zwar  sind  die  CK. 
mit  den  kürzesten  Kanten: 

a)  parallel,  .  .  .  .  : wenn  m^nz=iWMi^  Fif.146. 

p)  convgt.  nach  den  rhomb.  E. >-- 

y)  couvgt.  nach  den  St.  ditrig.  E. •<•" 

6)  ocO^o  bildet  Abst.  der  rhomt.  Ecke;  Fig.  147. 

7)  -^  bildet  Abst.  der  st.  ditrig.  Ecke ;  erscheinen  die 

Abstfl.  als  regelmässige  Hexagone ,  so  ist  ii5=— — ; 

si-f-x 

Fig.  148.    —  j  bildet  Abst.   der  sp.  ditrig»  Ecke; 

Fig.  149;    erscheinen  die  Abstfl.  als  regelmäwige 

Hexagone,  so  ist  n  =»     ^    . 

CG.    «tVCsi+ii)— «•''(111  +  1)11— «*'(«— l)si=a 
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Combinationen  des  Trigondodekaedera  ^       . 

2 

1)  Mit  — - — ,  and  zwak;: 

A.  mit  +     ^     ;  weil  t'  immer  <t,  so  können  nur 

die  CV.  Nr.  3,  7,  8,  9  und  12  Statt  finden,  aUo: 

a)  Znsch.  der  kür- 

zeren  Kanten,  ^enn  — ^   /"  /  =  «-f l ; Fig.  150. 

b)  Sechsfl.     Zusp. 

derditrig.E.  - .  > Fig^lSl. 

c)  Sechsfl.    Znsp. 

der  trig.  E. < pig.  152. 

Im  Falle  b  sind  die  CK.  auf  den  längeren  Kanten : 

u)  rechtwiaküg,    wenn  -^llL-si-^.  Fig.  151. 

w  +  » 
ß)  ttaBipf¥rinkl}g      *-     •..-^.. 
y)  spitzwinklig         --     ---^.^ 
Ausserdem  werden  im  FaBe  \iß  die  CK.  den  kürseren  Kanten 
parallei,  wenn 


jf/(a'  — 1)  +  «'^ 


fl)  Mit ~  ;  weil  V  immer  <  r,  so  können  nur 

die  CV.  Nr.  13,  14  und  15  Statt  haben;   die  flä- 
chen  des   HexäkistetraSders    bilden    daher   stets 
sechsfl.  Zosp.  der  ditrig.  Ecke ,  und  zwar  sind  die 
CK.  auf  den  längsten  Kanten: 
«)  rechtwinklig,    wenn  ^^!2L-=4:« 

f)  stompfwinklig      --    -    -    -«^-- 
y)  spitzwinklig  .'.---    -    .^-. 

ImFafle  ß  werden  die  CK.  den  kfinwen  Kanten  parallel,  wenn 
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Mit  — «-»  wnd  zwar: 

A.  nut  +^^i  da  j^  immer  <  t,  so  sind  nur  die 
CY.  Nr.  3,  7,  8,  9  und  12  möglich;  die  FlAchem 
von  -^  sind  immer  auf  die  kürzeren  Kanten  ge^ 
setzt,  and  bilden: 

a)  Abst  derselben ,    .  wenn  mf  =  ■   7^    ;  Fig.  153. 

b)  Dreifl.  Zosp.  der  di- 

trig.  Ecke  -  -     •  > Fig.  154. 

c)  Dreifl.  Znsp.  der  trig. 

Ecke  -  -     •   < Pig,  155. 

Im  Falle  b  sind  die  CK.  auf  den  längeren  Kanten: 
«)  rechtwinklig«  wenn  «'  =  -   "• 


ß)  stumpfwinklig >   -  — 

y)  spitzwinklig       -  *    -    <; 7 

Anssordem  erscheinen  die  Zoi^fl.  im  Falle  hy  als  Rhomben, 
1 


wenn  mr 


2  — J 


B.  Mit —9  da  t^  immer  <  t,   so  können  nnr 

dreifl.  Zusp.  der  ditrig.  Ecke  Statt  finden,     die 
Zuspfl.  auf  die  kürzeren  Kanten  gesetzt,  und  zwar 
sind  die  CK.  auf  den  längeren  Kanten : 
o)  rechtwinklig,  wenn  m'sss — ÜL. 

ß)  stampfwinklig  -  -    -    < 

y)  spitzwinklig      -  -    -    >  -  -  - 
CG.     JilV(jil'+l)-.«l''(l»  +  «0  — ^X«»— 1K=0. 

3)  Mit  — ,  und  zinar: 

A.  mit  +  — ^i;  diese  Gestalt,  deren  Flächen  im- 
mer auf  die  Flächen  gesetzt  sind,  bildet 
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a)  Zasch.  der  längeren  Kanten,  wennM'>M;Fig.i56. 

b)  Dreifl.  Znsp,  der  trig.  E.  .  .   -  -    -  <  . 

B.  mit  —  ^-Y^\  da  f  <  t,  und  %'  >  f,  so  bildet 

diese  Gestalt  jederzeit  dreiflächige,  auf  die  länge- 
ren Kanten  gesetzte  Znsp.  der  ditrig.  Ecke;   Fig. 
157;  die  Zuspfl.    erscheinen  als  Rhomben,   wenn 
•!'  =  «•  — 2. 
CG.    2«V — lÄ^C«  +  »O  +  ffim'—m)  =0 

,         f       t 

4)  BlitooOii';  da  V  immer  <r,  und  ->>--,' so kön- 

T  T 

nen  nur  die  CV.  Nr.  7,  8  und  9  Statt  finden;  ooO»' 
bildet  daher  jederzeit  sechsfl.  Zusp.  der  ditrig.  Ecke, 
und  zwar  sind  die  CK.  auf  den  längeren  Kanten: 
«)  rechtwinklig; ,    wenn  n'  =  -Jw 
ß)  ttumpfwinkKg     -   -    -  >   --    Flg.  16«. 
y)  spitzwinklig        ---<-- 
AnMerdem  werden  im  Falle  p  die  CK.   den  kurieren  Kanten 
parnliel,  wenn  »' t=  »  +  1 ;  Fig.  162. 

5)  Mit  ooO ;  diese  Gestalt  bildet  immer  dreifl.  auf  die 
kürzeren  Kanten  gesetzte  Zusp.  der  ditrig.  Ecke; 
and  zwar  sind  die  CK.  auf  den  längeren  Kanten: 

tt)  rechtwinklig,  wenn  iiis=r2;   filg.  158. 
/5)  stompfwinklig    -  -    -  <:  ^ 
y)  spitzwinklig      -  -     -  ^  - 

6)  cx:Ooo  bildet  Abst  der  längeren  Kanten;  Fig.  159. 

7)  ^  bildet  Abst.  der  trigonalen  Ecke;  Fig.  160. 

~  ^  bildet  Abst  der  ditrig.  Ecke;  Fig.  161;  er- 
scheinen im  letzteren  Falle  die  Abstfl.  als  regel- 
.massige  Hexagone,  so  ist  m  =  3. 
CG,    2«V  — «"(si  +  l)— ii*(i»~l)=i=0. 

I-  14 
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f.    1^0. 

C«irfbtkiattoiftei  des  Delloidü^tfka^dcrs  _. 
i)  !kftt  ^2^,  uhd  «war: 

A.  lüit  -h  — % — ^    ^i^  DUvuMion  der   CY.  ist  die- 
V6lbto,  Wte  obeli  in  %.  168.     tls  wird  nämlich 
/'  >  *  «,  wen«  m'  >  =  <  ^p-p^^fc^ 

T^>  =  < Ti  wenn m'<=s>  —, -—, — -r 

'  n — m(H — 1) 

Da  mm  nothwendig  immer 

Hl»  .^^^  mn 

n'  —  m(n'—i)       n'  +  m{n'  —  1) 
so  folgt ,  dass  fiir  T^  =  oder  <  x  jedenfalls  /'  >  / 
seyn  muss,  während  für  t'>t,  /'>=</  seyn 
kann.    Daher  sind  nur  die  CY.  Nr.  1,  2,  4,  5,  6, 

8  und  11  möglich,  und  es  bildet  — - — : 

a)  Sechsfl.  Zusp.  der 

spt  tiig.Ecke,  wenn^j^,<^;  Fig.  163. 

b)  ZttscK  der  länge- 

ren Kanten = Fig  164. 

e)  Yierfl.  Zusp.  der  rhomb.  Ecke, 


m*n'  ^     m        '     «V 


wenn -7 i> und    ,  ,     .> — —  ;  Fig.  165. 

A)  Zaseh.^ftfltürzeren  Kanten, 

wenn = Fig.166. 

e)  Seckflfl.  Zusp.  der  st.  trig.  Eefce, 

wenn <---    Fig.167. 

Im  Falle  t  «ind  die  CK.  diit  dcta  sjrikiitietrischen 
Diagonalen: 
c)  paraüel, wenn  ^'^^' f^^  —  2m 

ß)  convgt  nftch  dm  ap.  trfg.  JB.    -r-*--     >-- 
y)  coQvgt.  oaoh  den  st.  trig.  B.    ---<--     <~- 
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Ausserdem  werden  die  CK.  parallel  den  längeren  kanten  im 


«I' 


Falle  oy,  wenn -^ y—, — --=»i,  parallel  den  kürze- 

Ä  —  m  (»  —  1) 

*  ja' 

ren  Kanten  im  Falle  a,  wenn  -^ y— - — ^  r^  m, 

it  •(-  01  (ir  — ^1) 

B.  Mit 5 — ;  da  j^  immer  >  t,  «o  kdfimn  nur 

die  CY.  Nr.  14,  16  und  17  Statt  finden,  n&miich: 


«V 


a)  Zoscfa.  der  längeren  Kanten,  weiut  —,-      ^^^ 

b)  Vierfl.  Zusp.  der  rhomb.  Ecke >-.. 

c)Sechsfl.Zusp.  der  sp.trig.  Ecke  --    ...<;.,. 

Im  Falle  c  werden  die  CK.  den  kürzeren  Kanten 

paraUel,  wenn  ^^^^  Jl^^.^.^.^^i». 
CG.    «V(äi»'+«iO— «»"(•+»>'+«>— l)«»a'=0.^ 

2)  Mit  -^,  und  z^ar: 

0t'O 

A  mit  H — ^;   diese  Gestalt  bildet  Zusp.  der  sp*. 

oder  der  st  trig.  Ecke,  jf  nachdem  fli^>  oder  < in; 
Fig.  168. 

B.  mit —\  bildet  jederzeit  flache,  auf  die  Flä- 
chen gesetzte  Zusp.  der  sp.  trig.  Ecke;  Fig.  169. 
CG.    «'  =  1. 

m'Oj»' 

3)  Mit  ' — ^r— ,  und  zwar: 

A.  mit  +  — |r—  ;  da  x^  immer  >  r,  so  können  nur 

die  CY.  Nr.  1,  4,  5,  6  und  11  Statt  finden;  die 
Flächen  sind  immer  auf  die  kürzeren  Kanten  ge- 
setzt und  bilden: 

14* 
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a)  Abst.  derselben^    .  wenn «i' = -— r-^r ;  Fig.  170. 

b)  Zusch.  der  rhomb.  E.  -   -    -r>  -    *   -    Fig.  171. 

c)  Dreifl.  Zusp.  der  st. 

trig.  E.    .   .    -<--,-    Fig.172. 
Im  Falle  b   sind   die  CK.  mit   den   sjnunetrischen 
Diagonalen : 

«)  parallel, wenn  m'  =  2i»i—  1 

p)  conygt.  nach  den  sp.  trig.  K.    --     -> 

y)  conygt.  nach  den  st.  trig.  E.  •-^-     -<^---- 

Autserdem  werden  im  Falle  hy  die  CK.   den  längeren  tCan- 

^                                                2fli  —  I 
ten  parallel,  wenn  »i'= . 

B.  mit s — 5  A\&ie  Gestalt,  deren  Fl&chen  im- 
mer auf  die  längeren* Konten  gesetzt  sind,  bildet: 

a)  Abst.  derselben,    .  .  wenn »' === -— -7 ;  Fig.  173 

b)  Zusch.  der  rhomb.  Ecke  -  -   -  >  .  -  .   Fig.  174. 

c)  Zusp.  der  sp.  trig.  Ecke   -  -   .  <;  ^  -  .   Flg.  176. 

CG.    m''n\m  +  i)—m'{m'  +  m)  +  n\mr—i)m  =  0. 

4)  MitocOii';.da  f  immer  ^f,  und  ■-?>  —  ,  so  sind. 

nur  die  CV.  Nr.  2,  5  und  8  möglich,  und  es  bil- 
den die  Flächen  von  ooOn^  * 

a)  Zusch.  der  längeren  Kanten,  wenn  11^=     ^ 

b)  Vierfl.  Zusp.  der  rhomb.  E.    .    -  -     .  >  -   -   . 
'  c)  Sechsfl.  Zusp.  der  sp.  trig.  E.   --     -<•?-- 

5)  ocO  bildet  Zusp.  der  sp.  trig.  Ecke,  dieZuspfl.  auf 
die  Flächen  gesetzt;  Fig.  176. 

6)  ocOoo  bildet  Abst.  der  rhombischen  Ecke;  Fig.  177.  ^ 

7)  ^  bildet  Abst.  der  st.  trig.  Ecke,  und 
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.   —  -2  A"»**'  *•«•■  »P-  '"g-  E«te;  Fig.  178  un4  179. 

CG.    ii'=l. 

i    171.' 
Combinatio&ea  des  Tetra^den  — 

Es  bilden  an  >--  die  Flächen 
2 

..  «•'Oh'       .  mO«    ;,       .         .   - 

1)  von  — ^ —    spitze,    von —  stampfe  sechstu 

Zasp.  der  Ecke;  sind  von  den  auf  einer  und  der- 
selben Tetra^erfläche  liegenden  CK.  je  zwei  ge- 
genüberliegende parallel,  so  ist  im  ersten  Falle 

2m                                           3si 
II  =  — r-T ,  im  zweiten  Falle  »= ;  Fig.  180. 

•1+1  m — 1      ^ 

CG.   »vcsi'+iiO— «•"(«i'+iK+iiV— iK=0' 

m'O  si'O 

2)  von -TT— spitze,  von -—  stampfe,    dreifl.   auf 

die  Flächen  gesetzte  Zusp.  der  Ecke;  Fig.  181  u.  182. 
CG.    »'  =  1.   ' 

fli'Osi' 

3)  von  — ^ —  Zuschärfungen  der  Kanten;  Fig.  183. 

m'Osi' 

von ^ —  stampfe,    dreifl.  auf  die  Kanten  ge- 
setzte Znsp.  der  Ecke;  Fig.  184. 
CG.    2»V— si^(si'  +  l)  +  »''(»'— 1)  =  0. 

4)  von  —  Y  Abst.  der  Ecke;  Fig.  185. 
CG.    H*  «r  1. 

5)  von  ocOa',  sechsfl.  Zusp.  der  Ecke;  sind  von  den 
auf  einer  und  derselben  Tetraßderfläche  gelegenen 
CK.  je  zwei  gegenüberliegende  parallel,  so  ist  n=2. 

6)  von  ooO,  stumpfe,  dreifl.  auf  die  Flächen  gesetzte 
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Zusp.  der  Ecke,  so  das«  jede  Zaspfl.  normal  auf 
derjenigen  Tetra€derkante  ist,  mit  welcher  sie 
nicht  unmittelbar  zum  Durchschnitte  kommt;  Fig.  186. 

7)  von  ocOx),  Abst.  der  Kanten;  Fig.  187. 

f.    172. 
Cpmbinaticnen  det  Tetrakiahexaedcn  ocOn, 

1)  Mit  ^^~-i  diese  Gestalt  bildet: 

a)  Znsch.  der  an  den  abwechselnden  ditrig.  Ecken 
Iteireiiden  kürseren  Kanten,  wenn  ■■;■',  sss  n. 

b)  Vietf).  Zusp.  der  tetr.  Ecke,  je  zwei  Zaspfl. 
auf    zwei    gegeniberliegende   Kanten    gesetzt, 

wenn  *-7-r — s  >  ». 

c)  Sechsfl.  Zusp.  der  abwechselnden  ditrig.  Ecke, 

^^""  ür+lT  <  **• 
2)2^büdet: 

a)  Abst.  der  an  den  abwechselnden  Eitrig.  Ecken 
liegenden  kürzeren  Kanten,  wenn  m^  =  2n. 

b)  Zusch.  der  tetr.  Ecke ,  die  Zuscbfl.  auf  die  ge- 
genüberliegenden Kanten  gesetzt,  wenn  0i'>>2ii. 

c)  Dreifl.  Zusp.  der  abwechselnden  ditrtg.  Ecke, 
die  Zaspfl.  auf  die  kürzeren  Kanten  gesetzt, 
wenn  mf  <i2n 

,  3)  —^  bildet  dreifl.  Zusp.  der  abwechselnden  ditrig. 
Ecke,  dieZospfl.  auf  die  längeren  Kanten  gesetzt. 

4)  -^  bildet  Abst.  der   abwechselnden  ditrig.  Ecke; 

erscheinen  die  Abstfl.  als  regelmässige  Hexagone, 
so  ist  n=:2. 


Digitized  by  VjOOQ IC 


1) 


SyaiemUhr«.    Te^atrakyHem.    €ap.  IV.     21S 
f.     173. 

Comblnationen  des  Rhombendodeka^der«  uud  HexarUen. 
Es  bildet  am  RhombendodekaSder  fxXi 

2 

a)  Zusch.  der  in  den  abwechselnden  trigonalen 
Ecken  liegenden  Kanten,  wenn  i»V  =  i»i' +  ^'^ 
Fig.  188. 

b)  Vierfl.  Zusp.  der  tetr.  Ecke,  je  zwei  Znspfl.  auf 
zwei  gegenüberliegende  Kanten  gefsietst ,    wenn 

c)  Sechsfl.  Zii«p.  der  abwechselnde«  Iri^.  Ecfce, 
wenn  #i V  <C  »t'  +  n\ 

2)  •     ^ 


2 

a)  Abst.  der  Karten  der  f bweeh$elnden  irigonaleq 
Ecke,  wenn  «t;^ 2;  Fig.  189. 

b)  Zusch.  der  tetf.  Ecke,  die  Zu$chA  auf  die  ge* 
genoberliegcndeo  Kanten  geseta^^  wenn  «1^2, 
Fig.  190. 

.  c)  Dreifl.   Zusp.    der   abwechselnden    trig.    Ecke^ 
wenn  »i<C2. 

3)  — —  dreifl.  auf  die  FJftehen  gesetst?Zvitp.  der  ab- 

wechselnden trig.  Ecke. 

4)  -^,  Abst.  4^r  abwechselnden  trig.  Eck^. 

Elf  bildet  am  HexaMer  ocOx): 

1)  — -T — y  sechsfl.  Ziifp.  der  abwech^elndea  Ecke. 

2)  — 5 — ,   dreifl.  auf  die  Flächen  gesetzte  Zusp.  der 

abwechselnden  Ecke. 
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^)  — :r-9  dreifl.  auf  die  Kanten  gesetzte  Zusp.  der  ab* 
wechselnden  <  Ecke. 

4)  — ,  Abst.  der  abwechselnden  Ecke. 

b)    ParalleUlächig  -  semitesserale  Combinatiooen. 

f.     174. 

Bedingungen  für  die  regelmässigen  Combinationen. 

.  Bei  der  Untersuchung  der  parallelflächig- semites- 
seralen  Combinationen  haben  wir  zunächst  die  Combi- 
nationen zweier  Dyakisdodekaäder  1  — —  jundl  — ^ —  1 

zu  berücksichtigen,  jedo«h  wegen  der  eigenthümlichen 
Beschaffenheit  dieser  Gestalten  einen  etwas  .andern 
Weg  einzuschlagen,  als  bisher.  Zu  den  durch  eine 
gewisse  Regelmässigkeit  ausgezeichneten  Combina- 
tionen werden  nämlich  nicht  nur  die  vier,  da  die  CK. 
einer  der  Seiten,  sondern  auch  die  beiden  zu  rech- 
nen seyn,    da  sie   einer  der  Diagonalen  der  Flä- 

I  parallel  lau- 
fen. Wir  haben  daher  folgende  sechs  regelmässige 
CY.  auszuheben:  die  CK.  sind  parallel 

1)  der  längsten  Kante  B*  (Fig.  17,  a), 

3)  der  kürzesten  Kante  A'^ 

3)  der  unregelmässigen  Kante  an  B% 

4)  der  uaregelmässigen  Kante  an  Ä'^ 
b)  der  gleichschenkligen  Diagonale, 
6)  der  ungleichschenkligen  Diagonale. 

Die  Bedingungen  für  diese  CY.  sind  theils  un- 
mittelbar,   theils   mittels  der  Combinationsgleichung 
leicht  aufzufinden;  es  werden  nämlich 
A.  bei  gleicher  Stellung  beider  Gestalten,  die  CK. 
parallel 
1)  der  längsten  Kante  JT,  wenn  n'  =  n; 
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2)  der  kürzesten  Kante  A'j  wenn  m^  =  m; 

3)  der  onregelmftssigen  Kante  an  B*,  wdche  wir 
wie  oben  mit  C^  beieicbnen  wollen,  wenn 

«'(«^  —n)n — «'(•m — !>•» — •iV(«i — »')«i  =  0 ; 

4)  der  unregelmässigen  Kante  an  A'j  welche  wir 
zom  Unterschiede  von  der  vorigen  mit  C,  beieicb- 
nen, wenn 

m\mH — i)wm  +  n\m — n*)» — m'n\m^  -^nju  =  0 ; 

5)  der  gleichschenkligen  Diagonale ;  für  diesen  Fall 
sucht  man  ans  den  bekannten  Coordinaten  der 
Endpnncte  der  Diagonale  die  Gleichung  derselben, 
und  erhält  dann  als  Bedingungsgleichung  f3r  jede 
mit  ihr  parallele  Fläche: 

•iV(ai— »)—»'(»  — 1)ji+ii'(ä—1)«i=0 

oder  auch       -,,   /       ^\  =  -7 jt 

»  («  —  1)         n{m  —  1) 

6)  der  ungleichschenkligen  Diagonale,  wenn 

m'W     ^^     mn 
st'  +  n'        m  +  n' 
B.  Bei  verwendeter  Stellung  der  iweiten  Gtestalt,  die 
CK,  parallel*) 

1)  der  längsten  Kante  JB^,  wenn  fli'  =  )i; 

2)  der  kürzesten  Kante  ^%  wenn  11'  =  »; 
*  3)  der  unregelmässigen  Kante  C*,  wenn 

n\m'^ — »)h* — m\mn — i)wm — «iV(si — )i^)«i=0; 

4)  der  unregelmässigen  Kante  C*i,  wenn 

«^(«1 — n^)m  +  H\wm —  l)mn — m^n\m^  — n)n=^0 ; 

5)  der  ^eichschenkligen  Diagonale;  dieser  Fall  ist 
unmöglich,  weil  er  voraussetzt,  dass  »^  =  1 
und  j8»'  =  1; 

6)  der  ungleichschenkligen  Diagonale,  wenn 

mW     mn 

m^  +  n^        m  +  u ' 


*)  Maa  erhält  diese  Bedingungen  aas  den  vorigen ,  wenn  iian 
in  denselben  die  Buchstaben  m'  and  n'  Tertauscfat. 
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Da  die  ans  ien  BedingnngsgleiohuQgen  für  den 
ParaileUsmus  der  CK.  mit  den  anregelmassigen  Kan- 
ten folgendea  Wcrthe  von  m^  ond  «^  eine  wichtige 
Bolle  in  den  nächstfolgenden  §§•  spielen»  so  wollen 
wir  snr  Abkärznng  diese  Werthe  mit  den  Buchstaben 
F^  Qj  B  nnd  £1  bexeichttes,  wie  folgt: 
A.  Bei  gleicher  Stellung  l)eider  Gestaitm  sind  näm- 
lich die  CK.  parallel 

n'(m — n^)m p 


der  Kante  C„  wenn  «'=i;^.(.._)^(.^i),,- 

j  / IS  yMU       \)t§iM  n 

si'(si' — n)n — (si — n^)m 
der  Kante  (-,  ^enu  m'=  ^^^^^-^  =Q 


(mn — 1  )mm+mf{m — «^  )j» 

B.  Bei  verwendeter  Stellnng  dagegen   sind  die  CK. 
parallel 

der  Kanter.,  wenn  «'»-,^-,^^=^-^  =  p- 

w\m  -  — n)n — {mn — \)mn 
Endlich  wollen   wir  den  Werth  von  %\   welcher 
für  den  Parallelismus  der  CK«  mit  der  gleiciisch.  Dia- 
gonale gefordert  wird,  mit  T  bezeichnen,  also: 
^,  _  m'{m  —  1)»  ^  y 

m\m — ä)-1-is(ä  —  J) 

$.    175. 

Erschemungsweise  d«r  Combinatipnen  zweier  Pyakisdodekae^er. 

Die  Erscheinungsweise  der  Combinationen  zweier 
Dyakisdodeka^^der  l)  und  J)\  von  Welchen  das  erstere 
als  vorherrschende,  das  letztere  als*  untergeordnete 
Ctestalt  auftritt,  ist  im  Allgemeinen  folgender  ftinf, 
wesentlich   verschiedener  Modiiicationen  fähig:. 
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I.  Zntfchfirfongen  der  synaietiiiicbeii  Kante«. 
IL  AbstumpfoBgen  der  anregelmäasigeD  Kanten. 
m.  Yierfiftchiger  Znspitznngen  der  rlHMsbiBchenEcke. 
lY.  DreÜäcbiger  Znspitzongen  der  trigonalen  Ecke, 
Y.  Zoschftrfangen  der  nnregelmftssigen  Ecke. 

Die  erste  Modification  begreift  zwei  Fälle  unter 
aicb,  indem  die  Znscb&rfnng  entweder  die  längsten 
oder  die  kiijrsesten  Kanten  trifft 

Für  die  zweite  Modification  ist  wohl  zu  unter- 
sehetden,  ob  die  Abstnmpfiingsflächen  ihrer  Anfsetzong 
nach  die  an  der  längsten,  oder  die  an  der  kürzesten 
Kante  liegende  an  regelmässige  Kante  abstumpfen.  Es 
sey  nämlich  die  Fläche  abedvoi  Fig.  18  eine  der  Flä- 
chen vonD,  so  wird  eine  Fläche  wie  afbed^  die  an 
der  kürzesten  Kante  anliegende  anregelmässige  Kante 
C^i,  dagegen  eine  Fläche  wie  abc'd*  die  an  der  läng- 
sten Kante  anliegende  Kante  C  abstumpfen,  und  man 
nberzengt  sich  leicht  von  der  wesentlichen  Yerschie- 
denheit  beider  Fälle,  obgleich  sie  für  die  Erschei- 
nungsweise der  Combination  das  gemeinschaftliche 
Resultat  liefern,  dass  die  anregelmässigen  Kanten 
▼onD  durch  die  Flächen  vonD^  abgestumpüt  werden. 
Die  Y'erscbiedenbeit  ist  in  der  Lage  oder  Richtung 
der  Abstumpfungsfiächen  begründet,  und  lässt  sich 
dadnrch  aasdrücken,  dass  man  diese  Flächen  entwe- 
der als  aof  die  kürzesten,  oder  als  auf  die  längsten 
Kanten  angesetzt  bezeichnet;  eine  Bezeichnuiq;sweise, 
der  wir  uns  auch  ferner  bedienen  werden. 

Für  die  dritte  Modification  lässt  sich  keine  we- 
sentliche Yerschiedenheit  geltend  machen. 

Die  vierte  Modification  lässt  hinsichtlich  der  Auf- 
setzung  der  Flächen  eine  ähnliche  Yerschiedenheit  zu 
wie  die  zweite  Modification ;  doch  tritt  hier  zwischen 
die  lieiden  zu  unterscheidenden  Fälle  ein  dritter,  emi- 
nenter, and  gleichsam  neutraler  Fall  ein.  Die  Zu- 
•pkznngsfläohen  erscheinen  nämlich   im  Allgemeinen 
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allerdings  auf  die  Tlftchen  au%esetxt,  aber  ihre  Auf- 
setznngsart  ist  doch  sehr  verschieden^  je  nachdem  sie 
gegen  beide  unregelmässige  Kanten  gleich,  oder  ge- 
gen eine  derselben  mehr  als  gegen  die  andere  geneigt 
sind.  Fig.  19  stellt  die  beiden  letzteren  Fälle  dar, 
und  man  sieht,  dass  die  Combinations kanten ,  welche 
im  Falle  der  gleichmässigen  Aufsetzung  mit  den  gleich- 
schenkligen Diagonalen  der  Flächen  von  D  parallel 
sind,  in  den  letzteren  beiden  Fällen  mit  denselben 
nach  der  Richtung  des  einen  oder  andern  unregel- 
mässigen Eckpunctes  convergiren^  müssen.  Wir  wol- 
len die  drei  Fälle  dadurch  unterscheiden,  dass  wir 
die  Zuspitzungsflächen  auf  die  Flächen  an  einer  >der 
unregelmässigen  Kanten  (der  C^,  oder  C^)  als  schief 
aufgesetzt,  oder  als  gerade  aufgesetzt  bezeichnen. 

Die  fünfte  Modification  endlich  gestattet  wiederum 
in  Bezug  auf  die  Anfsetzung  (Lage  und  Richtung)  der 
Zuschärfungsflächen  zwei  wesentliche  Verschiedenhei- 
ten. Es  sey  nämlich  abcd  in  Fig.  20  eine  Fläche  der 
Torherrschenden  Gestalt  Z),  so  wird  sowohl  eine  Flä- 
che wie  a'b'f/d^^  als  auch  eine  Fläche  wie  a^Ve^dT 
mit  der  zugehörigen  Fläche  ihres  Paares  eine  Zuschär- 
fung  des  unregelmässigen  Eckes  bilden.  Im  ersten 
Falle  aber  sind  die  Flächen  auf  die  kürzeste  und  die 
/  anliegende  mittlere  Kante  C^i,  im  zweiten  Falle  auf 
die  längste  und  die  anliegende  Kante  C  gesetzt,  und 
es  scheint,  dass  diese  Ausdrucke  den  obwaltenden  Un- 
terschied mit  hinlänglicher  Bestinuutheit  darstellen. 

f.     176. 

AUgemeiae  Uebenicht  der  CombiMitionsverhältiiiiM  sweier  Dya- 

kisdodtkaeder. 

Nachdem  wir  nicht  nur  die  Bedingungen  (Sr  die 
sechs  regelmässigen  Lagen  der  Combinationskante, 
sondern  auch  die  wesentlich  verschiedene  Erschei- 
nungsweise der  Combinationeil  zweier  Dyakisdodeka^ 
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der  D  und  1)'  Oberhaupt  kennen  gelernt,  so  haben 
wir  die  Bedingungen  für  das  Eintreten  des  einen  oder 
andern  Combinationsverhältnisses  als  Functionen  der 
Ableitnngsco^fficienten  aufzusuchen.  Die  Re/stultate 
dieser  Untersuchung  sind  folgende: 
A.  Die  Gestalten  befinden  sich  in  gleicher  Stellung; 
dann  bildet  .D'  an  D : 

I.  Zuschärfungen  der  symmetrischen  Kanten;  und 
zwar: 

1)  Zusch.  der  längsten  Kanten,  wenn  »^  s=  «, 
und  m'>m\  Fig.  191. 

2)  Zusch.  der  kürzesten  Kanten,  wenn  «i'^=i«r, 
und  ii'>»;  Flg.  192.      * 

n.  Abstumpfungen    der   unregelmässigen  Kanten; 
und  zwar  die  Abstfl.  aufgesetzt: 

3)  auf  die  längsten  Kanten ,  wenn  m' <^m  und 
ii'=S;  Fig.194. 

4)  auf  die  kürzesten  Kanten,  wenn  wf  <^m  und 
«'  =  «*);  Fig.  193. 

In.  Vierfl.  Zusp.  der  rhomb.  Ecke, 

ö)  jedenfalls,  wenn  «^  >  «•  und  «'>>«';  dabei 
können  die  regelmässigen  CY.  eintreten,  dass 
die  CK.  parallel: 

a)  de^gleichsch.  Diagonale,  wenn  «'=T;  Fig.  195. 

b)  der  mittleren  Kante  C^,  wenn  ii^=:S 

c)  der  mittleren  Kante  (T,,  wenn  nf=R 
welcher  letztere  Fall  nur  möglich  ist,  so  lange 

IV.  Dreifl.  Zusp.  der  trig.  Ecke ;  setzt  voraus,  dass 
fl»^<fli,  und  zwar  sind  die  Zuspfl.  auf  die  Flä- 
chen : 

6)  gerade  aufgesetzt,  wenn  n'  =r  T;  Fig.  197, 

7)  einseitig  schief  an  die  Kante  Ci  gesetzt,  wenn 


*)  Also  auch  j»'>if,  unbedingt,  sa  Unge  mi>ii^ 
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8)  eittfl^itig  schief  an  die  Kante  C^  gesetzt,  wenn' 
«'  <  T. 

Im  Falle  Nr.  7  sind  die  CK.  mit  den  längsten  Kan- 
ten parallel,  wenn  ä's=ii;  Fig.  196. 
V.  Zusch.  der   unregel massigen  Eclte ;    nnd  ,  zwar 
die  Znscfafl. 

9)  auf  die  kürzeste  und  anliegende  mittlere 
Kante  gesetzt,  wenn  »'  >  n  und  m^  <  ä,  aber 
>P;  Fig.  198. 

10)  anf.die  längste  und  anliegende  mittlere' Kante 
gesetzt,  wenn  »'<fi  und  «i'>4i ;  Fig.  199—201. 

Im  Falle  Nr.  9  sind  die  CK.  den  ungleichsch.  Dia- 
gonalen parallel,  wenn  —7-; — ,  =  — .~  ;  im  Falle 
^  0»  +»       «•  4-  n 

Nr.  10  aber  "werden   die  CK.  mit  den  kürzesten 
Kanten  parallel^  wenn  m^  =  m;   Fig.  199. 
B.  Die  Gestalten  befinden  sich  zu  einander  in  ver- 
wendeter Stellung;  dann  bildet  D'  an  D: 
L  Zuschärfnngen  der  symmetrischen  Kanten,  je- 
doch möglicherweise  nur: 

11)  der  kürzesten  Kanten,    wenn  ii'  =  m;   und 
folglich  «'  >  J» ;  Fig.  1 92. 

n.  Abstumpfungen  der  unregelmässigen  Kanten; 
diess  «etzt  voraus,  dass  ü^ <C,m;  und  zwar  sind 
die  Abstfi.  jederzeit:  '    • 

12)  auf  die  kürzesten  Kanten  gesetzt*);   daher 
m':^P';  ähnUch  Fig.  193. 


*)  Der  zweite  Fall  ist  unmöglich ;  er  setzte  nämlich  vorfut, 
doBS  m'  =--,- n^(i/i--^H)n ^^  =  Q';  da  nun  aber  jeder- 

zeit  fi/>>n',  wenn  anders  die  ver\>  endete  Stellung  Bedeutung  ha* 

bensoll,  so  wird  Q^;:>n^,  und-Ii,>l,  oder wt'n— n*>it'(m — *')m 

n 

•fm-n^ — mn  die  Bedingung  für  die  Möglichkeit  des  zweiten  Falles  ^ 
folglich  noch  vielmehr  (w-ji~ä')«>»'(wi—«2),ii^»41;i^ — jnn^  wor- 
aus sich  ergiebt  n'  <^  — ,  w  eiches  unmöglich. 
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III.  Vierflächige  SdispiUiiiiigea  der  rbombtfichen  Ecke, 
1^  jedenfalls,  wenn  h'^-m,  und  folglich  i»'>>ii; 
ähnlich  Fig.  195,  doch  können  die  CK.  den 
gleichscb.  Diagonalen  niemals  parallel  werden. 
rV.  Dreiflächige  Zuspitzungen  der  trigonalen  Ecke, 
setzt  voraus,   dass  ii'<^«i  und  si'^P',  daher 
14)  jedenfalls  die  Euspfl.  einseitig  schief  an  die 
Kante  C^  gesetzt  *). 
V.  Eusdiftrfimgeil  der  unregehnäassigen  Ecke,  und 
zwar  die  Zuschfi.  jedenüaUs : 
15)  auf  die   kürzeste    uad   anliegende   mittlere 
Kante  gesetzt;    »'<«•   und  ••'>P%   daher 
auch  >  n. 

f.    177. 

Combinationen  des  Dyakisdodekaeders  F 1. 

— - — |;  diese  Gestalt  bringt  die  im  vori- 
gen f.  aufgezählten  CV.  unter  den  daselbst  ange- 
gebenen Bedingungen  hervor. 

2)  Mit  — ;j — ,  und  zwar: 

A.  mit  4-  — -T — ;  da  m^  immer  >fli,  so  können  nur 

die  CV.  Nr.  1,  5  und  10  Statt  finden;  die  Flä- 
chen sind  jedenfalls  auf  die  längsten  Kanten  auf- 
gesetzt, und  bilden: 

a)  Abst.  derselben,    ....  wenn  ii^  =  it;  Fig. 202. 

b)  Zusch.  der  rhomb.  Ecke    -   -     -  >  -    Fi^g.  203. 

c)  Abst.  der  unregelm.  Ecke   -   -     -  <C  -    Fig-  204. 
Im  Falle  b  werden  die  CK.  parallel: 


*)  Die  UnmögUchkeit  der  übrigen  "FäUe  lässt  «ich  dnrch  ahn- 
fiche  Verglttchtingen  der  erforderlichea  Bedingungen  darthan,  wie 
solche!  in  der  vorhergehenden  Anmerkung  geschehen. 
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.  ff)  der  gleioluch.  Diagonale,  weium'acs^üLzi)!.  Fig.dOS. 
fi)  der  Kante  C^  wenn  «^s=(^'-»>  • 

(W  —  Jl*)jfl 

Im  Falle  c  werden  die  CK.  parallel: 

«)  der  Kante  C-^i,  wenn  n'=.^Ii5Zll^ 

»•^  — 11 

/})  der  nngleicliflch.  Diagonale,  wennit^=-  ^^    ;  Fig.  204w 

B.  mit ^— ;  da«i'  =  cx),  so  können  nur  dieCV. 

Nr.  11,  13  nnd  15  Statt  finden;  die  Flächen  sind 
jedenfalls  anf  die  kürzesten  Kanten  gesetxt,  nnd 
bilden; 

a)  Abst.  derselben wenn  n^=:si;  Fig.  205. 

b)  Zosch.  der  rhomb.  Ecke    -   -    -  >  -    F^.206. 

c)  Abst.  der  nnregelm.  Ecke  -   -    -  <-    Fig.  207. 

3)  Mjt  «i'O»';  da  »'  =  «•%  so  können  nur  die  CV. 
Nr.  2,  4,  5,  7  und  9  Statt  finden,  nnd  es  bildet 
daher  m^Om'i 

a)  Vierfl.  Zusp.  der   rhomb. 

Ecke,  wennsi^t^si 

b)  Zusch.  der  kürzesten  Kan- 

ten    -    -   Sl^ssM 

c)  Znsch.  der  unregelm.  Ecke, 
die  Zusohfl.  anf  die  kürzeste 
und     anliegende     mittlere 

Kante  gesetzt -   -  «•'«<»•  nnd  >f/ 

d)  ^bst.  der  unregelm.  Kan- 
ten, 4ie  Abstfl.  anf  die  kür- 
zesten Kanten  gesetzt ==1/ 

e)  Dreifl.  Zusp.  der  trig.  Ecke, 
die  Zuspfl.  auf  die  Flächen 
einseitig  schief  an  dieKante 

C,  gesetzt --    --•    -    <I/ 

wobei  y^(«'»-lV«-K«»->'> 
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Im  Falle  e  «lad  die  CK.  tait  den  lSi^te&  Kanten 

a>ptfrallel, wennÄt^MWl}  ttuOidiRg.  I96w 

f)  coaTgt  nach  der  küraeslea 

üjuite^  ....- --    •>- 

y)  coDTgt.  nach  der  Kante  C  —    "   <  - 
Im  Falle  c  werden  £e  CK.  den  migleichsclt  Diagonalen  par- 
allel, wenn  m'  s=5 ;  dagegen  können  sie  ia  Falle  a 

»  +  a 

flieiaaii  weder  den  gleichMh.  DiagooaiflBy  aodi  der  Kante  C^ 
parallel  werden. 

,4)  Mit  «i'O;  da  i«'<ii,  «o  «ind  nur  die  CV.  Nr.  3, 
8  and  10  möglich;  die  Flächen  sind  immer  von  der 
längsten  Kante  her  einseitig  schief  anf  die  nnre- 
gelmässigen  Kanten  gesetzt,  nnd  bilden: 

a)  Abst.  derselben,  wenn«i'=:  V\  ähnlich  Fig.  194. 

b)  Znsch.  der  unre- 

gelm.  Ecke,  ..--->-      -    - 

c)  Dreifl.  Zasp.  der 

trig.  Ecke,     .  .    •   -  ^  <  -      -    - 
wobei  V^,   ,     (mn-i)mm 

Im  Falle  b  sind  die  CK.  mit  den  kürzesten  Kanten 

a)  parallel, wenn  m^saam;  Fig.  199. 

ß)  convgt.  nach  dem  rhomb.  Bckp.  ->  -     •  ^  « 
y)  conrgt.  nach  dem  trig.  Bckp.      •  *-     «  ^   . 

5)  Mit  cxO;  diese  Gestalt  bildet  in  jedem  Falle  Abst 
der  nnregelm.  Ecke,  und  zwar  sind  die  CK.  mit 
der  ungleichsch.  Diagonale: 

«)  parallel, • wennm-f  «sassui;  Fig. 208. 

fi)  conTgt.  nach  dem  rhomb.  Bckp.  --    ---<^-- 
y)  coBTgt  nach  dem  trig.  Bckp.   --    •.•^^. 

6)  O  bildet  jedenfalls  Abst.  der  trig.  Ecke,  die  CK. 
parallel  den  gleichsch.  Diagonalen;  Fig.  209. 

7)  ocOoo  bildet  Abst.  der  riiomb.  Ecke;  Fig.  210,  211 
und  212.    Sind  die  CK.  den  Kanten  C  parallel, 

l  15 
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so  ist  duB  PyakUd^dtk^der  cdn  pardletkantiges ; 
und  diringen  Aaam  die  Flächen  toh  ocOdo  so  weit 
ein,  dass  die  kürsesten  Kanten  des  Dyakisdode- 
ka^ers  gänzlich  verschwinden,  so  erscheinen  auch 
die  Flächen  dieser  Gestalt  als  Rhomben,  und  die 
ganze  Comkination  als  eine  von  30  Rhomben  um- 
schlossene Gestalt,  deren  Flächen  Jedoch  zweier- 
lei Werth  haben;  Fig.  212;  das  eigentliche  Tria- 
kontaäder  d^s  Mineraireiches.  Die  Flächen  aller 
nicht  parallelkantigen DyakisdodekaSder  dagegen 
erscheinen  jederzeit  alt  gleichschenklige  Trape- 
zoide;  Fig.  211;  das  uneigejitlich  so  genannte  Tria- 
kontaäder  des  Mineralreiches. 

f.    178. 
CombinaUpMn  4q«  PepUigoadodekaSden  ^^   ^ 


zwar: 


1)  Mit  [^'].  und 

A.  beide  Gestalten  in  gleicher  Stellung ;  da  m'  <  sf, 
so  können  nur  die  CV.  Nr.  3,  4,  6,  7,  8,  9  und 
10  Statt  finden,  also  bfldet  das  DyakisdodekaSder  : 

a)  Abst.  der  unregelmässigen  Kanten,    und  zwar 
die  Abstfl. 
«f  auf  die  regelm.  Kanten  gesetst*),   wenn  ii'  >  ii,  and 

in'=— J^^ —  =  »5  Ähnlidi  F1g.tl7. 

(«'  — «)ji 

f)  anf  die  Höhenlinien  gesetzt  <  wenn  fi'<ii,  and  m' ifst 


x  —  n' 


*)  Es  ist  kaum  nAthig,  ta  bemerken,  daat  die  regelmMgen 
Kanten  der  P^alagondodekadder  den  kürzesten  Kantenpaaren,  and 
die  H6henUmen  Uure^  FlSdica  den  längsten  Kanten  der  Dyakisdo- 
dekaSder entsprechen,  so  wie,  dass  der  Aasdrack  angleich- 
schenklige  Diagonale  aar  beibehalten  worden  ist,  um  kei- 
aen  neven  TemOnas  einiol&hrai. 
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h)  Zwush.det9mwgelm.Efike^  iMi4  nyrtit  die  Z«9chfL 
«)  auf  die  regekniitige  imd  anüegeod^  win^lniMigtt  Kaate 

gesetzt,  wenn  fi'>si  und  m'>|>;  Fig. .214. 
fi)  auf  die  Hdlienliiile  und  aniiegende  vnregelm&Mige  Kante 
geeet2t|  wenn  «'  <ii  und  mf>>  f ;  FSg,  21$, 
c)  Dreifl.  Zasp.  der  trigonaleQ  Ecke,  wenn  m'<ip 
und  <  jr;  und  swar  sind  die  Znspfl»  anf  dieFUU 
chen: 

«)  gerade  Md^|Me(at,  •  .  wemi»^s=r    ^.  ^^      t  FSg.215. 
/O  einsotig  iduef  ma  die 

Kwrte  C*„ •  -  «'  > FifrWS. 

Y)  einiMtig  schief  an  die 

l^juite  C^, --«'< 

Im  Falle  <^  sind  die  OK.  parallel  den  Qaiienlinien  d«r  Pen- 
tagone, wenn  n'sssii;  Fig.21S. 
B.  Beide  Gestahen  in  verwendeter  Stellfmg;  da  n' 
immc^jr  <  «i,  «o  kSnnen  nor  die  CV.  Nr.  12,  14 
nnd  15  Statt  finden;  daher  bildet  das  Dyakisdo- 
deka^er: 

a)  Abst.  der  onregelm.  Kanten,  die  Abstfi.  auf  die 

regelmässigen  Kanten  gesetzt,  wennsi^sg   , ^ 

=  r;  Fig.  217. 

b)  Zuscfa.  der  miregelnirEcke,  dieZoschfl.  anf  die 
regelm.  nnd  anliegende  nnregelm.  Kante  gesetzt, 
wenn  si'>r;  ähnlich  Fig.  214. 

c)  Dreifl.  Znsp.  der  trig.  Ecke,  die  Zuspfl.  anf  die 
Fliehen  einseitig  sdnef  an  die  Kante  C%  gesetzt, 
wenn  mf  <i  r. 

Im  Falle  c  sind  die  CK.  den  Höhenlinien  der  Pen- 
tagone parallel,  wenn  si'  =  ii;  ähnlich  Fig. 213. 

3)  +  — ^ — bildet  Znsch.  der  regelm.  Kanten,  Fig.  221, 

wenn  %'>n\  Abst,  der  nnregelat  Eeke,  diiAhstfl. 
auf  die  Flächen  gesetzt,  wenn  n^ <n\  Fig.  218. 

^ —  bildet  jedenfalls  Abst.  der  nnregelnu  Ecke, 

15» 
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:  die  Abfltfl.  auf  die  regelnu  Kanten  geseufc;  sind 
die  CK«  parallel  den  tingleichsclk  Diagonalen ,  so 
ist  ii'c=3m;  Flg. 219. 

3)  Mit  m'Oi^;  da  «•'<«•,  «o  sind  nur  die  CV.  Nr.  4, 
7  tind  d  möglich;  es  bildet  daher  m'Om^i 

a)  Abst.  der  unregelm.  Kanten,  die  AbstfL  anf  die 

n^  +  1 
regelm.  Tanten  gesetzt,  wenn  m'  =?  — -=— ;  ähn- 

UchFig.217. 

b)  Zosch.  der  unregelm.  Ecke^  die  Zaschfl.  auf  die 
regelm.  und  anliegende  unregelm.  Kanten  gesetzt, 

wenn  m'  >  ^'  "*"  ^;  ibnlich  Fig.  214. 

,  c)  Zospu  der  trig.  Ecke,  dieZuspfl.  einseitig  schief 

an  die  Kante  C*i  gesetzt,  wenn  «i'< — -2—. 

Im  Falle  c.  sind  die  CK.  den  Höhenlinien  derPen- 
.  tagone  parallel ^^  wenn  mf^san. 

4)  Mit  si'O;  da  iM'<fff,  und  ii^<ft,  so  sind  nur  die 
CV.  Nr.  3,  8  und  10  möglich;  die  Flächen  von 
m'O  sind  immer  von  den  Höhenlinien  weg  einsei* 
tig  schief  auf  die  unregelmässigen  Kanten  ^u%e* 
setzt,  und  bilden: 

a)  Abst.    dieser 

Kanten,    .  .  .  wennm'sÄjp-r;  ähnlich  Fig.  217. 

b)  Dreifl.    Zusp. 

der  trig.  Ecke,   ---<-•• 

c)  Zusch.  der  un- 
regelm« Ecke,    -•«.>..• 

5)  ocO  bildet  stets  Abst  der  unregelm.  Ecke;  Fig.  220. 

6)  O  bildet  Abst.  der  trigonalen  Ecke,  d.  CK.  paral- 
lel den  gleichsch.  Diagonalen,  Fig»  222;  dringen 
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die  Oktaiderfl&chen  so  weit  ein»  da««  «je  dttroh 
die  anregelmSssigen  Eckpnncte  gehen,  so  entsteht 
eine  Ton  20  Dreiecken  omschlessene  Gestalt  de- 
ren Flächen gedöch  zweierlei  Werth  haben;  das 
IkosaCder  des  Mineralreiches ;  Flg.  223, 

7)  ooOoo  bildet  Abst.  der  regelmftssigen  Kanten ;  Fiir 
224  nnd  225. 

|.    179. 
CoaUnationtti  das  IkodtetraMtfi  siOsi. 

I)  Mit  ±  [^^^Y^];  nan  kann  die  möglichen  CV.  sc 

woUans  f.  176*  als  auch  ans  f.  159  ableiten,  ivenn 
man  nnr  anf  diejenige  Flftchenhftlfte  von  st^On' 
Rücksicht  nimmt,  welche  für  seine  parallelflftchig- 
heniSdrische  Erscheinung  gefordert  wird.  Wir 
ziehen  die  letztere  Ableitung  vor.  Das  Dyakisdo- 
dekaSder  bildet  daher  an  mOm: 

a)  Vierfl,  Zosp.  der 
tetr.  E.  je  zwei 
Zospfl.  auf  gq[en- 
sberliegendeKan- 

ten  gesetzt,    .  .  wenn  iir>m 

b)  2«nscfa.  je  zweier 
g^enüberl.  Kan* 

tes  der  tetrXcke,  •    -  n^^^m 
^  Zasch.  der  rhomb. 
Ecke,  die  Zoschfl. 
■af  die  längsten 
Kanten   einseitige 

schief  ayigesetst    -    -  »'<miPid?^^5^I^Vm+l 

d)  Abst.  der  kirse* 
res  Kanten,  fie 
AbstlL  einseitig 
■cliief  anfgesetst   ---- ■""    ^ 
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t)  Dreifl.  Znsp.  der 
tri^.  Ecke,  die 
2aspil.    einseitig 

scliief  anfgefletssty  wenoii^<«i  und         ,     '  <«H-i 

Im  Falle  c  sind   die  CK»  mit'  den  sjrmuetiatchea 
Diagonalen  der  Deltoide; 


mV 


a)  paraUel, weim  ^,  ^^,  =  |«i 

P)  ooDTgt  Bach  deai  tetr.  Eokp*    •- >-- 

y)  conygt.  nacli  dem  trig.  Bckp.    --      ...     •<"* 
AuaterdeiA  wecdea  die  CK.  im  Falle  a  de»  kürtefen  Kante»  Toa 

mOm  parallel,  wenn  ÜL^^^  =  m+l»  und  im  Falle  cy 

den  l&ngevea  Kanten  parallel»  wenn,  m'  c=  ». 

2)  Mit  — ^ ;  die  Flächen  des  PenfagondodekaSders 

gind  itets  auf  die  längeren  Kanten  von  mOm  aof- 

gesetzt,  und  bilden: 

a)  Abst.  je  zwei  gegenüber!.  Kanten 

der  tetr.  Ecke,    wenn  nfsssm 

'  b)  Znsch.  der  tetr.  Ecke, -   -    -  >  '- 

c)  Abst.  der  rhomb.  Ecke,  die  Abstfi. 
einseitig  schief  aofgesetzt,    ....    -   -    -  <  - 
Im  Fcdle  c  sind  die  CK.  mit   den   symmetrischen 
Diagonalen: 

o)  pavallel, »  •  •  .  wemi  nfsssz^m 

/?)  conygt.  nach  dem  tetr.  E.    —     -  >-- 
y)  conygt.  nach  dem  trig.  K.    -  -     -   <;-- 
Auaserdem  werden  im  Falle  b  die  CK.  den  künfiereo  Kanten 
parallel ,  wenn  n'  tss  m  ^  1, 

f.     180. 
Combinationen  des  TriakiBoktaSders  mO. 

1)  Mit  +  r^'^Y^T ;  aus  i  i60.  ergeben  sich  folgende 

CV.  als  die  möglichen;  es  bildet  das Dyaktsdode- 
kaSder  am  TriakisoktaSder: 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Systemleht0.    Te$$erälsy»t^nk   Cäp.  IK    231 

a)  Ak(M.  det  kü^«rai  Kamteii, 
die  Abstfl«'  einseitig   ickief 

B)  Yierfl.  Zusp.  der  ditetr Jlcke, 

je  swei  Znspfl.  auf  die  ge- 
.  genüberl.   längeren   Kanten 

gesetet, >--- 

c)  Dreifl.  Zusp.  der  trig.  Edce, 

die  Zospfl.  auf  die  Kanten 

einseitig  schieß  au^esetst,    *•    •«.<^... 

Im  Falle  b  sind  die  CK.  aaf  den  Angeren  Kanten 
von  «lO: 

a)  leditwioUig,  wenn  »»V  H- ^)c-,^ 

f)  ftmpfwUfig    ...«..^.• 
y)  spitzwinklig    .•-    -    -    -    -<"- 
Auaserdem  werdeo  üs  Falle  b^  dk  CX,  dtt  kftrterwi  Ken* 
ten  TOA  sK)  paraUel,  wwn  ^'^^' ^^^t-t^'^}^  und  im 

Falle  Vdenk&nMtenKMtoa  rea  H—^]  panlkl. 


Mit  — — -;  da  m'  stets  >  «,    so  bildet  das  Penta- 

gondodekaSder  Jedenfalls  Zusohirfungen  der  dite- 

tragonalen  Ecke,  je  2  Znschfl.   auf  2  gegenfiber- 

liegende  längere  Kanten  gesetzt;  die  CK.  werden 

si+1 
den  kürseren  Kanten  parallel,  wenn  »'==— -^. 

f.    181. 

ConUnationen  des  Rbombendodekalden,  OktsMen  undHexsMen. 

f )  Es  bildet  an  ooO 


.)P 


2    J* 
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ff)  Schiefe  Abtt  der  Kasten,  wenn  mW,;ssamf  «f  n^;  Flg.  106. 

ß)  VieHl.Ziii^.  der  tetr.  Ecke, 
je  2  Zuspfl.  auf  t  gegen- 
überL  FUdien  gesetzt,  .    --    '  -  >  "    -- 

y)  Dreifl.Ziiip.dertrig.Bcke, 
die  Znspfl.  anf  die  Flä- 
chen tdiief  anfgeaetst,    ,----<--- 

ocOa 

b)  — ^f  Ztmch.  der  tetr.  Ecke,  die  Zaschfl.  auf 
die  Flächen  gesetxt;  Fig.  226. 

2)  Es  bildet  an  O, 

-^  ly  vierfl.  Ziisp.  der  Ecke,  je  zwei  Zuspfl. 

auf  zwei  gegenüberliegende  Kanten  gesetzt;  Fig. 
229. 

b)  — j-,  Zilfech,  der  Ecke,    die  Zaschfl.   auf  die 

Kanten  gesetzt;  Fig.  230  nnd  223. 

3)  Es  bildet  an  ocOoo, 

a)  I  — -  I ,  anregelmässig  dreifl.  Zasp.  der  Ecke, 

die  Zaspfl.  auf  die  Kanten  oder  Flächen  einseitig 
schief  aufgesetzt;  Fig.  228. 

b)  — ^,   Abst.  der  Kanten,    die  Abstfl.   einseitig 
schief  aufgesetzt;  Fig.  227. 

f.    182. 
CombinatioiMgleichiingeii  für  zwei  Dyakisdodeka^der. 

Um  die  Darstellung  der  parallelflächig -semites- 
peralen  Combinationen  nicht  zu  sehr  mit  Formeln  zn 
überladen,  sind  die  Combinationsgleichungen  wegge- 
lassen worden,  weil  deren  jedenfalls  mehre  in  Rück- 
sicht kommen.  Da  dies  jedoch  kein  Grund  zu  ihrer 
gänzlichen  Vernachlässigung  seyn  kann,  so  wird  das 
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Wielitigsle  über  sie  hier  naehträglich  nü^etheilt.  Es 
kommen  bei  den  Combinationen  zweier  Dyakisdode- 
kaSder  D  und  J)\  vermöge  der  eigenthjimlichen  Be« 
schaffenheit  dieser  Gestalten,  im  AllgemeincfA  dreier- 
lei Combinationskanten  in  Betrachtung.  Denn,  bei 
gleicher  Stellung  beider  Gestalten  kommt  jede  Flftche  F* 
(Fig.  17.)  der  untergeordneten  Gestalt  lY  zuvörderst 
mit  der  analog  liegenden  Fläche  F  der  vorherrschen- 
den Gestalt  /)  zum  Durchschnitte,  und  bildet  so  eine 
Combinationskante  Wj  welche  offenbar  identisch  mit 
der  CK.  zweier  Hexakisoktaßder  ist.  Sie  kann  aber 
auch,  und  wird  in  den  meisten  Fällen  noch  ausser- 
dem entweder  mit  der  Fläche  J<1,  oder  mit  der  Fläche 
F^  zum  Durchschnitte  kommen,  und  in  jenem  Falle 
eineCK.JTi,  in  diesem  Falle  eine  CK.  ir„  bilden.— 
Dasselbe  Verhältniss  tritt  bei  verwendeter  Stellung 
beider  Gestalten  ein. 

Wollen  wir  nun  einstweilen  auf  die  krystaUogra- 
phische  Lage  der  Flächen  der  dritten  Gestalt  D',  wel- 
che die  Abstumpfungen  der  CiL  hervorbringt,  keine 
Rücksicht  nehmen,  so  sind  die  diesen  drei  FäUen  ent- 
sprechenden Formen  der  CG.  folgende: 

A.  Bei  gleicher  Stellung  von  D  und  jD^: 

I.  CG.  für  die  Kante  IV 

»i*'ji^C»'a—«»0+»»^(»»—«»0«*'+«''(*'— «)»»■•' «=0 
IL  CG.  für  die  Kante  n\ 

«••«•C«'— «»Osi— f'si''(siili'— ii)«'+a**^(SM*'— J)«'s  =aaO 

in.  CG.  für  die  Kante  JTn 

B.  Bei  verwendeter  Stellung  von  />  und  D'  gelten 
dieselben  Formeln  mit  Yertauschong  der  Buchsta- 
ben m*  und  n\ 

Das  dritte  Dyakisdodekai^der  D*"  nun  befindet 
sieh  zu  dem  vorherrschenden  Dyakisdodekaßder  D 
entweder  in  gleicher  oder  in  verwendeter  Stellung. 
Behalten  wir  zunächst  den  ersten  Fall  im  Auge, 
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so^giebt  es  fSr  die  Li^  der  abitanipfenden  Fläche 
F*^  dreierlei  Verschiedeiifaeiten ,    nach  Maassgabe 
welcher   sich  die   kryatallographische   Beiieatang 
der  Coeffideaten  ai%  a''  uad  r"  in  TOrstehendea 
Gleichungen  sab  II.  and  HI.  bestimmt;  ist  nämlich 
die  Lage  von  F^ 
1)  analog  mit  F,    so  wird  si'^ai^  «•==»%  f^=  1 
•    2)    .    .      -   F„    -      -     ..<..!,..«»- 
3)    .    .      '  Fn,   -      -     -    .  1,   .  .«%.   .*• 
Nach  Sabstitation  dieser  Werthe  braucht  mmi  aai^ 
m^  und  n*^  2u  vertauschen,  um  diejenigen  Formen  der 
Combinationsgleichungen  sa  erhalten,  welche  sich  auf 
fie  verwendete  Stellung  von  D^  beziehen.    Die  An- 
wendung aller  dieser  Formeln  auf  die  Combinationea 
der  PentagondodekaSder  und  übrigen  Gestalten  ergiebt 
Sich  von  selbst. 

f.    183. 
Vom  Ikosa^der  dsr  Krystallographie* 

Wie  wenig  das  Pentagoadadekaäder,  abea  so  wenig 

Icaan  auch  das  Ikosallder  der  Geometrie  in  der  Natur 

vorkommen,  da  seine  Erscheiaang  einen  irratiooriaif 

AbleitungscoSfficienten  voraussetat 

.    Es  stellt  nämlich  na^  f «  178  die   Cambinatton 

-  ■  ■ .  O ,  wenn  die  Flächen  von  O  durdi  die  unre- 
gelmässigen Ecke  von  — —  gehen,  einen  von  12  gleich- 
schenkligen and  8  gleichseitigen,  also  ttberbaupt  von 
20  Dreiecken  umschlosseaen  Körper  dar,  Maa  könnte 
nun  fragen,  ob  nicht  für  irgend  ein  Pentagondodefcag- 
der  die  12  gleichschenkligen  Dreiecke  ebenfalls  gleich- 
seitige werden  könnten.  Der  Fall  wird  0fiWbar  nur 
fnr  diejenigen  PentagondodekaSder  eintreten  können, 
in  deren  Flächen  die  halbe  Grundlinie  aar  ganzen 
Höhenlinie  das  Verhältniss  von  1  :  ^  hat«    Nun  ist 
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aber  aflgemeio  fSr  die  Flftoben  alter  Pentagondode- 
kaCder : 

die  halbe  GrandUnie  ^*=,^L=i 

die  Hdhenlinie        BT  =  Ü^I+l 
folglich  die  Bedingung 

(ii-i)/3=f^;M^ 

woraus  folgt: 

Dieser  irrationale  Bedingungswerth  von  m  ver- 
bürgt uns  die  Unmöglichkeit  des  Ikosaeders  im  Ge- 
biete der  Krystallformen.     Weil  aber  2,618 . . .  der 

Näherungswerth  von  — -^      >    »o  wfirde  a.  B.  — ~- 

oder  noch  mehr  — —^ ,  mit  O  eine  dem  IkosaMw 
•ehr  ähnliche  Combination  darstellen, 

i    184. 

Vom  TriakontaSder  der  Kryitallasraphie. 

Aber  auch  das  TriakontaCder  der  Geometrie  kann 
von  der  Natur  nie  als  Krystallform  producirt  werden, 
wenn  gleich  Combinationen  möglich  sind,  die  ihm 
sehr  nahe  gleichen.  Allerdings  stellt  die  Combina- 
tion eines  jeden  parallelkantigen  Dyakisdodeka€- 
ders  mit  dem  Hexaeder  einen  von  30  Rhomben  um- 
schlossenen Körper  dar,  sobald  die  Hexafiderflächen 
durch  die  unregelmässigen  Eckpuncte  des  Dyakisdo- 
dekaßders  gehen  ($.  177) ;  allein  diese  Rhomben  sind, 
wiewoU  gleichseitig,  doch  sweierlei  verschiedenen 
Werthes.  Sollen  sie  aber  gleich  und  ähnlich  wer- 
den, und  wiüldich  das  Triakonta^der  bilden,  so  wird 
gefordert,  dass  s.  B.  der  stumpfe  Winkel  der  rhom- 
bischen Hexa^erflächen  dem  Winkel  t"  der  Dyakis- 
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dodekaSderflächen,  oder,  was  dasselbe »  dass  dieser 
Winkel  V*  dem  Neigungswinkel  ß  je  s^veier  längsten 
Kantenlinien  B"  und  W  des  DyakisdodekaSdera  gleich 
sey.  Nun  ist  aber  allgemein  in  allen  parallelkanti- 
gen Dyakisdodeka6dem: 


m 


2/« 
fang  ß  s=a  —  — t— 


••  —  1 

Unterwirft  man  diese  Werthe  der  Bedingung  V^rßj 

so  wird: 

«♦*— «I»  •— «i  +  l  =  4«i* 
und  nach  Addition  von  — 2si' 

(«•*  —  !)*  =«t(«i+l)« 
oder    {m  —  1)«   =  «i 

und  folglich 

2 
Also  wird  nur  das  Dyakisdodekaßder  (  TT  j  O  "\/- 

in  seither  Combination  mit  dem  Hexaeder  das  Tria- 
kontaäder  darstellen  können,  und  der  irrationale  Werth 
beider  Ableitungsco^fficienten  verbürgt  uns  wiederum 
die  Unmöglichkeit  des  Triakonta6ders  im  Gebiete  der 
Krystallformen. 

Zugleich  folgt  tangß  =  —  2,  und  ß  oder  b*  = 
116''  34^  für  die  ebenen  Winkel  der  Triakontafider- 
flächen. 

Merkwürdig   ist   die  Rolle,   welche   die  Grösse 

— 2  =  *  in  diesen  idealen  Gestalten  und  Combi- 
nationen  des Tesseralsystemes  spielt*);  denn  esgiebt: 

*)  Auch  mag  hier  noch  erwähnt  werden,  dais  Ir  diejenige  Zahl 
ist,  dem  zweite  Poten  vm  1  grÖMer  ist;  ak  «i«  selbaU 
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ocQk  * 

— Y^  <1hs  reguläre  Pentagondodeka^der, 

-  mit  Q  das  reguläre  Ikosaäder,  und 

^     mit  ooOoo  das  reguläre  Triakontaeder. 

Bereohmung  der  CowibüuUian$kant€n. 

f.     186. 
CoraiM  dar  CK.  sw^ler  HcBOkltoktaSder. 

Nächst  der  Bestimmung  der  in  einer  Combination 
enthaltenen  Gestalten  bildet  die  Berechnung  der  Com- 
binationskanten  eine  wichtige  Aufgabe  der  Combina- 
tionslehre;  eine  Angabe,  welche  um  so  weniger  Ter«-^ 
nachlässigt  werden  darf,  weil  die  Kenntniss  des  Co- 
sinus der  Combinationskante  als  einer  Function  der 
Ableitungsco^fficienten  selbst  fär  die  Losung  der  er- 
steren  Aufgabe  ganz  unentbehrlich  wird,  sobald  die 
Bestimmung  der  Gestalten  von  Messungen  abhängig 
ist,  und  sich  keine  andern  als  Combinationskanten  xa 
diesen  Messungen  geeignet  finden;  welcher  Fall  gar 
nicht  selten  einxutreten  pflegt.  Da  die  allgemeine 
Auflösung  des  Problemes ,  den  Cosinus  des  Neigungs- 
winkels irgend  sweier  Flächen  zu  finden,  aus  $.  22 
bekannt  ist,  so  läuft  jede  besondere  Auflösung  dessel- 
ben Problemes  auf  eine  blosse  Substitution  derjeni- 
gen Werthe  der  Parameter  hinaus,  welche  statt  der 
Buchstaben  o,  ^,  c,  a\  V  und  c*  für  die  Flächen  bei- 
der Gestalten  gegeben  sind.. 

Demnach  findet  sich  för  die  Combinationskante  JT 
der  Flächen  zweier  Uexakisokta^der  siOü  und  si'Oji^ 

Da  nun  je  zwei  Gestalten  durch  die  Zeichen  siOü 
«nd  si'O«^  repräsentirt  werden,  so  wird  aus  Torste- 
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hendem  Werthe  ron  c0$n  die  Combinationskante  je 
xweier  Gestalten  gefnnd^n  werden  können.  Der  fol- 
gende S.  enthält  die  tabellarische  Uebersicht  dieser 
Werthe  für  die  holoedrischen  Gestalten. 

f.    166. 
Cosinas  der  CK.  je  sweiw  teafehder  Gestalten. 

Um  die  nachstehenden  Aasdrücke  für  die  Cosi- 
nus der  Combinationskanten  übersichtlich  in  einer  Ta- 
belle susanuttonfassen  ^n  künnan»  ist 

gesetzt  \yorden.  Uebrigens  versteht  sich,  dass  alle 
Werthe  negativ  su  nehmen  sind.  « 
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§.    187. 
Comnui  der  CK.  je  zweier  genei(|;tflächig-teiiiites«eitler  Gestaltes. 

Für  die  Cosinus  der  Combinationskanten  der  ge* 
neigtflächig-s^jnitesseraleii  Gestalten  gelten  bei  glei- 
cher Stellung  dieselben  Werthe  wie  für  die  respecti- 
ven  Muttergestalten ;  bei  verwendeter  Stellung  jedoch 
sind  diese  Cosinus  besonders  zu  berechnen.  Man  fin- 
det allgemein  für  die  Combinationskante  W  zweier 
in  verwendeter  Stellung  befindlicher  HexakistetraSder 

mOn       •        m'On'     ' 
_.und--^. 


co$n'  = 


mm'(nnr  +  i)—nH' 


woraus  sich  denn  folgende  Tabelle  ableiten  lässt: 


wo 
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Diese  Werthe  sind  insgesamint  negativ  sra  neh- 
men; aa<ih  haben  M  und  M'  dieselbe  Bedeutung  wie 
in  §.  184. 

§.  188. 
Coiiniis  der  CK.  je  zweier  parallelflädüg-seiiüteaseralen  Gestalten« 
Was  endlich  die  Combinationskanten  der  paral- 
lelflächig-semitesseralen  Gestalten  betrifft,,  so  sind 
deren  nach  §.  182.  drei  verschiedene  zu  beräcksichti- 
gen.  Es  kann  nämlich  jede  Fläche  j^  der  einen  Ge- 
stalt (Fig.  17) 

1)  mit  der  analog  liegenden  Fläche  F  der  andern 
Gestalt  eine  CK.  JT",  und  zugleich 

2)  mit  der  Fläche  F^  eine  CK.  n\^  oder 

3)  mit  der  Fläche  Fy,  eine  CK.  J2'„ 
hervorbringen.    Diese  dreierlei  CK.  sind  sowohl  für 
gleiche  als  für  verwendete  Stellung  zu  berücksichti- 
gen.   Man  findet: 

A.  für  gleiche  Stellung: 

MM' 
CMJTu  _ ^^ 

B.  fut  verwendete  Stellang: 

CO,  IT,    -  ^3^, 

e„,jr mm'(»'  +  n)-irnfn 

Die.  wichtigste  von  diesen  CK.  bleibt  allerdingz 
die  Kante  iT%  und  will  man  sie  daher  allein  berück- 
ziehtigen,  so  erhält  man  bei  verwendeter  Stellung  bei- 
der Gestalten  folgende  Tabelle  ihrer  Cbsinuswer^e : 

I.  ^16 
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ooOn' 
2 

L     2    J 

m 

n{mn'  + 1) 

m'n{mn'4-VH-mn' 
MM' 

ooOs 

•2 

fUt' 

Bei  gleicher  Stellung  beider  Gestalten  gelten  für  coiW, 
dieselben  Werthe  wie  für  die  respectiven  Mutterge- 
stalten. 

Anwendung  der  Cimbinatiomlehre  avf  emigs  eerwickeüere 
Com6mmH9n€9. 

,    §.    180. 
Conbination  det  RotWcti^«MiKe8. 

Nach  Mohs  und  Phillips  kommt  am  Bothkupfer- 
er»e  die  Combination  Flg.  231  vor.  Diese  Combina- 
tion  ist  eine  siebehzählige,  holoedrische,  und  enthält 
folgende  Gestaken: 

P,  das  Oktaeder  O, 

a,  das  äexaäder  ooOoOj 

Wj  da^'Bhombendodeka^der  (X)0, 

by  ein  IkOflit^traSder  mOm^ 

n,  ein  Triakisokta^der  mO, 

c,  ein  Tetrakishexaßder.ooOn^  und 

e,  ein  Hexakisoktaßder  mOn, 
Da  nun  die  Flächen  b  die  Kanten  des  Rhomben- 
dodeka^ders  abstumpfen,  so  ist  # 

b  —  202  (§.  162,  2,  a). 
Hierdurch  bestinpnt  sich  auch  sogleich  das  Tetrakis- 
hexaSder,  weil  es  die  längeren  Kanten  von  202  ab- 

SftUflipft,  ' 

c  =  oo02  (|.  159,  4^  a>. 
Die  Bestimmung  des  TrialLMokta^ers  ist  von  ei- 
ner Meinung  abhä^g;  mia<t  mM  s.  B*  die  CK.  mii 
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<x>0,  so  findet  man  160^  32^;  snbtrftbkt  man  von  die- 
sem Winkel  90%  niid  vergleicht  man  den  Rest  mit 
der  halben  OktaSderkodte,  so  findet  man 
tang  JOr  3r  ==  2Jans  54°  44' 
woraus  folgt,  dass 

»  =  20 
Das  HexakisoktaMer  e  ist  ebenfiJls  nur  mittels 
einer  Messung   Tollkommen  sn  bestimmen;   weil   es 
indess  die  Kanten  von  ocO  xoschärft,  so  ist  es  all- 

st 
gemein  von  der  Form  siO r  (§.  162,  l,a.);  wären 

seine  Flftchen  nnr  etwas  voiherrschender,  so  dass  4ie 
ant  den  Oktaöderflächen  znm  Dorchschnitte  käm^n, 
■o  Würde  sich  ergeben,  dass  je  swei  anf  einer  nnd 
derseften  Oktaßderfläche  einander  gegenüberliegende 

CK.  parallel  sind ,  woraus  folgen  würde,  dass  ii=cr > 

(|.  16^  1.).  Beide  Bedingongen  vereint  fuhren  so^ 
gleich  anf  die  Bestinunung: 

e  :^  304 
Weil  jedoch  unsre  Figur  das  letstere'Combina- 
tionsverh&ltniss  nicht  seigt,  so  müssen  wir  auch  zu 
einer  Messung  unsre  Zuflucht  nehmen.  Messen  wir 
s.  B.  die  CK.  mit  ocO,  so  finden  wir  iOQP  54^  das 
Supplement  dieses  Winkels  ist  der  Kantenwinkel  « 
an  der  Grundfläche  der  einfachen  Pyramiden  ,*  weicht 
auf  den  Flächen  des  Dödeka^ers  an%esecst  sind! 
(§.  129,  3).    Nun  ist  allgemein 

und  daher   n  =  »^^-^-^ 
y/3  — tauge 

In  gegenwärtigem  Falle  aber ,  da  €  sa  iV^  6%  ist 

tmugi^it^S 

folglich        II  s  4 

und      e  =  30| 

16» 
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Die  Combination  ist  daher  vollstftndig  entwickelt,  and 
ihr  krystallographisches  Zeichen:  v 

0.202.c»0.ocOoo.20.oo02.aOj. 

§..  190. 
Combniation  des  Magneteisenerzes. 

Nach  Mohs  findet  sich  am  Magneteisenerz  eine 
'  ähnliche  Combination  wie  Fig.  232,  in  welcher  jedoch^ 
dem  angegebenen  krystallographischenZeiphen  zufolge, 
die  Fllhchen  €  dieselbe  Lage  haben  mtissten  wie  die 
Mächen  e  in  Fig.  231;  Bernhardi  hat  diese  Combina- 
tion «war  übereinstimmend  mit  Mohs  bezeichnet,  abei^ 
dergestalt  gezeichnet,  dass  die  Flächen  6  ungefähr  so 
liegen  wie  in  nnsrer  Figur,  und  unmöglich  mit  dea 
Flächen  e  in  Fig.  231  identisch  seyn  können.  Da  es 
uns  nun  hier  nur  um  ein  Beispiel  zur  Uebung  in  kry- 
stallographischen  Entwicklungen,  nicht  um  Bestim- 
mung der  Krystallreihe  des  Magneteisenerzes  zu  thun* 
ist,  die  erwähnte  Combination  aber  durch  ihre  Sym- 
metrie höchst  interessant, wird,  wenn  wir  uns  an  Bern- 
hardi's  Zeichnung,  nnd  nicht  an  seine  und  die  Mohs*- 
sche  Bezeichnung  halten,  so  sind  auch  die  Flächen  e* 
iß  unsere  Figur  so  eingetragen  worden,  wie  es  ihre  Ver- 
hältnisse zu  den  Flächen  m  in  der  Bernhardi*schen 
Zeichnung  fordern. 

Die  Combination  selbst  ist  eine  funfzählige,  ho- 
lolSdrisohe,  und  enthält  folgende  Gestalten: 

P,  das  Oktaeder  O, 

m,  das  Rhombendodekaäder  ocO, 

€,  ein  HexakisoktaSder  mOn, 

Cy  ein  TetrakishexaSder  ocOn',  und 

ßj  ein  IkositetraSder  m'Om\ 
Weil  je  zwei,    auf  einer   und  derselben  Okta§* 
derfläche  einander  gegenüberliegende  CK.  vonP=0 
und  c  =±  mO»  parallel  sind,    so  ist  für  die  letztere 
Gestalt 
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Weil  aber  dies^lbea  Flftohen  €  die  CK.  iwischen 
O  und  ocÖn^  abstnmpfen,  so  findet  aücb  offenbar  fSr 
diese  beiden  Gestalten  der  nämliche  Parallelismos  je 
zweier  auf  einer  Oktaederfläche  einander  gegenüber- 
liegender CK,  Statt,  woraus  denn  uiünitielbar  folgt, 
dass  iC  =3  2,  und  daher 

c  =  oc02  (§.163,  4.) 
Die  Flächen  von  jh^Osi^  fallen  in  df^  Zone  ge^ 
wisser  Fl&chen  von  oo02  und  ooO,  deren  Parameter 
sich  so  bestimmen,  dass,  wenn  %.  B.  för  die  Fll^che 
von  ocO 

m:»:r  =z  l:oo:  1 
für  die  entsprechende  Fläche  von  <3c02 

f»' : »' :  r^  =  oo  :  2 : 1 
und  f&r  die  abstumpfende  Fläche  von  si^Osi^ 

«•":«'':  r"  =  «i' : »' :  1 
wird;  durch  Substitution  diei^er  Werthe  in  die  allge« 
meine  Combinationsgleichung^  (§.  68)   folgt  sogleich 
M  =  3,  und  daher 

ß  =  303 
Nun  stumpfen  die  Flächen  des  Hexakisoktaäden^. 
üOii  die  CK.  zwischen  ocO  und  303  ab;   setst  maii 
also  in  der  CG.  von  §.  162,  Nr.  2  für  m'  den  Werth  3» 
so  wird  solche 

in  —  «(n  —  1)  =s=5  0 


und  folglich    n  = 


m 


«1  —  2 

Es  war  aber  auch,  vermöge  der  Verhältnisse  von 
mOh  au.  dem  Oktaäder, 

=  — *•- 
m-Hl 

also  wird    2m  —  4  =:  m  +  1 

oder    si=s5,  nsa^,  und  essSOf 
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Die  Combination  ist  daher  Vollständig  entwickelt, 
und  ihr  Zeichen: 

O.(x>0.ö0i.oo02.303. 

f.    191. 
Cowlwnatiim  des  aUto-Aaudg«iiifit. 

DlMe  kl  Flg.  233  darg^steUte  CMibiQati0n<Haüy*s 
Ver.  iesti/orme)  ist  eine  sechsBJhligt»  holo^^ische  *), 
und  enthalt, folgende  Gestalten: 
m,  das  Bhombendodekaöder  (»O, 
i^  das  DoMitetntiHler  202  (|.  162»  2,  a.)^ 

e,  ^in  Hexakisoktaeder  m0^i~'  (f.  162,  1), 

a,  das  Hexaeder  ocOoo^ 

f ,  ein  Tetrafcishexa§dM  aoO»^,  und 
r,  das  Oktaeder  O. 

Von  diesen  Gestalten  sind  nur  noch  das  Tetra- 
kishexaeder  und  HexakisoktaCder  ««  bestimmen. 

Da  nun  die  Flächen  t  vierflächige  Zuspitsungen 
der  tetragonalen  Ecke  Ton  202  bilden,  so  folgt,  dass 
ii'>2*(§.159,  4,  b.) 

Wären  die  Flächen  des  Oktaeders  nicht  vorhan- 
den, so  würde  man  ans  der  Figar  sehen,  dass  die 
CK,  zwischen  ooOn^  und  202  den  kürzeren  Kanten 
von  202  parallel  sind,  woraus  denn  sogleich  folgen 
Würde,  dass 

»'  =  3  (§.  159r  4,  zu  Ende.) 

Weil  aber  die  Flächen  r  dieses  Verhältniss  der 


«)  In  Hafl/f  ZdohMHig  en^iAaeB  dU  Hieben  4m  4.6rU4- 
nert  mit  sehr  faUcher  Lage  der  CK.  an  dem  4SFlä€bner;  ^eit  on- 
richtiger  alber  ist  die  Zeichnnng  Von  Phillip,  indem  er  die  FUe 
chen  f  ,niit  parallelen  CK.  zwischen  den  Flächen  b  erscheinen  lässt, 
wonach  f  sas  oo03  seyn  müsste,  während  doch  die  Ton  ihm  an- 
gegebenen Winkel  anf  ocOS  führen ,  welches  auch  die  wahre  Ge- 
stalt ist 


i 
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Beobacbtnog  eiHziehM,  %9  müssen  wir  m  einer  Mes- 
sung unsre  Zuflucht  nehmen;  missl  man  x.  B.  die 
Kante  a  :  #y  so  findet  man  161°  34';  snbtrakirt  man* 
90^,  und  ver^eicht  den  Rest^  mit  detn  halben  Net- 
.gongswinkel  sweier,  an  einem  und  deiiiselben  te^a- 
gonalen  Eekpunct  einander  gegeniberliqender  Fli«^ 
eben  von  ocO,  so  ergiebt  sich: 

/«iiy7r  34'  =  3.^011^45 
und  dtther^ 

$  ;Ä  ooOS)  wie  vorher. 
Auch  die  Bestimmung  des  HexakisolctaSders  ist  von 
einer  Messung  abhängig;  slof  kann  ginns  fco,  wie  in 
f.  189  odMT  auch  dadurch  gewonnen  werden,  dass 
man  die  CK.  xu  202  misst;  nach  beiden  Methoden 
erliält  man  das  Resultat: 

^  tt±  3d^ 
Diese  Combination  ist  daher  voHstftndig  entwickelt, 
und  ihr  Zeichen: 

oo0.202,30i.ooOoQ.oo03.0. 

|.    192. 

Combbafion  des  tetraSdrischen  Kupferglanzes. 

Die  Combination,  Fig.  234,  isj;  eine  siebensäh- 
lige,  geaeigtflftchig-seinttesserale,  und  enthält  fol- 
gende Gestalten: 

*  O 

P,  das  Tetraäder  -j» 

y,  das  Hexaeder  ooOcx), 

7,  eift  Trigondodekaider      '     , 

o,  das  RhomKendodekaSder  ooO  (§.164,  5.),! 

f,  ein  TetrakishexaSdei'  ocO//  (j.  16*,  4.), 

r,  ein  Trigondodeka^der  in  verwendeter  Stelhing, 

""2~' 
#,  ein  Deltöiddodekaider  !^. 
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,  Die  noch  unbek^nten  Gettaltea  l^  $j  r  vihI  m 
lausen  sich  alle  ohne  Messungen  bestimmen. 

Zavdrderst  folgt  aas  dem  Parallelismos  je  zweier 
auf  dersell^  Flä^^he  /  liegender  CK.  zwischen  /  und 
py  dass  dieeelben  CK.  auf  den  längsten  Kanten  des 
IVigondodekaSders  rechtwinklig  sind,   und  dasa  ako 

/=ri^(|.  169,  5,  «.) 

W^il  aber  die  Flächen  r  die  Kanten  des  Bhom- 

bendodekaSders  abstumpfen^  so  folgt,  dass 

.    202 
r  «  -  ^  (|.  173,  2,  a.) 

nnd  well  n  die  kfirseren  Kanten  von  /  abstumpft,  so 
wirda 

n  =.  ^  (I.  169,  2,  a.) 

Endlidi  sind  die  CK.  des  TetrakishexaSders  und 
TrigondodekaSders  /  den  kürxeren  Kanten  dieses  lets- 
teren  parallel,  nnd  folglich 

f  ==  ooOS  (§.  169,  4,  Bu  Ende  ) 
Die  Combination  ist  daher  vollständig  entwickelt, 
und  ihr  Zeichen  wird: 

202      ^  ^   O        202     ^,  40       ' 

f.    193, 
Combination  des  hexalldrischen  EisenkiesM. 

Diese  Combination,  Fig.  236,  ist  eine  siebenzäh- 
lige,  parallelflächig-semitesserale,  und,  mit  Ausnahme 
kleiner  Flächen,  welche  die  Combinätionsecke  jnvi- 
schen  e  und  y*  abstumpfen,  die  von  Haüy  bestimmte 
und  gexeichnete  Var,  paralUltque  von  fetoxkA  in  Peru. 
Sie  enthält  folgende  Gestalten: 
P,  das  Hexaäder  ooOoc, 

/,  ein  Dyakisdodekaßder  I--5— 1> 
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«,  ein  zweites  Dyakisdodeka§der  1 — 9— f» 
e,  ein  Pentagondodeka§4er  — - — , 

y,  eines  dergleichen  — - — ,  ' 

J,  das  OktaSdef  Ö,  und 
9^  ein  IkosiCetra^d^  si^O«i*. 

Weiss  man,    dass  t  =?  — -— ,   wovon  man  sich 

dnrch  eine  Messung  4er  CK.  mit  V  leicht  überseii- 
gen  kann,  und  kämen  die  Flächen  /mit  den  flächen 
e  sumDurehsehnitte,  so  wären  alle  noch  unbekannte 
Gestalten  unmittelbar  zu  bestimmen. 

Weil  zuvörderst  t  die  längsten  Kanten  ^esDya- 
kisdodelca^ilers  t  abstumpft,  so  wird^ 

'^"t^J  *•  *'^^'  ^  '^•> 

Aus  dem  Parallelismus  der  CK.  voii  e  durch  «,  0, 
y  bis  9  folgt  aber,  dass  dieses  Dyakisdodeka^der  ein 
parallelkantiges  ist,  weshalb  denn 

r4021 

Derselbe  Parallelismus  lehrt  auch,  dass 
o  =  202  (§.  177,  3,.  d.) 

Ans  dem  Parallelismus  von  t  durch/,  0,  bis  t 
folgt  femer,  dass  das  Dyakisdodekadder  /  die  unre- 
gelmissigen  Kanten  von  $  abstumpft,  und  zwar  lehrt 
die  gegenseitige  Lage  der  Flächen ,  dass  die  Abstum- 
pfiuigsfläclien  auf  die  längsten  Kanten  von  $  gesetzt 
fdnd;  daher  gilt  für  / 

«I  <  4  und  »  =  S  (§.  176,  II,  3.) 

Setzt  man  In  der  Formel  S  des  §.  174  die  un- 
serm  Falle  entsprechenden  Werthe:  jn  ;=  4,  »  =  2, 
SP»' SSM  und  ii'  =  ii,  so  wird 
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Wäre  nun  der  Durchschnitt  von  e  und  ß  zu  beob- 
achten, so  würde  man  sehen,  dass  solcher  der  CK. 
von  y*  und' J  parallel  ist,  dass  also  die  Flächen/ 
die  CK.  zwischen  e  =oc02  und  d=sO  abstumpfen; 
daraus  folgt  aber  die  C6. 

2m 
m  +  1 
und  durch  Vergleichung  beider  Werthe  von  » 
m  =  3  und  n  =  i 

und  folglich  auch 

!f  =  ^(|.i77,.2,A.ii.) 

Well  aber  dieser  PtetraDelismns  der  CK«  nicht  zu 
beobachten,  so  wGrden  wir  flu  einer  Messung  schrei- 
ten müssen,  und  offenbar  am  kürzesten  zum  Ziele 
kommen,  wenn  wir  die  CK.  von  y.und  P  messen, 
wodurch  sich  y  und  dann  sogleich  auch  f  bestimmt. 

Die  Combination  wftre    sonach  vollständig  ent-  . 
wickelt,  und  ihr  Zeichen: 


ocOa..r-S^|. 1^1. 5^^25*0.202. 


mm 


§.    194. 
CombloaUoD  des  dqdekaödritckeD  Kobalüdotes, , 

Diese  naeh  Phillips  in  Itg;  236  dargescdhe  Con^ 
bination  ist  deshalb  merkwürdig,  weil  sie  vwei  neue 
Gestalten  enthält;  sie  ist  eiii#  fBnfzählige,  parallel^ 
fiäehig-semitesserale,  und  ««igt  im  Aligemeinen  Mh 
gende  Gestalten:  , 

e,  ein  Pentagondodeka^dec  — ^—j 
ü,  eines  dergleichen 


2     ' 

«,  das  Hexaeder  ocOoq  (f.  178,  7.), 
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/»,  das  Oktaeder  (§.  178,  ft), 

f ,  ein  Dyakisdodeka^er  1  -»— l* 

Phillips  giebt  fBr  die  Combinationskanten 
a:c  den  Winkel  153*  26' 

«rA  -      .  .    lee'acy. 

f\%     .        •    -     16S^27' 
'   Snbtrahirt  man  von  den  ersteren  beiden  Winkeln 
90^,  nnd  vergleicht  ihre  Tangenten  mit  /ajig4ö%  so 
erhält  man  die  Blestimmnngen 
W  —  2 
und        fT  =  4,165  , 

Da  nun  die  Messungen  von  Phillips  nicht  immer 
auf  grosse  Genauigkeit  Ansprüche  machan,,  so  lässt 
sich  auch  hier  voraussetsen,  das«  ein  Fehler  von  3(/ 
Statt  finden  dürfte;  setsen  wir  derogemäss  den  gemes- 
senen Winkel  \,^  (/,  so  wird  fast  ganx  genau 

und  die  beiden  Pentagondodeka€der  sind  da|»er 

oo02       ,  .        c»04 
c  =  ~^iyid  k  =  -— - 

von  welchen  das  letztere  iM>ch  nicht  beobachtet  worden. 

WeU  di^  Flidien  «iUe  CK.  swiscben  ^^  und 

O  abstumpfen,  so  folgt  fqr  das  Dyakisdodeka^der  •': 

*~  m+1 

Nun  ist  seine  CK.  mit  O  gegeben;  aus  |»  189 

fo%t  aber  für  den  Cosinus  dieser  Kante: 

„  («1  +  1)11  +  1» 

cot  JT  =    /    •     ^ 

oder,  nach  Substitution  des  Werthes  von  n: 
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Bestimmt  man  hiernach  «l  als  Fonctiön  vod  co$  H, 
so  folgt: 

■«•  1=  •—■ 
und  daher      «  j=:  -|-j 
welche  Werthe  die  CK.  zn  163''  28'  beistimmen.   Be- 
trägt der  Messungafefaler  einen  halben  Grad  zu  viel, 
so  findet  sich  för  lea""  59' 

m   .^     5  9^" —     H 

beträgt  er  i**  zu  wenig,  so  wird  für  164**  46'*) 

m  =  2y   n  =:  ^  . 
welche  letzteren  Werthe.  sich  ihrer  Einfachheit  we- 
gen empfehlen. 

Vertrauen  wir  der  Messung  von  Phillips,  so  wird 
das  Zeichen  unsrer  Combination: 

bc02  ^      ^      oo04   r^Oirl 

§.    196., 

^  Combination  <Ae9  Flu^Bspathot. 

Nicht  als  Beispiel  zur  Uebung,  sondern  als  kry- 
stallographische  MerkwJUrdigkeit,  möge  .die  von  Phil- 
lips gezeichnete  Combination  des  Flnssspathes ,  Fig. 
237,  die  Darstellungen  des  Tesseralsystemes  beschlies- 
$0^0  Der  Kr^stall^  auf  welchen  sieh  die  Zeichnung 
bezieht,  ist  von  Deyonsbire,  und  enthält  wirklich  alle 
Gestalten,  mit  Ausnahme  derjenigen,  deren  Flächen 
mit  bij  &3,  2 4  und  c^  bezeichnet  sind,  welche  Phil- 
lips nur  hinzufugte,  um  möglichst  viele  Gestalten  des 
Flnssspathes  in  einem  Schema  zu  vereinigen.  Wäre 
er  vollkommen  ausgebildet,  so  würde  er  ^on  338, 
und,  zeigte  er  auch  die  im  Bilde  hinzugefügten  Ge- 
stalten, von  434  Flächen  umschlossen  seyn.    Die  all- 


*)  Weit  grösser  wird   der  Fehler   unter  Bemhardi's   Voraus- 
setzung von  m  =  I  und  Ji  ass: 
teCP  43'  betragen. 
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gemeiiie  Entwicklung  der  Combmation  zeigt,  das«  fol- 
gende Gestalten  zu  ihr  contribuiren : 

Uj  das  Hexaeder, 

e,  das  Rhombendodekaftder, 

P,  das  Oktaöder,    ' 

£,  1,  2,  3,  4,  vier  IkositetraSder, 

c,  1,  2;  3,  drei  Tetrakishexa^der, 

d,  1,  2,  3,  4,  5,  fünf  Hexakisökta§der. 

Die  von  Phillips  angegebenen  Messungen  lassen 
jedoch  nur  wenige  dieser  Gestalten  mit  einiger  Si- 
cherheit bestimmen. 


Zweiter  Abschnitt    , 
FoM    Tetragonal^yiteme. 


Erstes   Capitel. 

Von   den  Axen  und  einzelen  Gestalten  des 
T  e  tr  ago  n  als  y  Sternes. 

§.    196. 

Grundcharakter,  Zwischenaxea ,  Hauptschnitte. 

Das  Tetragonalsystem^)  ist  nach  §.  43  der  In- 
begriff aller  derjenigen  Gestalten,  deren  geometrischer 
Grandcharakter  durch  Dreizahl,  Rechtwinkligkeit  und 
Gleichheit  zweier  Axen  gegen  eine  ungleiche  ausge- 
sprochen ist.  Der  von  Breithaupt  vorgeschlagene. 
Name .  bezieht  sich  auf  die  Mittelquerschnitte  aller 
hierher  gehöriger  Gestalten,  indem  selbige  entweder 
unmittelbar  Quadrate  (Tetragone)   oder  doch  solche 


*)  Viergliedriges  System  nach  Weiss;  pyramidales  System  nach 
Mohf)  monodimetrisches  System  aadi  Haosmami* 
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Figareusindy  in  oder  um  weithe  sich  Qnädmte  be- 
sehreiben lassen. 

Ausser  der  Hauptaxe  und  den  beiden  Neben* 
axen  sii^d  in  diesem  Systeme  noch  zwei  Zwischen- 
axen  zu  berücksichtigen,  welche  in  der  Ebene  der 
Basis  mitten  zwischen  .beiden  Nebenaxen  hinlaufen^ 
und  daher  unter  45^  g^g^n  dieselben  geneigt  sind. 
Die  Ebenen  durch  die  Hauptaxe  und  je  eine  der  Ne- 
benaxen (oder  die  Coordinatebenen  des  Systemes)  nen- 
nen wir  die  normalen,  so  wie  die  Ebenen  durch 
die  Hauptaxe  und  je  eine  der  Zwisehenaxen  die  dia- 
gonalen Hauptschnitte. 

Als  geometrische  Grundgestalt  (|.  52,)  kann  in 
diesem  Systeme  jede  Gestalt  gelten,  deren  Parameter 
das  endliche  Yerhältniss  1  :  1  :  a  haben,  und  man 
sieht  leicht,  dass  sich  für  jedes  solches  Yerhältniss 
ein  InbegriJBT  vpn  8  Flächen  ergiebt,  welche  gleich- 
schenklige Dreiecke  sind ,  und  eine  Pyramide  von 
quadratischer  Basis  darstellen. 

§.     197. 
,  Alte«  der  tetragonalen  Gestalten. 

Die  einfachen  Gestalten  des  Tetragonalsystetbes 
erhalten  ihren  allgemeinsten  Namen  nach  der  Figur 
ihrer  Flächen  oder  nach  gewissen  Verhältnissen  ihrer 
ftusseren  Umrisse,  ihren  2Sunamen  nach  dem  Namen 
des  Systemes  oder  nach  der  flgur  ihres  Mittelqner- 
schnittes.  Im  Allgemeinen  giebt  es  folgende,  ihrer 
Configuration  nach  wesentlich  verschiedene  Arten  von' 
Gestalten:  ^ 

1)  Tetragonale  Pyramiden. 

*2)  Ditetragonale  Pyramiden. 

3)  Tetragonale  SkalenoSder, 

4)  Tetragonale  TrapezoSder. 
6)  Tetragonale  Sphenoide. 

Jede  Art  endiält  einen  Mhliosen  Inbegriff  r<m 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Systemlehre.    Tetragonatsystem.  Cap.J.    25S 

Vamtftten,  welche  iheils  ditfch  Ate  HidMiistel- 
famg,  dicils  durch  das  ihnen  sa  Grande  liegende  Ver- 
liältniss  der  Parameter  rerschieden  sind.  Ansterdem 
gieht  es  noch  tetragonale  .nnd  dit^tragenale 
Prismen,  so  wie  das  basische  Fläehenpaar, 
welche  aber  keine  gesehlossene,  sondern  offene  Ge- 
stalten darstellen,  von  welchen  die  Ableitmig  lehrt, 
4ass  sie  nur  als  ^ie  Gränsgestalten  der  tetragohalen 
und  ditetragonalen  Pyramiden  anzssefaen  sind,  wes- 
halb sie  nicht  wohl  neben  diesen  als  besondre  selb- 
stftndige  Gestalten  anfgesähh  werd^  konnex. 

t    198. 
Tetragonale  Pyraoiiden. 
Sgn.   Viergliedrigea  OkuMer ;  Weist.     Oleiducheaklige  Tlertei- 
ÜK«  PyraaM«;  Motu.    QoadratokUMer;  BeraUrdi,  Weist, 
HutmaoM.  * 

Die  tetragonalen  Pyramiden,  Fig.  23^  nnd  239, 
sind  von  8  gleichschenkligen  Dreiecken  umschlossene 
Gestalten,  deren  Mittelkänten  in  einer  Ebene  liegen; 
sie  haben  12  Kanten,  6  Ecke. 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  8  sjrmmetrische  Pol- 
kanten,  nnd  4  regelmässige  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  aweieriei:  2  tetragonale 
Polecke,  und  4  rhond)ische  Mittelecke. 

Die  Querschnitte  sind  Quadrate,  die  normalen 
Hanptsdinitte  Rhomben. 

Von  diesen  Gestalten  giebt  es  folgende  drei,  ih-' 
rar  iläehenstelhiBg  nach  wesentlich  verschiedene  Un- 
terarten: 

a)  Tetragonale    Pyramiden    von  normaler. 
Flä'chenstellung,  oder  t.  P.  der  ersten  Art; 
ihre  Flächen  sind  rechtwinklig  auf  den  diagona- 
ten  Haoptschnitten  oder  gleich  geneigt  gegen  je 
swei  normale  Hauptschnitte  des  Axensystemes. 

b)  T.  P.   von   diagonaler   Fläohenstellung, 
oder  t.  P.  der  zweiten  Art;    ihre  Flächen  sind 
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rechtwinklig   anf  den-  normalen  Hanpttelinitten 
oder  gleicli   geneigt   gegen  je    swei   diagonale 
Hanptschnitte. 
e)  T.  P.  von  abnormer Fll(eliensteIInng,  oder 
t.  P.  der  dritten  Art;    ihre  Flächen  sind  weder 
auf  den  diagonalen  noch  auf  den  normalen  Hanpt- 
schnitten  rechtwinklig,  sondern  haben  eine  mitt- 
lere Stellung  zwischen  den  Flftchen  der  beiden 
anderen  Arten  Ton  Pyramiden. 
In   den   ersteren  bildet  die   Basis   ein   Quadrat 
(a..  a  Fig. 255),  dessen  Seiten  die  Nebenaxen  unter 
45^  schneiden;   die  Basis  der  zweiten  ist  das  regel- 
mässig umschriebene  Quadrat  (b . .  b}  für  jenes,  wäh- 
rend die  Basen  der  dritten  unregelmässig  unurchrie- 
^  bene,  Quadrate  (c . .  c)  um  dasselbe  darstellen. 

§.   199: 

Bitetragonale  Pyramiden. 

Sjffi.   4  und  ikanUges  DiokiaCders   Weist.      Unglefchiefaenilife 
achtseitige  Pyramide  \  Mohs.    Doppelt  aohtseidge  Pyramide ; 


Die  ditetragonalen  Pyramiden,  Fig.  240  und  241, 
sind  von  16  ungleichseitigen  Dreiecken  umschlossene 
Gestalten,  deren  Mittelkanten  in  einer  Ebene  lie- 
gen; sie  haben  24  Kanten  und  10  Ecke. 

Die  Kanten  sind  symmetrisch  und  dreierlei :  8  kur- 
iere, stumpfere,  8  längere,  schärfere  Polkanten  und 
8  Mittelkanten.  ^ 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  dreierlei:  2  ditetrago- 
nale  Polecke,  4  stumpfere  und' 4  spitzere  rhombische 
Mittelecke. 

Die  Querschnitte  sind  Ditetragone,  die  beiderlei 
Hauptschditte  Rhomben. 

Diejenigen  Polkanten  und  Mitt^lecke,  welche  in 
den  normalen  Hauptschnitten  liegen,  nennen  wir  nor- 
male, die  in  den  diagonalen  Hauptschnitten  liegen, 
diagonalePolkanten  undMittelecke;  inBezug 
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auf  ihre  Grösse  findet  kein  durchgreifender  Untenreliied 
Stntt,  indem  in  einigen  Pyramiden  die  normalen ,  in 
andern  die  diagonalen  Polkanten  die  längeren  und 
schärferen  sind. 

Die  Fläcbe^i  einer  jeden  ditetragonalen  Pyramide 
gmppiren  sich  in  8,  an  den  diagonalen  Polkantrai  ge* 
legene  Flächenpaare. 

§•    200. 
TetragoDale  J^kalenoMer« 

Die  teträgonalen  Skaleno^der,  Fig.  242  nnd  243, 
sind  von  8  Dreiecken  umschlossene  Gestalten,  derea 
Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene  liegen;  sie  ha- 
ben 12  Kanten  und  6  Ecke. 

Die  Kanten  sind  dreierlei :  4  symmetrische,  län- 
gere, stumpfere,  so  wie  4  dergleichen  kürzere,  schär- 
fere Polkanten,  und  4  unregelihässige,  im  Zickaack 
aaf-  und  ablaufende  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  zweierlei:  2  rhombische  Polecke^ 
und  4  unregelmässig  vierflächige  Mittelecke. 

Die  Querschnitte  sind  theils  Rhomben,  theils  un«- 
regehoässige  Achtecke,  der  Mittelquerschnitt  aber  ein 
Ditetragon;  die  normalen  Hauptschnitte  sind  Rhom- 
ben, die  diagonalen  Hauptschnitte  Deltoide. 

Die  Nebenaxen  verbinden  die  Mittelpuncte  Je 
sweier  gegenüberliegender  Mittelecke. 

Die  Flächen  dieser  Gestalten  gruppiren  sich  Je- 
derzeit in  4,  an  den  längeren  Polkanten  gelegene  Flä- 
chenpaare. 

§.    201. 
*  TetiHgODak  Trapeasoeder. 

Die  tetragonalen  Trapezo^der,  Fig.  244,  sind  von 
^  €  gleichschenkligen  Trapezoiden  umschlossene  Gestal- 
ten,  deren  Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene  lie- 
gen; sie  haben  16  Kanten  und  10  Ecke. 
I.  17 
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Die  Kanten  sind  ünregelmässig  und  dreierlei:  8 
Polkanten ^  4  kürzere,  schärfere,  und  4  längere, 
stnmpfere,  abwechselnd  verbundene,  im  Zickzack  anf- 
and ablaufende  Mittelkanten. 

'    Die  Ecke  sind  zweierlei:  2  tetragonale  Polecke, 
nnd  8  unregelmässig  dreiflächige  Mittelecke. 

Die  Nebenaxen  verbinden  die  Mittelpuncte  der 
abwechselnden  Mittelkanten ;  wir  nennen  diese  Mittel- 
kanten die  normalen,  die  zwischenliegenden  die 
diagonalen  Mittelkanten. 

Die  Querschnitte  sind  grosstentheils  Quadrate: 
der  Mittelquerschnitt  aber  ein  Ditetragon;  die  Haupt- 
schnitte sind  Rhomben. 

Von  jeder  dieser  Gestalten  giebt  es  zwei,  iuBe« 
zug  auf  die  Figur  und  Grosse  ihrer  Begränzongsele- 
mente  vollkommen  gleiche  und  ähnliche,  allein  in  Be* 
zug  auf  die  Verknüpfung  derselben  wie  ein  rechtes 
und  linkes  Ding  desselben  Paares  verschiedene 
Exemplare. 

Wiewohl  übrigens  die  Trapezo^der  noch  an  kei- 
ner Species  des  Mineralreiches  beobachtet  worden*), 
so  ist  doch  ihr  Vorkommen  nicht  unwahrscheinlich, 
da  die  analogen  Gestalten  des  HexagonalKystemes  am 
Quarze  gar  nicht  selten  sind. 

§.    202. 

Tetragonale  Sphenoide. 
Tetrafoaale  SpheaaMcr,  BreitliaQpt. 

Die  tetragonalen  Sphenoide,  Fig.  245  und  246, 
sind  von  4  gleichschenkligen  Dreiecken  umschlossene 
Gestalten,  deren  Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene 
liegen;  sie  haben  6  Kanten  und  4  Ecke. 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  2  regelmässige,  bori* 


*)  Bntitliaiipt  irermotiiet  das  VorkMMMn  von  Trapeio€4em  am 
Anatas. 
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sontale  Pol  -  oder  Endkanten,  vnd  4  unregelmässige, 
im  Zickzack  auf«  nnd  ablaufende  Mittel-  oder  Sei- 
tenkaoten. 

Die  Ecke  sind  nor  einerlei,  nnregelmässig  drei- 
fladiig. 

Die  Pole  derHanptaxe  fallen  in  die  Mittelpnncte 
der  regelmässigen  Kanten;  die  Nebenaxen  verbinden 
die  Mittelpnncte  je  zweier  gegenfiberliegender  Seiten- 
kanten. 

Die  Querschnitte  sind  Rectangel,  mit  Ausnahme 
des  Mittelquerschnittes ,  welcher  ein  Quadrat;  die  nor- 
malen Hauptschnitte  sind  Rhomben,  die  diagonalen 
Hauptschnitte  gleichschenklige  Dreiecke. 

i    203. 
HoloMriBdie  und  hemlMriBche  Gestalten. 

Welche  von  den  bisher  abgehandelten  Gestalten 
als  holoedrische,  und  welche  als  hemiädrische  xu  be- 
trachten sind,  darüber  belehren  uns  die  Symmetrie- 
verhältnisse  derselben.  Nfichst  der  allgemein  für  alle 
Kristallsysteme  gültigen  Bedingung  des  Flächenparal- 
leHsmus  (§.  47)  ergeben  sich  nämlich  aus  dem  geo- 
metrisdien  Grundcbarakter  dieses  Systemes  folgende 
Bedingungen  der  Holo^drie: 

1)  dass  jede  holoedrische  Gestalt  in  der  Normal- 
stellung eine  vollkommene  Identität  der  Symme- 
trie nach  rechts  und  links,  und  daher  eine  voll- 
kommene Uebereinstimmung  der  rechten  und  lin- 

^   ken  Hälfte  zeigen  muss; 

2)  dass  jede  holoedrische  Gestalt  in  der  ersten  und 
verwendeten  Nörmalstellung  absolut  dieselbe  Lage 
und  Verknüpfung  ihrer  verschiedenen  Begrän- 
zungselemente,  und  folglich  absolut  dasselbe  Bild 
zeigen  muss. 

Die  Sphenoide,  SkalenoSder  und  TrapezoSder  er- 
kennt man  sogleich,  theils  an  dem  Mängel  des  FU- 

17* 
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chenparallelismuB,  theils  nach  dem  zweiten  Kriterio^ 
für  geneigdlächig-hemi€drif che  Gestalten.  Dass  aber 
auch  die  tetragonalen  Pyramiden  von  abnoimer  Fiä^ 
chenstellung,  ihres  Flächenparallelisums  angeachtet, 
hemi^drische,  und  daher  parallelflächig- hemiädmche 
Gestalten  sind^  folgt  ans  dem  ersten  Kritedo. 

So  erhalten  wir  folgende  vorläufige  Uebersicbt 
der  Gestalten  des  Tetragonalsystemes  nach  den  Ver- 
hältnissen der,  HoloSdrie  und  Hemiädrie: 

A.  H0lo9dri9che  GestaUeni 

1)  Tetragonale  Pyramiden  der  ersten  Art, 

2)  Tetragonale  Pyramiden  der  zweiten  Art, 

3)  Ditetragonale  Pyramiden. 

B.  Hemi^driiche  Qestalien: 

a)  Geneigtflächige; 

4}  Tetragonale  Sphenoide, 
r        5)  Tetagonale  SkalenoSder, 

6)  Tetragonale  TrapezoSder. 

b)  Parallelflächige; 

7)  Tetragonale  Pyramiden  der  dritten  Art. 


Zweites  CapiteL 

Von  der  Ableitung  der  Gestalten  des  Tetra- 
gonalsystemes. 

A.    AhMtuBg  der  holoedrischen  Gestaltsa« 

i    204. 
Gnmdgeftalt;  Axeawerth  dei^lben. 

Die  Derivatiottslehre  wird  auch  hier,  wie  im 
Tesseralsysteme,  ihreAu%abe  zuvörderst  für  die  ho- 
loädrischen  Gestalten  zu  lösen,  und  dann  erst  den 
Zusammenhang  anzugeben  haben,  welcher  zwizcheii 
den  yenohiedenen  hemiMrischen  Gestalten  und  ihren 
respectiven  Muttergestalten  Statt   findet«      Da    mm 
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s&Hmtliche  Ableitungen  ans  einer  der  geomet]risdieB 
Gmndgestalten  vorgenommen  werden  müssen,  als  sol- 
lte aber  mir  die  tetragonalen  Pyramiden  Ton  norma- 
ler Fläohenstellung  zu  betrachten  sind,  so  wfl&len 
wir  irgend  eine  beliebige  dergleichen  Pyramide  von 
unbestimmten  Dimensionen  nr  Grondgestalt,  beaeich« 
nen  sie  mit  P,  und  das  Verhaltniss  der  halben  Haupt- 
axe  zur  halben  Nebenaxe  mit  n :  1.  Ob  dieses  Ver- 
hähniss  rational  oder  irrational  sey,  darSbershid  die 
Meinungen  getfaeilt;  HaQy,  Weiss,  Mobs  vu  a.  drücken 
a  als  Quadratwurzel  aus,  während  Breithäupt  es  wahr- 
sckeinlich  zu  machen  gesucht  hat,  dass  diese  Zahl 
rational  und  jederzeit  ein  Multiplum  des  Co6fficien- 
ten  -^  sey,  wobei  eniweder  die  Nebenaxe  oder  die 
Zwisehenaxe  zur  Einheit  angenommen  wird^  Wie 
dem  aber  auch  sey,  so  ist  die  Beantwortung  dieser 
Frage  für  die  Selbständigkeit  des  Systemes  ganz  gleicli- 
gfiltig;  denn  die  wesentliche  Eigenthümlichkeit,  mit 
welcher  eine  scharfe  Gränze  zwischen  den  Gestalten 
dieses  Systemes  und. jenen  des  Tesseralsystemes  ge- 
zogen ist,  besteht  in  dem  Gegensatze  der  einen 
Axe  gegen  die  beiden  andern;  ein  Gegensatz,  welcher 
zwar  durch  die  Ungleichheit  der  Axen  bedingt,  aber 
Ton  dem  numerischen  Charakter  dieser  Ungleichheit 
Tollig  unabhängig  ist.  Die  um  eine  einseitig  vor- 
herrschende Richtung  viergliedrig  geordnete  Sym- 
metrie, als  Folge  jenes  Gegensatzes,  ist  es,  was  dem 
Grandtypus  aller  tetragonalen  Gestalten  ein  so  elgen- 
thumliches  Gepräge  ertheilt,  dass  der  Gedanke  an  ei- 
nen Uebergang  in  tesseri^e  Gestalten  ga3r  nicht  auf- 
kommen kann« 

i    205. 

Abltttung  aller  tetragonalen  Pyramiden  der  ertten  Art. 

Aus  der  Grandgestalt  P  lässt  sich  eine  Reihe  t^ 
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tragonaler  Pyramiden  von  derselben  BasU  «nd  lU* 
chenstellung  ableiten. 

Man  mnltiplicire  die  Haaptaxe  a  mit  einem  ra- 
tionalen Co^fficienten  «i,  welcher  theils  ^  1,  tkeils 
^  1,  nnd  lege  darauf  in  jede  Mittellcante  ven  P  swei 
Ebenen,  von  welchen  <Ue  eine  den  oberen,  die  an- 
dere den  unteren  Endpnnct  der  so  verlftngerten  odc9r 
verkfinten  Hanptaxe  trifft ,  so  resnltirt  fnr  jeden 
Werth  von  si.  eine  tetragonale  Pyramide,  welche  theila 
spitzer,  theils  flacher  als  P  seyn,  jedenfalls  aber  die-* 
selbe  Basis  und  Flächenstellnng  haben  wird.  Da  nun 
der  geometrische  Unterschied  der  Flächen  jeder  sol- 
chen Pyramide  von  jenen  der  Grundgestalt  darin  be- 
steht, dass  ihre  Parameter  1  ;  1 :  sme  sind,  während 
jenen  von  P  das  Yerhältniss  1  : 1 ;  a  entspricht,  so 
wird  aUgemein  mV  das  Zeichen  derselben«  Und  weil 
SI  einerseits  ^1,  anderseits  ^  1,  die  beiden  Orän- 
2en  seiner  möglichen  Werthe  aber  0  und  op  sind,  so 
lassen  .sich  sämmtliche  auf  diese  Art  abgeleitete  Py- 
ramiden nach  ihrer  fortschreitenden  Axenlänge  in  das 
Schema  folgender  Reihe  rereinigen: 
m<i  m>t 

eP. siP P mV .-oqP 

in  welcher  die  Glieder  linker  Hand  von  P  lauter  jb^ 
chere,  die  Glieder  rechter  Hand  lauter  spitiere  Pyra- 
miden als  P  bedeuten. 

Wir  nennen  diese  Reihe  die  Hauptreihe  des 
Tetragonalsystemes,  und  erkennen  ihre  Glieder  jeder- 
seit  daran,  dass  sie  mit  der  Grundgestalt  gleiche  flä- 
chensteUung  haben.  Denn  die  Gleichheit  der  Flächen- 
stellung und  der  Basis,  nicht  aber  ein  mathematisches 
Cresets  des  Fortscbreitens  der  Axenlängen  ist  es,  was 
diese  Gestalten  in  eine  einzige  Reihe  vereinigt^  und 
die  Copula  dieser  Reihe  bildet  Die  Gränzglieder  der- 
selben sind  oP  nnd  ooP;  das  erstere  stellt  eine  tetra- 
gonale Pyramide  von  unendlich  kleiner  Axe,  nnd  von 
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gleicher  und  ähnUcber  Basis  mit  P»  d.  h.  diese  Ba- 
sis selbst,  das  letstere  eine  tetragonale  Pyramide 
▼on  imendlidi  grosser  Axe  und  denselben  Quer- 
schnitte, d.  h.  ein  tetragonales  Prisma  von  in- 
definiter Länge  dar.  Beide  können  natürlich  nicht 
selbständig,  sondern  nrnr  in  Combinatien  mit  einan- 
der oder  mit  andern  Gfestalten  erscheinen.  Uebrigens 
erweitem  wir  die  Bedeutung  des  Ziehens  oP  dahin» 
dass  es  nicht  Mos  die  Basis  selbst,  sondern  fiberiumpt 
Jede  Paialleifbche  d«r  Basis  reprisentirt.  Hiemadi 
bedeutet  ooP.eP  ein,  seiner  Länge  nach  unbestimm- 
tes, aber  an  beiden  Enden  durch  basische  Flächen 
terminirtes,  tetiragonales  Prisma,  Ton  paralleler  ¥U^ 
dienstettung  ntit  P. 

§.    206. 

Abldtmig  der  ditetragonalen,  ond'der  tetragoodm  F^framidea  swei- 

ter  Art 

Aus  jedem  GUede  mP  der  Hauptreihe  lässt  sich 
eine  Reihe  ditetragonaler  Pyramiden  und  eine  tetra- 
gonale Pyramide  von  diagonaler  Flächenstellung  ab- 
leiten. 

Man  yerlängere  die  Nebenaxen  von  mP  nach  ir- 
gend einem  rationalen  CoSfficienten  n,  der  ^  1,  und 
verbinde  dieEckpnncte  der  Basis  mit  den  Endpuncten 
der  verlängerten  Nebenaxen  durch  gerade  Linien,  so 
bildet  sich  jedenfalls  eine  ditetragonale  Figur  ans. 
Legt  man  nun  in  jede  Seite  dieser  Figur,  als  der  Ba- 
sis d^  neuen  Gestalt,  zwei  Ebenen,  von  welchen  die 
«faie  den  oberen,  die  andre  den  unteren  Pol  der  Pf- 
nmide  tiP  trifft,  so  resultirt  nothwendig  eine  von 
16  ungleichseitigen  Dreiecken  umschlossene  Gestalt, 
deren  Mittelkanten  in  einer  Ebene  liegen,  d.h.  eine 
ditetragonale  Pyramide  (f.  199)9  ^«r^n  Zeichen  mPm. 
Weil  nun  n  alle  mdglichen  rationalen  Werthe  von  1 
bis  oo  annehmen  kann,    so  erhalten  wir  aus  jedem 
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Gliede  mP  der  Hauptreihe  einen  sahllofleii  Inbegriff 
Ton  ditetragonalen  Pyramiden,  welcher  sich  nach  den 
fortschreitenden  Werthen  Ton  n  in  das  Schema  fol- 
gender Beihe  ordnen  lässt: 

mP^........mP». mPoo 

Für  n  as  1  verwandelt  sich  die  ditetragonale  Ba- 
sis in  die  quadratische  Basis  der  Grundgestalt;  für 
H  S3S  OD  dagegen  in  das  am  diese  Basis  regelmässig 
umschriebene  Quadrat.  Daher  sind  die  GränzgUeder 
dieser  Beihe  einerseits  die  Pj^amide  «iP,  von  weL 
eher  die  Ableitung  ausging;  anderseits  wiederum  eine 
tetragonale  Pyramide  von  gleicher  Axe  mit  mP,  iü[)er 
von  diagonaler  nächenstellung  und  doppelt  so  grosser 
Basis.  Alle  mittleren  Glieder  sind  ditetragpnal^  Py-^ 
raioiden  von  verschiedenen  Basen,  nach  Maassgabe 
der  verschiedenen  Werthe  von  n.  Uebrigens  ist  es 
Sowohl  die  Gleichheit  der  Hauptaxen,  als  auch  die 
Identität  der  normalen  Hauptschnitte,  was  die  säinmt- 
Uchen  so  abgeleiteten  Gestalten  in  eine  Beihe  ver- 
einigt, und  folglich  die  Copula  dieser  Beihe  bildet. 

Die  bisher  beobachteten  Werthe  von  n  sind  ge- 
wöhnlich von  sehr  einfachem  numerischen  Ausdracke. 
Begelmässige  achtseitige  Pyramiden  können  aber  nicht 
vorkommen,  da  sie  einen  irrationalen  W^rth  von  n 
fordern. 

i    207. 
DitetragoDale  Prismen. 

,Wie  aus  jedem  Gliede  der  Hauptreihe,  so  rauss 
sich  auch  aus  ooP,    oder  dem  tetragonalen  Prisma 
eine  Beihe  von  fo^nder  Form  ableiten  lassen: 
ooP ^...ocPn. ooPoo 

Sämmtliche  Glieder  dieser  Beihe,  mit  Ausnahme 
der  beiden  äussersten,  sind  ditetragonale  Prismen 
von  verschiedenen  Querschnitten,  nach  Maassgabe  der 
verschiedenen  Werthe  von  i»,  wälirend  einerseits  das 
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tetragonale  Prisma  ocP,  anderseit«  wiederum  ein  te- 
tragonales  Prisma  von  diagonaler  Flächenstellang  und 
doppeh  so  grossem  Qaersehnitt  als  ocP  die  Grftns^ 
glieder  der  Reihe  bilden.  Keines  dieser  Prismen  kann 
selbständig  erscheinen,  indem  die  Möglichkeit  ihrer 
Erscheinung  eine  beiderseitige  Begränznng  durch  sol- 
die  €testaken  voraussetst,  deren  Fl&chen  gegen  die 
Haaptaxe  geneigt  sind.  Das  regelmässig  achtseitige 
Prisma  ist  als  einfache  Gestalt  eben  so  unmöglich, 
wie  eine  dergleichen  Pyramide;  zwar  stellt  die  Com- 
hination  ooP.ooPoo.  ein  gleichwinkliges  (und  zufäl- 
lt wohl  auch  gleichseitiges)  achtseitiges  Prisma  dar; 
allein  die  Fläehen  dieses  Prismas  haben  eine  gans 
andre 'Lage,  als  die  Flächen  desjenigen  gleichwinkl^ 
aehtseic^en  Prismas,  welches  aus  ooP  nach  einem 
inratienalen  Co^fGlcienten  abgeleitet  werden  könnte. 

f.    208. 
S<Aaiia  ^  Tctragonaliysteines« 

Durch  die  Ableitungen  der  beiden  vorhergehenden 
H*  ist  die  mögliche  Mannichfaltigkeit  tetragonaler  Ge- 
stalten vollständig  erschöpft,  indem  sich  keine  ho- 
loedrische Gestalt  angeben  lässt,  welche  nicht  auf  die 
eine  oder  die  andre  Art  aus  einer  gewählten  Gmnd- 
gestalt  hergeleitet  werden  könnte.  Verbinden  wir 
die  Reihen  der  ditetragonalen  Pyramiden  mit  der 
Hauptreihe,  so  erhalten  wir  folgendes  Schema  des 
Tetragonalsystemes : 


oVn., 


„wiPn,, 


Pä., 


..SiPlI.. 


..ooP» 


oPop mPoo Poo «Poo ocPoo 
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Aus  dem  Usher  Voi|^tragenea  ergeben  sieh  ISr 
di^es  Sckema  folgende  Sätie: 

1)  Jede  korisotttale  Reibe  endiftlt  lauter  Geetalleo* 
¥on  congmenten  Mfittelqnerschnitten. 

2)  Die  oberste  horizontale  Reihe^  wekhe  wir  die 
Hanptreihe  des  Systemes  nannten^  begreift 
alle  tetragonalen  Pyramiden  und  das  gleichna* 
mige  Prisma  von  nermaler  Flttohenatellwig  und 
gleieher  Basis  mit  P. 

3)  Die  unterste  horiaontele  Reihe  begreift  alle  te* 
tragonalen  Pyramiden  und  das  gleichnamige  Pris-» 
ma  Ton  diagonaler  FlScheMtellung  vnd  doppiBlt 
so  grosser  Basis  als  P.  Wir  nennen  sie  die 
Nebenreihe  des  Systemes. 

4)  Die  mittleren  horiiontalen  Reiben,  deren  so  vide 
möglieh  sind,  als  es  rationale  Werthe  von  • 
giebt,  begreifen  lauter  ditetragonale  Pyramiden 
und  Prismen,  und  zwar  jede  einsele  Reihe  lau- 
ter  Gestalten  von  ähnlichen  Querschnitten,  da 
ein  und  derselbe  Werth  von  n  eine  und  dieselbe 
ditetragonale  Basis  giebt.  Wir  nennen  sie  die 
Zwischenreihen  des  Systemes. 

5)  Jede  verticale  Reihe  begreift  Gestalten  von  glei- 
cher Axenlänge  und  congmenten  normalen  Haupt- 
schnitten. 

B.    Ableitung  der  hemiedrisohen  Ctettabea. 

f.    20% 

Vertdiiedand  WeiM  der  HemiMrie  an  siP«. 

Aus  den  Verhältnissen  der  ditetragonalen  Pyra- 
miden SU  den  übrigen  holoädrischen  Gestalten  ersieht 
man,  dass  selbige  die  allgemeinsten  Repräsentanten 
der  tetragonalen  Gestalten  überhaupt  sind,  und  die- 
selbe Rolle  in  diesem  Systeme  spielen  wie  die  Hexa- 
kisoktaäder  im  Tessendsysteme.    Wie  daher  in  dem 
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ZtficliMi  mfm  die  Zeicheo  «Her  übrigen  haloSdriBchen 
Gestalten  enthalten  sind,  so  vereinigt  aueh  die  dite- 
tragonale  Pyramide  in  ihr^i  Eigenscbafteli  die  Bedin* 
gongen  für  die  Existenz  aller  übrigen  Crestalten.  Die- 
ses Verhältniss  ist  zumal  inr  die  folgenden  beiden 
Abschnitte  von  Wichtigkeit  ^  indem  die  Berechnung 
sowohl  als  die  Combinationslehre  auf  die  d^tetrago- 
iiale  Pyramide  gegründet  werden  müssen.  Aber  auch 
bei  der  Ableitung  der  hemiMrischen  Gestalten  ist  es 
sehr  vortheilhaft,  zunftchst  von  dieser  allgemeinsten 
Ciestalt  anssiigehen,  weil  man  dann  die  fSr  die  übri- 
gen Gestalten  gültigen  Resultate  zugleich  mit  orhftlt. 
Je  vier,  über  einem  und  demselben  Quadranten 
der  Basis  gelegene  Flächen  bilden  gleichsam  ein  Glied 
4m  ditetragonalen  Pyramide,  welche  demnach  als  ein 
vierg^edriges  Ganze  zu  betrachten  ist  Wenn  nun 
dBe  Hemiedrie  überhaupt  durch  das  Eintreten  des  Ge- 
gensatzes entwed^  von  oben  und  unten,  oder  von 
rechts  und  links,  oder  auch  durch  das  gleichzei- 
tige Eintreten  beider  Gegensätze  bedingt  wird,  so 
scheint  es  doch  in  der  Natur  begründet,  dass  sich 
diese  Gegensätze  jedenfalls  nur  innerhalb  eines 
und  desselben  Gliedes,  und  niemals  in  Bezug 
auf  soldie  FlächensystMne  geltend  machen,  welche 
T<m  Flächen  verschiedener  Glieder  gebildet  werden. 
In  der  Voraussetzung  der  Gültigkeit  dieses  Gesetzes, 
kann  nun  die  Hemiädrie  an  der  ditetragonalen  Pyr^ 
■lide  nur  in  folgender  dreierlei  Weise  verwirklicht 
werden: 

a)  durch  den  Gegensatz  von  oben  und  unten;  es 
vetschwinden  die  abwechselnden  oberen  und  un- 
teren Fläehenpaare  der  einzelen  Glieder;  Fig.  247. 

b)  durch  den  Gegensatz  von  rechts  und  links;  es 
vmrschwinden  die  rechten  oder  die  linken  Flä- 
ehenpaare.der  einzelea  Glieder;  Fig. 248. 

e)  duieh  f^eichzeitiges  Eintreten  beider  Gegensätze; 
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es  Tersebwindet  in  jedem  Gliede  die  obere  redite 
mit  der  unteren  linken,  oder  die  obere  linke  mit 
der  unteren  rechten  Fläcbe;  Fig.  249« 
Nach  den  Resultaten,    welche  diese  verschiede« 
nen  Modalitäten  der  HemiSdrie  für  die  Erscheinung 
geben,  wollen  wir  die  erste  die  skalenoSdrische 
oder  sphenoidische,   die    zweite   die   pyrami- 
dale, und  die  dritte  die  trapezo^drische  Henü^-* 
drie  nennen. 

f.    210. 

Ableitung  der  tetragonaleo  SkaleooSder. 

Die  tetragonalen  SkalenoiSder  sind  die  geneigt- 
flftchig  -  bemiödrischen  Gestdten  der  ditetragonalen 
Pyramiden  nach  den  an  den  abwechselnden  diagona- 
len Polkanten  gelegenen  Flächenpaaren;  oder:  die 
durch  den  Gegensatz  von  oben  und  unten  entstehen- 
den hemi^drischen  Gestalten  Jener  Pyramiden. 

~  Da  von  den  an  den  diagonalen  Polkanten  gele- 
genen Flächenpaaren  die  abwechselnden  bleiben  und 
verschwinden,  so  werden  z.  B.  für  ein  oberes  derglei- 
chen Flädienpaar  das  gegenüberliegende  obere,  und 
die  beiden  zwischengelegenen  unteren  Flächenpaare 
zu  vergrössem  seyn.  Für  jede  bleibende  obere  Flä^ 
che  ist  also  ihre  untere  Nebenfläche  eine  verschwin- 
dende, und  umgekehrt,  und  es  folgt  hieraus,  dass 
die  horizontalen  Mittelkahten  der  Muttergestalt  ver^ 
schwinden,  und  irgend  andre  an  deren  Stelle  treten 
müssen.  Weil  aber  jede  bleibende  Fläche  mit  ihrer 
unteren,  gleichfalls  bleibenden  Naohbarfläche  ursprüng- 
lich einen  normalen  Mitteleokpunot  gemein  hatte,  so 
wird  sie  mit  ihr  nach  der  Vergrdsserung  eine  Kante  bil- 
den, welche  nur  diesen  einzigen  Punct  mit  der  Ebene 
der  Basis  gmnein  bat,    und  daher  nicht  horizontal^ 
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-üoiKtom  geneigt  ist  IHe  Mtttelkaiiteii  der  neuen  Ge- 
stalt liegen  aldo  nicht  mehr  in  einerEbene,  gehen 
aber  doch  durch  die  vier  normalen  Eckpuncte,  und 
müssen  folglich  im  Zickzack  auf-  und  ablaufen.  — 
Es  hat  aber  auch  jede  bleibende  Fläche  vor  derVer« 
grosserung  einen  Punct,  nämlich  den  Poleckponct, 
mit  einer  Fläche  des  andern  bleibenden  Flächenpaa- 
res  derselben  Pyramidenhälfte  gemein;  sie  wird  da-^ 
her,  weil  das  zwischenliegende  Flächenpaar  verschwin- 
det, mit  derselben  Fläche  nach  der  Vergr5sserung 
eine  Polkante  bilden.  Da  nun  jede  Fläche  schon  ur- 
zprunglich  mit  ihrer  ^j  ebenfläche  desselben  Paares 
eine  (diagonale)  Polkante  bildete,  so  wird  sie  nach 
der  Vergrdsserung,  ausser  von  dieser  Kante,  noch 
▼on  einer  neuen  Mitfelkante  und  von  einer  neuen 
Polkante,  überhaupt  also  von  drei  Eouiten  begränzt, 
und  folglich  ein  Dreieck  seyn.  Die  hemi^drische  Ge- 
stalt ist  daher  eine  von  acht  Dreiecken  umsohlossene 
Gestalt,  deren  Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  d.  b.  ein  tetragonales  Skalenoäder  (§.  200). 

mVn 
Das  Zeichen  dieser  SkalenoSder  ist  allgemein  —9-; 

dodi  giebt  jede  ditetragonale  Pyramide  zwei  gleiche 
und  ähnliehe  in  verwendeter  Stellung  befindliche,  com- 
plementare  Gegenkörper  oder  hemiädrische  Ebenbil- 
ds, welche  durch  Yorsetzung  der  Stellm^^szeichen 
+  ond  —  unterschieden  werden.  * 

f.    211 

Abltttong  der  ietngonalen  Sphenoide. 

Setzt  man  1»  =  1,  so  verwandelt  sich  die  dite- 
tragonale Pyramide  in  eine  tetragonale  Pyramide  der 
Hauptreihe,  deren  einzele  Flächen  den  Flächuipaa- 
ren  jener  entsprechen.  Bringt  man  für  sie  dasselbe 
Cresetz  der  Hemiädrie  in  Anwendung,  so  werden  die. 
abwechselnden  Flächen  der  Pyramide  mP  verschwui- 
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den,  i^ttrend  die  vier  fibrigen  fsat  Daratellaiig  der 
hemiddrischen  Gestalt  contribaireii;  für  jede  bleibende 
FIftche  Terscbwfaiden  also  die  Nebenftlehen  und  Wei^ 
ben  die  Nathbarflächen.  Da  nun  jede  FIftche  drei 
NachbaiAlehen  hat,  und  mit  diesen  zum  Dnrchschnitte 
kommt',  so  wird  die  neue  Gestalt  von  vier  Dreiecken 
nmschlossen  seyn ;  and  da  für  jedci  bleibende  Fläche 
ihre  in  der  entgegengesetzten  Pyramidenhftlfte  gele- 
gene Nebenflftche  verschwindet,  so  verschwinden  anch 
die  nrsprfingKchen,  horizontalen  Mittetkanten  der 
Mattergestalt.  Nan  hat  aber  jede  bleibende  Fläche 
mit  ihren  beiden  NachbarUflchen  der  entgegengesets* 
ten  Yyramidenhftlfte  vor  der  VergrSsserung  einen 
Mittelpnnct  gemein;  sie  wird  also  nach  der  Ver- 
grösserung  mit  denselben  zwei  Mittelkanten  bilden, 
welche  die  Ebene  der  Basis  nnr  in  einem  Pancte 
schneiden,  und  folglich  gegen  dieselbe  geneigt  sind. 
Die  Mittelkanten  der  neuen  Gestalt  müssen  also  im 
Zickzack  auf-  und  ablaufen.  Endlich  folgt  aus  der 
gegenseitigen  Lage  jeder  flftohe  zu  ihren  Nachbar« 
flachen,  dass  sie  nach  der  Yergrösseroi^  wiederum 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  darstellen  muss.  Die 
hemiädrische  Gestalt  ist  also  eine  von  vier  gleich- 
schenkligen Dreiecken  umsclilossene  Gestalt,  deren 
Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  d.h.  ein 
tetragonales  Sphenoid  (§.  202). 

Die  Zeichen  der  beiden,  aus  jeder  Pyramide  mP 

fliP               mP 
abzuleitenden  Sphenoide  sind   -f-  -^  und ^« 

f.    212. 

Gfänzgeatalton  der  Ski^enoUer. 

Die  tetragonalen  Sphenoide  sind  eigentlich  nichts 
anderes,  als  die  Grftnzgestalten  der  SkalenoSder  fBr 
den  Werth  »  =s  1.  Setzt  man  dagegen  n  =  oo,  so 
verwandelt  sich  die  ditetragonale  Pyramide  iu  eine 
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tetfagenale  Vjmnaie  der  Nebenreäie,  mid  wendet 
man  auf  diese  dasselbe  Sesetx  der  HemiMrie  an,  so 
gelangt  man  ofifenbar  anf  eine  Clestalt,  welche  in  der 
Erscheinong  durch  Nichts  Ton  mPoo  verschieden  ist. 
Die  tetragonalen  Pyramiden  d«r  Nebenreihe  erschein 
nen  daher  als  Gränzgestalten  der  SkalenoSder  eben 
sowohl  mit  ihren  sftmmtlichen  acht  Flächen,  wie 
wenn  sie  holoSdrisch,  als  Grämigestalten  der  dttetra* 
gonalen  Pyramiden,  auftreten.  Das  Paradoxon,  wel- 
ches in  diesem  Resultate  zu  liegen  scheint,  verschwin- 
det jedoch,  sobald  man  erwägt,  dass  jede  Fläche  die- 
ser tetragonalen  Pyramiden  eigentlich  aus  zwei  Flä- 
chen der  ditetragonalen  Pyramide  hervorgegangen, 
und  dass,  streng  genommen,  nur  eine  Hälfte  jeder 
Flädhe  in  der  hemi€drischen  Geiitalt  vorhanden  ist, 
was  fireilich  für  die  Erscheinung  keinen  Unterschied 
bedingt,  weil  ihre  andre  Hälfte  in  eine  Ebene  mit 
ihr  selbst  fällt.  Daher  kann  es  uns  auch  nicht  be- 
fremden, wenn  wir  an  tetragonalen  Mineralspecies, 
welche  der  skalenoSdrischen  Hemißdrie  unterworfen 
sind,  wie  z.B.  am  Kupferkiese,  die  tetragonalen Py- 
ranttden  der  Nebenreihe,  der  HemiSdrie  ungeachtet, 
vollständig  auftreten  sehen.  Im  Gegentheile  werden 
wir  uns  von  der  Nothwendigkeit  dieser  Erscheinungs- 
weise überzeugen,  sobald  wir  ihr  Terhältniss  zu  den 
Skaleno€dem  so  au^efasst  haben,  wie  es  sich  durch 
nnsre  Ableitungsmethode  von  selbst  bestimmt. 

Auf  ocPn,  ocP  und  odPoo  ist  das  Gesetz  der  ska- 
lenoSdrischen  HemiSdrie  sofern  ohne  Einfluss,  wie- 
fern die  Erscheinungsweise  dieser  Prismen  durch  sel- 
biges keiner  Aenderung  unterworfen  seyn  kann.  Doch 
ist  zu  erinnern,  dass  von  ooPn  die  abwechselnden 
Flächenpaare,  und  von  ocP  die  abwechselnden  ein- 
■elen  flächen  eine  verschiedene  Bedeutung  erhalten, 
indem,  die  einen  auf  die  obere,  die  anderen  auf  die 
untere  Hälfte  der  Gestalt  zu  beziehen  sind;  ein  Un- 
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terichied,  welcher  für  die  Gombinationskaoiten  wieh-^ 
tig  ist,  und  sich  sehr  auffallend  offenbaren  würde, 
wenn  eine  Species,  deren  Gestalten  der  skalenoßdri- 
sehen  Hemi^drie  unterworfen  sind,  zugleich  anter 
dem  Gesetze  des  Hemimorphismas  stände*). 

'  %.    213. 

Hingeschriebene  Sphenoide  der  SkalenoSder. 

Die  Mittelkanten  jedes  SkalenoSders  -^  haben 

genau  dieselbe  ^Lage,  wie  die  Mittelkanten  irgend  ei- 
nes Sphenoides,  welches  wir  das  eingeschriebene 
Sphenoid  nennen  wollen.  Da  nun  in  jedem  Sphe- 
noide der  Abstand  der  Ecke  von  der  Basis  der  hal- 
ben Hauptaxe  gleich  ist,    so  würde  man  die  Haupt- 

fiiPii 
axe  des  eingeschriebenen  Sphenoides  von  -^  ken- 
nen, sobald  der  Abstand  der  Mittelecke  von  der  Ebene 
des  Mittelquerschnittes  des  SkalenoSders  bekannt 
wäre;  dieser  Abstand  aber  ist  wiederum  nichts  an- 
deres, als  die  der  Hauptaxe  parallele  Coordinate  x 
des  Mitteleckpunctes. 

Da  nun  jeder  Mitteleckpunct  der  Durohnittspunct  ei- 
ner oberen  und  einer  unteren  Polkante  desselben  dia- 
gonalen Hauptschnittes  ist,  so  gelangt  man  sehr  leicht 
zur  Bestimmung  seiner  Coordinate  x^  durch  Combi- 
nation  der  Gleichungen  dieser  beiden  Polkanten.  Aus 
der  Lage  je  zweier  Flächen ,  welche  zur  Darstellung 
der  erwähnten  beiden  Kanten  contribuiren,  ergeben 
zieh  für  eine  längere  obere  Polkantß  die  Gleichungen: 


O  Vergl.  mein  Lehrbuch  der  Bfiaen^gie  {.  Ii5. 
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and  far  die    enttpreehenHe  kürsere,   untere  Polkanle     ^ 
die  Gleichongen: 

y-g  =  Onnd-^+^^~*^  =  l 
^  ma^        n 

woraus  fiir  die  der  Hauptaxe  parallele  Coordinate  x 

ikres  Dorchaehnittspunctes  der  absobite  Werth 

mm 

n 

folgt,  welches  die  gesuchte  Halbaxe  des  eingeschrie- 

benen  Sphenoides  für  das  SkalenoSder  -~-.     Das 

5p 
Zeichen  dieses  Sphenoides  ist  folglich  ^. 

%.    214. 
Secondire  AbleÜang  der  SkaleuoMer  aus  den  Sphenoideii. 

Auf  die  im  vorigen  §.  erörterte  Eigenschaft  der 
SkalenoSder  lässt  sich  folgende  secundäre  Ableitung 
derselben  aus  den  Sphenoiden  gründen,  welche  inso- 
fern einigen  Vorzug  vor  der  primitiven  Ableitung  des 
f.  210  hat,  wiefern  sie  die  Vorstellung  der  wahren 
Physiognomie  dieser  Gestalten  bedeutend  erleichtert, 
weil  sie  selbige  von  der  Vorstellung  einer  weit  ein- 
facheren Gestalt  abhängig  macht.  Jedes  SkalenoCder 
mpn 
— —  wird  nftmlich  aus  seinem  eingeschriebenen  Sphe- 

noide  ^  (Fig.  251)  abxuleiten  seyn,  indem  man  die 

Hauptaxe  des  letzteren  nach  einem  CoSfficienten  q 
verlängert,  bis  sie  =  sia,  und  darauf  in  jede  Mittel- 
kante des  Sphenoides  zwei  Ebenen  legt,  von  welchen 
die  eine  den  oberen,  die  andere  den  unteren  End- 
punct  der  so  verlängerten  Hauptaxe   trifft    Da  nun 

qma 
ma  s=2  ' — 

n 

l.  18  . 
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MO  sieht  man,  da«B  y  t=  «  «eyn  mii«8.  Bezeichnet 
matf,  Äum  Behufe  dieser  secundären  Ableitung,  jedes 
ans  einer  tetragonalen  Pyramide  mP  abgeleitete  Skale- 
no§d^r  mit  +  mSj  nnd  schreibt  man  den  zweiten  Ab- 
leitimgsco«fficienten,  welcher  sich  auf  die  Verlange* 
rung  der  Hauptaxe  des  eingeschriebenen  Sphenoides 
bezieht,  nach  Art  eines  Exponenten  oben  rechter 
Hand  vom  Symbol  S ,  so  wird  das  ^^ecundäre  Zeichen 

mPn 
jedes  Skalenoßders  ±  —^  die  Form 

+  — S« 
—  n 

erhalten.    Üeb>igens  folgt  aus   den  Gleichungen  der 

beiden  Polkanten,  dass  die  kürzeren  Polkanten  jedes 

Skalenoäders  -5-  dieselbe  Lage  haben  wie  die  Pol- 
kanten der  tetragonalen  Pyramide 

^(^-^>Poo 
n 

und  dass  die  längeren  Polkanten  dieselbe  Lage  ha« 

ben  wie  jene  der  Pyramide 

!2(?L±ilpoo 
n 

Den  kürzeren  Polkanten  sind  daher  die  Flächen 
des  Sphenoides 

den  längeren  Polkanten  die  Flächen  des  Sphenoides 

«(11  +  1)0 

±— 2ir-* 

parallel,  nnd  es  ist  merkwürdig,  dass  zwischen  den 
Axen  ff,  af  und  a"  der  drei  Sphenoide,  welche  sol- 
chergestalt durch  jedes  Skaleno^der  indicirt  sind,  die 
Relation  Statt  findet: 

«r  =  a'  +  a^ 
in  welcher  Gleichung  a"  die  Axe  des  eingeschrieben 
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neu  Sphenoides,  a  und  af  die  Axen  der  auf  die  län* 
geren  und  kürzeren  Polkante^  bezüglichen  Sphenoide 
bedeuten. 

Sdiema  des  skAlenoedriKli  encheinendeo  Tetragonalsystemei. 

Der  secundären  Ableitung  und  Bezeichnung  zu«* 
folge  lässt  sich  für  das  Tetragonalsystem  in  seiner 
skalenoCdtischen  Hemißdrie  folgendes  allgemeine  Sehe« 
ma  aufstellen. 


0POO mPoo Poo ..«Pao ocPoo 

Die  oberste  horizontale  Reihe,  welche  auch  hier 
als  HauptireUie  gilt,  entiiält  die  säniintlichen  Sphenoide 
und  das  tetragonale  Prisma  von  gleicher  Flächenstet- 
lung. 

Die  unterste,  durch  einen  Strich  abgesonderte 
korizontale  Beihe  enthält  die  sämmtlichen  tetragona« 
len  Pyramiden  von  diagonaler  Flächenstellung,  so  wie 
das  gleichnamige  Prisma;  nit  ist  identisch  mit  der  Ne-* 
benreihe  in  §.  208  und  behält  auch  hiej^  diesen  Namen« 
Die  mittleren  horizontalen  Reihen,  mit  Ausnahme 
der  eingeklammerten,  enthalten  die  sämmtlichen  Ska« 
lenoSder  und  ditetragonalen  Prismen  des  Systemes, 
und  zwar  jede  einzele  dieser  Reihen  (in  Welcher  der-« 
selbe  Werth  von  n  vorausgesetzt  wird)  nur  solche  Ge- 
stalten von  ähnlichen  Querschnitten,  da  die  Figur  die«- 
ser  Querschnitte  nur  von  n  abhängt. 

18* 
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Die  eingeklammerte  Reihe  enthält  nur  eine  nnd 
dieselbe  Gestalt,  nämlich  ein  tetragonales  Prisma  von 
diagonaler  Flächenstellung,  welches  daher  identueh 
mit  ocPoo  ist.  Dieses  Resultat  folgt  unmittelbar  aus 
der  Betrachtung  der  einzelen  verticalen  Reihen  des 
Schemas.  Jede  dieser  Reihen  fängt  mit  einem  Sphe- 
noide  an,  aus  welchem  durch  successiv  zunehmende 
Vergrösserung  der  Haupttaxe  immer  spitzere  und 
spitzere  Skaleno§der  abgeleitet  werden.  Daher  ent- 
hält zuvörderst  jede  verticale  Reihe  Gestalten  mit 
gleichliegendea  Mittelkanten,  Wird  nun  der  CoSfifir 
eient  n^  welcher  die  Vergrösserung  derHauptaxe  des 
Sphenoides  anzeigt,  unendlich  gross,  so  fallen  noth- 
wendig  je  zwei,  in  eine  und  dieselbe  Mittelkante  des 
Sphenoides  zu  legende  Flächen  in  eine,  der  Haupt- 
axe  dei^selben  parallele  Ebene,  »und  das  Skalenoßder 
verwandelt  sich  in  ein  tetragonales  Prisma,  aus  wel- 
chem Gliede  der  Hauptreihe  es  auch  abgeleitet  seyn 
mag.  Daher  haben  die  sämmlichen  verticalen  Reihen 
des  Schemas  eine  und  dieselbe  Gränzgestalt, 
mS^  =  ooPoo. 

Anmerkung.  Wiewohl  nicht  abzuläugnen,  dass 
diese  secundäire  Ableitung  und  Bezeichnung  der  sphe- 
noidischen  Abtheilung  des  Tetragonalsystemes  weit  re- 
präsentativer ist,  als  die  primitive,  nnd  wiewohl  sie 
deshalb  für  das  Bednrfniss  der  Mineralogie  der  letz- 
teren unbedingt  vorzuziehen  wäre,  so  lässt  sich  doch 
auf  der  andern  Seite  nicht  verkennen,  dass  durch  sie 
der  Zusammenhang  verloren  geht,  welcher  zwischen 
den  Skalenoädem  und  den  Pyramiden  der  Nebenreihe 
Statt  findet,  und  dass  über  die  Ableitung  der  ditetra- 
gonalen  Prismen  aus  ooS  einige  Unklarheit  zurück- 
bleibt 
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b)  PytamiiäU  HemUirk. 

f.    21ft. 
Abl^tang  d«r  tetragonftlea  Pyramiden  ron  abnormer  Fläofaea- 

Die  tetragonaleq  Pyramiden  von  abnormer  Flä- 
chenstellung  sind  die  hemißdrischen  Gestalten  der  di- 
tetragonalen  Pyramiden  nach  den  an  den  abwech- 
selnden Mittelkanten  gelegenen  Flächenpaaren;  oder, 
die.  durch  den  Gegensatz  von  rechts  nnd  links  entste- 
h^den  hemi§drischen  Gestalten  jener  Pyramiden. 

,  Weil  die  Mittelkanten  der  ditetragonalen  iPyra- 
miden  in  der  Ebene  der  Basis  liegen,* so  werden  sieh, 
bei  der  Vergrössemng  der  an  den  abwechselnden  vier 
Mittelkanten  gelegenen  FIftchenpaare ,  zugleich  diese 
Mittelkanten  verlängern,  ohne  jedoch  ihre  ursprüng- 
liche Lage  in  der  Ebene  der  Basis  au£zageben.  Und 
weil  jede  bleibende  Fläche,  ausser  mit  ihrer  Neben- 
fläche der  ungleichnamigen  Pyramidenhälfte,  noch  mit 
zwei  Nächbarflächen  der  gleichnaipigen  Pyramiden- 
hälfte zum  Durchschnitte  konomt,  so  wird  sie  nach 
ihrer  Vergrosserung  wiederum  ein  Dreieck  darstellen. 
Die  neue  Gestalt  ist  daher  eine  Pyramide  (§.  56).  — 
Da  aber  von  den  abwechselnden  Mittelkanten  der 
Muttergestalt  je  zwei  gegenüberliegende  parallel,  je 
zwei  benachbarte  normal,  und  alle  vt>m  Mittelpuncte 
gleichweit  entfernt  ahid,  so  wird  die  Basis  der  neuen 
Gestalt  ein  Quadrat,  und  diese  selbst  eine  tetrago- 
nale  Pyramide.  -^  Da  endlieh  die  Mittelkanten  der 
Muttergestalt  niemals  den  Mittelkanten  der  tetrago- 
nalen Pyramiden  von  normaler  oder  diagonaler  Flä- 
chenstellung parallel  laufen,  sondern  jederzeit  eine 
nüttlere  Richtung  zwischcfn  den  Richtungen  jener  bei- 
den behaupten,  so  werden  auch  diese  hemiädrischen 
tetragonalen  Pyramiden  weder  normale  noch  diago- 
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nale,    sondern   irgend  eine    mittlere,    oder  Hbnome 
Fläehenstellung  haben. 

Weil  es  aber  in  jeder  ditetragonalen  Pyramide 
xwei  Systeme  von  abwechselnden  Mittelkanten  giebt, 
so'  wird  man  auch  aas  jedem  mVn  zwei,  an  sich 
gleiche  nnd  lübnliche,  und  nor  durch  ihre  Stellang 
verschiedene  tetragonale  Pyramiden  erlialten.  Um  die* 
sen  Unterschied  der  Stellung  2;u  fixiren,  denken  wir 
uns  die  Muttergestalt  so  gestellt,  dass  einer  der  dia« 
gonalen  Hauptschnitte  auf  uns  zuläuft.  Dann  liegt 
auf  jeder  Seite  dieses  Hauptschnittes  eines  der  bei- 
den Flächenpaare,  welche  zusammen  ein,  Glie^  ier 
Pyramide  bilden*  (§.  209).  Vergrössem  wir  das  rechts  . 
gelegene  Flächenpaar  und  die  übrigen  abwechsehM^en, 
so  entsteht  eine  rechts  gewendete,  vergrossera 
wir  das  links  gelegene  Flächenpaar  und  die  übrigen 
abwechselnden,  so  entsteht  eine  links  gewendete 
Pyramide.  AUein  dieser  Unterschied  von  rechts  und 
links  ist  ganz  relativ,  indem  er  davon  abhängt,  wel- 
cher Pol  der  Hauptaxe  als  oberer  oder  als  unterer 
Pol  geds^cht  wird;  vertauschen  wir  daher  die  Pole, 
oder  kehren  wir  die  Muttergestalt  um,  so  vertauschen 
auch  beide  hemiSdrische  Gestalten  ihre  Bollen,  und 
die  anfangs  rechts  gewendete  erscheint  nun  links  ge- 
wen4ct,  und  umgekehrt.  Diese  Zweideutigkeit  wird 
dadurch  sehr  treffend  ausgedrückt,  dass  man  dem  all- 

JUtPll 

fdmalnen  Zetohen  -^  der  b^^i  hemiCdrischen  Ge« 

r  / 

genldirper  die  Hul&elemente  y  und  —  vorsetzt. 

§  m 

OriDsgMlaltaii  der  tetrsgoMlen  Pyntmid«!  von  abaorMer  FU^ 

chenttellaiig. 

Für  mss^op  verwandelt  sieb  die  Pyramide  in  ein 
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tetragon'ales  Prisma  von  abnormer  Fl^Eohenstellong, 
aessen  /»eichen  -j  oder ^, 

Für  »  a?  1  resultirt  die,  mit  ihren  s&mmüiehen 
achtHächen  vollständig  erscheinende,  tetragonale  Py- 
ramide mP  der  Hauptreihe,  und  för  fi  =  oo  die,  eben- 
falls mit  allen  ihren  Flächen  erscheinende,  Pyramide 
mVoQ  der  Nebenreihe;  wovon  man  sich  leicht  über- 
zeugen kann,  wenn  man  die  Flft^^hen  dieser  Gestal- 
len durch  ihre  Höhenlinien  halbirt,  je  vier  Flächen- 
hälften nadi  f.  209  zu  einem  Gliede  vereinigt  denkt, 
und  hierauf  dasselbe  Gesetz  derHemiMrie  in  Anwen- 
dung bringt^  welches  im  vorigen  §.  for  die  ditetrago* 
nalen  Pyramiden  geltend  gemacht  wurde. 

Hieraus  ergiebt  sich  also  für  die  pyramidal -he- 
miSdrische  Erscheinungsweise  des  Tetragonalsystemes 
die  Regel,  dass  die  Gestalten  der  Haupt-  upd  Neben- 
reihe vollständig,  die  Gestalten  der  Zwischenreihen 
aber  als  tetragonale  Pyramiden  und  Prismen  von  ab- 
normer Fläehenstellung  auftreten;  eine  Regel,  welche 
sich  auch  an  den  Krystallreihen  des  Kalkscheelates 
und  Fergu&onites  vollkommen  bestätigt  findet. 

€)  Traptzoedriick^  Htmieirie. 

%.    218. 
Ableitung  der  tetragonalen  Trapezoeder. 

Die  tetragonalen  Trapezoeder  sind  die  geneigt- 
flächig  -  hemiädrischen  Ciestalten  der  ditetragonalen 
Pyrraaiden  nach  den  abwechselnden  einzelen  Flächen; 
oder  die  durch  die  gleichzeitige!!  Gegensätze  von 
oben  und  unten,  von  rechts  und  links  entstehenden 
hemii^drischen  Gestalten  jener  Pyramiden. 

Die  Hemiädrie  nach  einzehn  Flächen  ^kann  in 
den  ditetragonalen  Pyramiden  nur  auf  eine  geneigt- 
flächige Gestalt  fähren,  weil  jeder  Fläche  Gegenfläehe 
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in  der  Beihe  der  Nebenftftchen  die  fSnfte  und  fidglieli 
eine  verschwindende  ist,  wenn  jene  vergrössert  wird. 
Es  hat  aber  jede  Fläche  drei  Neben  •  nnd  vier  Nach- 
barflächen; wenn  also  jene  verschwinden,  nnd  diese 
snigleieh  mit  ihr  selbst  wachsen,  ,so  wird  sie  nach 
der  Yergrössemng  vier. Durchschnitte  erleiden,  und 
folglich  eine  vierseitige  Figur  werden.  Weil  aber 
jede  Flädie  ursprüglich  nur  g^en  die  beiden  Nach- 
barflächen derselben  Pyramidenhälfte  gleiche,  gegen 
die  beiden  andern  ungleiche  Neigung  hat,  so  werden 
auch  die  neuen  Kanten  dreierlei  verschiedene  Werthe 
haben,  indem  zwei  gleiche  Polkanten  nebst  swei  un- 
gleichen Mittelkanten  die  einzelen  Flächen  begränxen, 
welche  demnach  als  gleichschenklige  Trapesoide  er- 
scheinen *).  Da  endlich  für  jede  bleibende  Fläche  die 
untere  Nebenfläche  eine  verschwindende  ist,  so  wer- 
den die  neuen  Mittelkanten  auch  nicht  in  der  Ebene 
der  Basis  liegen,  vielmehr  gegen  dieselbe  geneigt 
s^yn,  und  imZickxack  auf-  und  absteigen.  Folglich 
ist  die  hemiädrische  Gestalt  eine  von  acht  gleich- 
schenkligen Trapezoiden  umschlossene  Gestalt,  deren 
Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  d.h.  ein 
tetragonales  Trapeyoäder. 

Jede  ditetragonale  Pyramide  mPn  giebt  i^ei  Tra- 
pezo^der,  welche  in  ihren  einzelen  Begränzungsele- 
menten  vollkommen  gleich  und  ähnlich,  aber  hinsicht- 
lich der  Verknüpfung  derselben  wie  ein  rechtes  und 
linkes  Ding  desselben  Paares  unterschieden  sind.  Da- 
her können  auch  beide  Gegenkörper  nur  dann  zur 
Coilgmenz  gebracht  werden,  wenn  man  den  eine^ 
umstülpt,  d.  h.  die  Innenfläche  zur  Aussenfläche 
macht,  indem  ihr  Untersdiied  völlig  derselbe  ist  wie 


^)  IMe  RflBiiltate  des  üäehsten  Capitels  enthaltm  sogkicfa  dk 
ToU«tiiidigea  Beweise  für  •ftwtlicfce  liebeln  der  AU^tonc* 


Dfaitizedby  Google 


Systemlehre.  Tetragonakystem.  Cap.JL    2S1 

der  eines  rechten  nnd  linken  Handsclinhsv  In  derBe^ 
zekhnung  wird  dieser  Unterschied  darch  .Yorsetzm^ 
der  Hülfselemente  r  ond  /  hinlänglich  aasgedrückt^ 
weil  das  Rechts  nnd  Links  hier  keinesweges  so  rela- 
tiv ist  wie  i|i  den  tetragonalen  Pyramiden  von  ab- 
normer Flächenstellnng,  vielmehr  das  rechts  gedrehte 
Trapeso^er  immer  ein  rechtes,  das  links  gedrehte 
immer  ein  linkes  bleibt,  wie  man  a'tiich  die  Gestaft 
aufrecht  stellen  mag.    Daher  sind  denn  die  Zeichen 

der  beiden  ans  mlPn  abzuleitenden  TrapezoSder  r^^^J^ 

§.    219. 
Gränsgettalten  dar  tetragoBalen  TraposoSder, . 

F3r  si  =  CO  verwandelt  sich  das  Trapezoäder  in 
das  ditetragonale  Prisma  ooP»,  dessen  abwediselnde 
Flächen  jedoch  auf  die  entgegengesetzten  Hälften  der 
Hanptaxe  zu  beziehen  sind,  so  dass  vier  als  obere 
nnd  vier  als  untere  Flächen  gelten. 

Für  n  =  1  resultirt  die  mit  ihren  sämmtlichen 
acht  Flädben  vollständig  erscheinende  Pyramide  siP, 
und  eben  so  für  iy=oo  die  vollständig  erscheinende 
Pyramide  siPoo;  wovon  man  sich  leicht  überzeugt, 
wenn  man  die  Flächen  beider  Pyramiden  durch  ihre 
Hdhenlinien  halbirt,  und  darauf  dasselbe  Gesetz  der 
Hemiädrie  in  Anwendung  bringt,  nach  welchem  die 
Trapezo^der  abgeleitet  wurden.  —  Hieraus  folgt  für 
die  trapezoädrische  Erscheinungsweise  des  Tetrago- 
nalsystemes  die  Regel,  dass  die  Gestalten  der  Haupt- 
und  Nebenreihe  vollständig,  die  ditetragonalen  Pyra- 
miden als  Trapezo^der,  die  ditetragonalen  Prismen 
dagegen  wiederum  vollständig  erscheinen,  indem  diese 
letzteren  nur  dann  als  tetragonale  Prismen  von  ab- 
normer Flächenstellung  auftreten  würden,   wenn  die 
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Kryställreihe   zo^eieh   dem  Hemimorphiunvs  miter«^ 
worfen  wäre. 


Drittes    Capitel. 

Von  der  Berechnung  der  Gestalte^  dea  Te« 
tragonnlaystemes. 

f.    220, 

AUi^eoMiiie  Bemerkimg« 

Bei  der  Berechnung  der  verschiedenen  Gestatten 
des  Tetragonalsyslemes  haben  wir  die  wesentlich  yer^ 
schiedeneErscheinungsweise  derselben  za  berücksich- 
tigen, nnd  dmnnach  znvörderst  die  holo^riachen,  an4 
darauf  die  hemi^drischen  Gestalten  in  ihren  drei  Ah« 
theiloQgen  dem  Calcul  au  unterwerfen.  D^bei  \%t^ 
«t^t  es  sich  von  selbst,  dass  die  Berechnung  innere 
halb  einer  jeden  Abtheilung  zunächst  auf  diejenige 
Gestalt  gegründet  werden  muss,  welche  als  der  all« 
gemeine  i(epräsentant  derselben  zu  betrachten  ist. 
Uebrigens  setzen  alle  Berechnungen  das  Axenverhält- 
niss  einer  Grundgestalt  voraus,  welches,^  wie  auch 
der  Charakter  der  Kryställreihe  beschaffen  seyn  möge,^ 
jedenfalls  durch  1  :  a  ausgedrückt  wiird  ($•  204) ,  ia-^ 
dem  1  die  halbe  Nebenaxe,  und  a  die  halbe  CbMipt^ 
axe  von  P  bedeutet. 

N^eh  diesen  vorläufigen  Bem^kui^en  ftdUmten 
wir  zur  Berechnung  der  einzelen  Gestalten,^  indem 
wir  uns  für  jede  derselben  die  nämUch^i  sieben  Auf^ 
gaben  stellen,  welche  oben  für  die  tesseraleaGeslal- 
ten  gelöst  wurden. 
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A.    Berechnung  der  holoMritchen  Gettaltea. 

f.    221. 
Btredunmg  der  ditetrag ooalea  Pyramide  «iPs|  Zwisdienaxe, 

Aufgabe.  '  Die  Girdate  der  Zwiacheiiaxen  der  di^ 
tetragonalen  Pyramide  tnlPm  xu  finden. 
Da  in  Jeder  ditetragonalen  Pyramide  miPm  das 
Verhftltnisa  der  Patmmeter  =as  matnii^  ao  wird  die 
Gleichang  einer  in  den  Oetanten  der  pcaitiven  Halb« 
axeii  ffidlenden  Fläche  F: 

ma  *  n  * 
Die  Zwischenaxen  bestimmen  sich  nun  gans  so 
wie  die  rhombischen  Zwischenaxen  im  Tesseralsy- 
steme  (§.  115);  allgemein  sind  nämlich  die  Gleichun- 
gen der  in  den  Oetanten  der  positiven  Halbaxen  fal- 
lenden Zwischenaxe: 

^  =  0  nnd  y  — zä:0 
ans  welchen  sich,  mittels  Combination  der  Gleichnng 
von  JP,   die  Coordtnaten  ihres  Endpnnctes  oder  des 
diagonalen  Mitteleckpnnctes  bestimmen: 

und  daher  die  Grösse  der  halben  Zwischenaxe 

n+i 
FBr  n  =s  1  oder  fUr  die  Pyramiden  der  Hanpt- 
reihe  wird  daher  jR  =  |/|y  und  betrachtet  man  die- 
sen Werth  als  den  Grandwerth  der  Zwischenaxe,  so 
wird  fär  irgend  ein  mPn  der  erforderliche  CoSfGeient; 

r  =  — qr-T  wie  in  f.  115, 

i   222, 

FortMtziiBg;  FUcbeimomiale. 

Aufgabe.    Die  Normale  ans  dem  Mittelpancte  auf 
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eine  Fläche  der  dttetragonalen  Pyramide  mPa  m 

finden. 

Die  CÜeichongen  der  Fläehennormale  N  aus  dem 
Afittelpnncte  lassen  sich  sehr  leicht  ans  der  Cü^hnng 
von  jPaUeiten,  wie  bk  f.  116;  man  findet; 

n      ma        ^  ma  ^  ^       n 

ComUnirt  man  diese  Gleichungen  mit  Jener  von 
F^  so  finden  sich  die  Coordinaten  des  Durchschnitts« 
punctes  von  N  nnd  Fy  indem  man  m^a^(«^4*l)-fm^ 
cszM^  setst: 

ma 

mam 
zosman^ 

und  folglich  die  Länge  der  fläehennormale 

^ mam mm 

~»^m'an»^  +  l)  +  »*~"^ 

f    223. 

ForUetzuDg;  Kanteiriiiuen. 

Aufgabe.    Die  Kantenlinien  der  ditetragonalen  Py^ 
ramide  siPji  za  finden. 
Wir  bezeichnen: 
die  normalen  PoDcanten  mit  X  j[JPlg.2S0.) 
die  diagonalen  Polkanten  mit  Y 
die  Mittelkanten  mit  ....    Z 
Die  Endpuncte  dieser  drei  Kanten  sind: 

(1)  der    Poleck- 

pnnct,  ....  {8r  welchen  xssma^ff^fij      «=0; 

(2)  der  normale 

Mitteleckpnnct  -    -    -      4r=0,  y=0,      Zssl; 

(3)  der  diagonale 

Mittelef&pnnct  -    -    -      arssdO,  yjg  ^^z^ss      ■ 
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und  swar  wird  begrftnzt: 

die  Kante  X  tod  deil  Pimcten  (1)  und  (2) 

-  ^  .     r    -       •        .    .     (1)  und  (3) 

-  -  -     ^    -       .        .    -     (2)  und  (3) 
CombinirC  man  daher  die  Coordinaten  je  zweier 

dieser  P^ancte  nach  der  bekant^n  Regel  för  die  IK- 
stsuudi^ie  ($•  14),  so  findet  man: 

Für  den  Fall,  da  JC  =z  K«  oder  da  die  Dreiecke 
der  Pyramide  gleichschenklig,  mithin  diese  selbst  eine 
regelmässig:  achtseitige  Pyramide,  folgt: 

ü  =  1  +  ,^ 
welcher  irrationale  Werth  die  Unmöglichkeit  derooto- 
gonalen  Pyramiden  darthut,  während  er  zugleich  lehrt, 
dass  die  Kante  X  länger  oder  kürzer  als,  die  Kante 
Y  ist,  je  nachdem  n  <  oder  >  1 4-  >^.  Da  2,414 .... 
der  Näherongswerth  von  1  +  ^^>  ^^  werden  z.  B.  Py- 
ramiden wie  mP-^  oder  mPH  den  regelmässig  achtsei- 
tigen Pyramiden  sehr  nahe  kommen.  . 

§.    224. 
Foitsetsoog;  Volamen. 

Aufgabe.  Das  Volumen  V  der  ditetragonalen  Py- 
ramide nSn  zu  finden. 
Die  Basis  der  Pyramide  wird  durch  die  Neben- 
und  Zwischenaxen  in  acht  gleiche  und  ähnliche  Drei- 
ecke getheilt,  von  denen  ein  jedes,  wenn  man  die 
lialbe  Nebenaxe  =  1  als  Grundlinie  betrachtet,  eine  der 

Coordinaten  des  diagonalen  Mitteleckpunctes  =--T7^ 

zur  H&he  hlit.    Der  Flächeninhalt  jedes  aolchen  Drei- 
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eckes  ist  daher  =s:  -7 — -^-^  und  der  Flächeninhalt  der 
2(ii  +  l) 

Basi«  ielbst  =  — r-; . 
«  +  1 
Da  nun  die  Pyramide  mPü  ans  zwei,    in  ihren 
Grundflächen  verbondenen  einfachen  Pyramiden  von 
der  Hohe  «a  besteht,  so  wird  das  Volnmen  derselben : 

nnd  das  Volnmen  einer  jeden  der  16  Elementarpyra- 
miden, aus  welchen  man  sich  die  ganze  Pyramide  zu- 
sammengesetzt denken  kann:  , 

man 
"^^  6(11  +  1) 

f.    225. 
Föitfetzimg;  Oberfläche« 

Aufgabe.    Die  Oberfläche  S  der  ditetragpnalen  Py- 
ramide mVn  zu  finden« 
Weil  das  Volumen  folgende  Function  der  Ober- 
fläche und  Fläch^nnormale : 

so  wird      S  =  ^ 

oder,  nach  Substitution  der  Werthe  ron  V  und  N 
aus  f.  224  und  222, 

^        8>^si^fl»(>«"  +  l)  +  «^  8J!f 

*  =  "^ JT+l =mF1 

und  daher  der  Inhalt  einer  einzelen  Pyramidenfläche 

^-2(«  +  l) 

§.    226, 
Fortietztuigi  Fl&chenwinkd. 

Aufgabe.   Die  Flächenwinkel  der  ditetragonalen  Py- 
ramide mSfn  zu  finden. 
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Wir  bezeichnen  die  ebenen  Winkel  einer  Flftche 
Fj  analog  den  ihnen  gegenüberliegenden  Kanten  JT, 
Y  und  Zy  mit  $,  t^  und  C  (Fig.  250).  Da  nun  der  Si- 
nns jedes  Dreieckwinkels  gleich  dem  doppelten  Flft- 
cheninhalte,  dividirt  darch  das  Prodnet  der  ihn  ein* 
«chliessenden  Seiten,  so  wird: 

.  ^      2F      .  2F      .  ^      2F 

Snbstitnirt  man  statt  Fy  Xj  Y  nnd  Z  ihre  be- 
kannten Werthe  aus  §.  223  nnil  225,  und  setst  man 
wie  bisher  3tur  Abkürzung  ^m*a^(n^  +l)-|-ji*Äif, 
•o  folgt: 

M(n+i) 


mSss 


itmv 


fäiC  = 


Ksi*aH»  +  i)*+2»'r^^+l 
M 

M 


Sucht  man  aus  diesen  Sinus,  oder,  noch  bes- 
ser, durch  Combination  der  Gleichungen  je  zweier 
Kantenlinien  nach  §.23,  die  Cosinus  derselben  Win- 
kel, so  erhält  man  endlich  für  die  Tangenten,  als 
die  im  Gebrauche  bequemsten  Functionen^  die  Werthe: 
^      ^        M(n  +  1 

^^*5  =  5(;r=i) 

tangv  =     M 

"^i-^m^a^JlD  +  n 

i    227. 
PortsetsuDg;  Kanten^RdnkeL 

Aufgabe.    Die  Kantenwinkel  der  ditetragonalen  Py- 
ramide «iPii  zu  finden. 
Lassen  wir  den  Kanten  ihre  ^obige  Bezeichnung 
(f.  223) ,  und  setzen  wir  wiederum  die  Gleichung  der 
einen  fläche  F 
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^  +  JL  +  ^  =  1 

lo  sind  die  Gleichungen  der  drei  Flächen  F^,  F^  und 
F^j  welche  mit  F  die  Kanten  X,  Y  und  Z  bilden^ 
folgende: 

füri^...— —  +  1-  +  2:  =  1 

Combinirt  man  die  Parandeteir  der  Gleichung  F 
snccessiv  mit  den  Parametern  dieser  drei  Gleichun- 
gen nach  der  Begel  für  den  Cosinus  des  Neigungs- 
imlfels  in  $.  22,  so  folgt: 

co,Y n(2M^a^+nl 


COiZ  :=^  — 


Die  Cosinus  der  halben  Winkel  sind: 


ma 


Aus  diesen  Werthen  folgen  die  Proportionen: 
cot4-J:  co$iZ  =i  ma:n 
co$iY:  coi^Z  =s  ma(n—i)  :  »j/ft 
coi^Xicoii^Y  =:  |/2:«— 1 
femer  ergiebt  sich,  dass: 

X=  Y,  wenn  »  b  1  +  |^  (wie  in  §.  223) 
X  =s  Zf  wenn  ma  =  » 

F=2,  wenn«a=-^ 
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J)er  erste  Fall  ist  also  unmöglich,  und  die  leiden 
andern  Fälle  können  nnr  dann  eintreten^  wenn  a  ei- 
nen rationalen  Werth  liat 

Auch  erhält  man  leiAt  fiii;  die  Tangenten: 

tangiX  = 
tangiY  = 

tangiZ  = 

Nennt  man  T  den  Winkel ,  welchen  zwei  einan- 
der gegenüberliegende  Flächen  eines  und,  desselben 
normalen  Mitteleckes,  und  U  den  Winkel,  welchen 
zwei  dergleichen  Flächen  eines  diagonalen  Mitteleckes 
bilden,  so  wird: 

rp »»««(»«  — 1)  — «* 

^^       ~      ,«i^a*(»*"+l)+n» 

coiU  = ^^ ^ — 


nVm^a'  +  t 

ma 

t^m'a' (n+iy  +  2n* 

tita(H— 
«aj^n'  +  l 

-1) 

und 


§.    228. 
FortB6tgnng|  Kantenwinkel  für  Pyramiden  ron  der  Form  siPiii  and 

•IP.J2-. 
«1  —  1 

Da  die  ditetragonalen  Pyramiden  miPn  sehr  Iiiäu- 
fig   von  der  Form    sind,    dass   n  =  fli,    oder   iauch 

ü  =s ^^  80  ist  es   bequem,    die  zur  Berechnung 

ihrer  Kantenwinkel  dienenden  Ausdrucke  als  Functio- 
nen des  Coefiicienten  m  zur  Hand  zu  haben. 
I.  19 
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t)  F6r  jede  Pjraaide  fld>«  wird: 

^^^  —  ~  ««(«,» +  l)  +  l 


a'(«i»  +  1)  +  1 


'~^'~«'(«*  +  l)  +  l 
coiiXicQsiZ  =  all 
coiiY:  cei\Z  =  «(«»—1) :  |/2 

auch  findet  sich: 

img^X  =  -—i— 


^^  «(«  1) 

2)  Für  jede  Pyramide  «iP ^  wird: 

fit  "■■"  1 

r         '•     a»(2**  — i)  +  * 

""•^^       «*(2«»— 2«  +  l)  +  l 

^•.  V  —  -      2»iaH<i-l)-H 

'  ""       a*(2««  —2«  +  I)  +  1 

r  _        g*(2«»*— 2«i  +  l)  — i 

«»^  —  -  «»(2»»— 2»  +  l)  +  l 

co»4Jr:  eotj-Z  =  o(«i  —  1) :  1 
cmIY  :  CO«  j  2?  »  « :  ^ 
'eo$\X:  eo$^Y  =  («  —  1)1/2 : 1 
auch  findet  sich: 

^'^^^^    <«-i) 
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§.229.  ^ 

Berechnong  der  ditetragonalen  Prismen  ooPji. 

Setzt  man  in  den  Formeln  der  vorhergehenden '$§. 
«I  =  oo,  80  erhält  man  die  Ausdrücke  für  die'dite- 
tragonalea  Prismen  ocPii»  \irie  folgt: 

2n 


N  = 


n 


coiX  =  — 
ce$Y  tae  — 


n»  — 1 


n^  +  l 
2n 


n'  +  l 
coiZ  —  —  1 
Für  je  zwei  Prismen  ocPn  und  ocPn\  in  welchen 
die  diagonalen  Kanten  des  einen  den  normalen  Kan- 
ten des  andern  gleich  sind^  und  umgekehrt,  tmd  n^l- 
che  daher  als  inverse  Gestalten  bezeichnet  werden 
können«  gilt  die  Gleichung 

W  n'^—i   _      2n 

!•'«  +  1    ~    »«  +  1 

und  folglich: 

n  = r-   ooejr  1»  Ä=  -  — — - 

II  —  1  »'  —  1     ^ 

Für  n  ^=  i  +  y2  würde  auch  cx>Pü  ein  regel- 
mftssig  achtseitiges  Prisma  werden,  welchem  jedoch 
keine  Realität  zugestanden'  werden  kann.  Das  gleich- 
winklige (und  möglicherweise  auch  gleichseitige),  acht- 
aeitige  Prisma,  welches  nicht  selten  vorkommt,  ist, 
wie  bereits  oben  bemerkt  wurde,  keinesweges  die 
einfache  Gestalt  ocPl-f-)^)  sondern  die  Combina- 
tion  ooP.oqPoo. 

19* 
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i    230. 

Beredunuig  der  tetragooalen  Pyramideii  arP. 

Setxt  man  in  den  §$.  221  bis  227  n  =  1,  so  er- 
hftlt  man  die  Ansdrücke  für  die  tetragonalen  Pyrami- 
den von  normaler  Flächenstellang,  wie  folgt: 
I.  Cofifficient  der  Zwischenaxe: 

r  =  1 
n.  Fläehennormale : 

V2m^a^  +  1 
in.  Eantenlinien: 

X  =  Vm^a^  +  1 
r  s=  ^^V2m^a^  +  1 
2Z=      ^^ 
Die  Linie  Z  in  §.  223  ist  nämlich  die  halbe,  nnd 
daher  2Z  die  ganze  Mittelkante  Ton«iP;  die  Kan- 
tenlinie F  verschwindet  als  solche,  nnd^F  be- 
deutet hier  nnr  die  Höhenlinie  der  gleichschenk- 
ligen Dreiecke  von  mV. 
IV.  Volumen: 

V=ima 
V.  Oberfläche: 

S  =  4/2»^«*  +  1 

VI.  Flächenwinkel: 

tangli  =  oo,  also  g  =  90* 
tangv  =  ^2m^a^  +  1 

es  ist  nämlich  ^  der  halbe,  und  folglich  2(  der 
jganze  ebene  Winkel  am  Poleck. 

VII.  Kantenwinkel: 

'"^-^-am^l^  +  i 

«0*  y  SS  —  1,  also  y  s=  ISO* 
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_  2»'«»  — 1 

'«•^  =  -  2m'a^  +  1 
Hieraat  folgt:  2caf  JC4-c«tZ  =  -^l;  forner  fin- 
det sich: 

cö$iX :  c0$iZ  =  Ma :  1 

|%^||S  -L.  1 

§.    231. 
Beredumiig  der  t^ptcagwuJeo  P/nuiMcn  mPoo. 

Setst  man  in  den  f  §.  221  bis  227  »  =  oo,  so  es- 
bäh  man  ile  Ausdrucke  för  die  tetragonalen  PTrami- 
den  von  diagonaler  FlächensteUung,  wie  folgt: 
I.  CoSfißcient  der  Zwischenaxe: 
r  =  2 
n.  Flicbennonnale : 

ma 


iV  = 


^m^a^  + 1 
in.  £antenlinien : 

X  =  ^m^a*  +  1 

2Z=  2 
Die  KantenUnie  J?  in  §,  223  ist  nämlicb  die  balbe, 
und  daher  2Z  di^  ganze  Mittelkante  von  siPoo; 
die  Kantenlinie  X  verschwindet  als  solche,  und 
bedeutet  hier  nur*^  die  Höhenlinie  der  gleich-^ 
Schenkligen  Dreiecke  Tpm  siPoo. 

IV.  Volumen: 

V:=mima 

V.  Oberfläche: 

S  «=  S^m^a*  +  i 
yt  fläehenwinkel: 
1^1  »  Vm^^F+i 
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tangv  =  oo,  alao  v=9  90°;  natürlich,  da  je  zw«i 
Kantenlinien  Z  in  eine  gerade  Linie  fallen. 

•  tang2K  =        ^,^. 

es  ist  nämlich  (der  haU>e^   und  folglich  2^  der 
ganze  ebene  Winkel  am  Poleck. 
Vn.  Kantenwinkel: 

COiX  =  —  1,  lA»  J  =s:  180*. 
1 


coiY  =  — 
coiZ  = 


ii'^a-'  +  1       ,        •  -■■ 
Hieran«  folgt  wieder:   2«a#  F  +  camZ  m^rr^  t; 
ferner  findet  man: 

coi^Yx  coiiZ  =  «la  :  {^2 

^       ,v        Km»a^+2  ^,,, 

/aiv^y  = ^^         =  co/il/ 

fang^Z  =        ma 

«.    232.' 
Berechnung  der  Ableitiingsooeffiaenten  ans  'deu  Kanienwinkeh. 

Es  sey  in  jeder  ditetragonalen  Pyramide  »P» 

der  halbe  normale  Winkel  der  Basis  =  v 

diagonale    -  r        -        -      ==  J^ 

ferner  der  an  der  Basii^  liegende  halbe  llVinkef 

•  des  normalen  Hauptschnittes  =  v' 

des  diagonalen    -      -      -       =  i'  ^ 

so  ist      tangv  =a  ii,    UmgS^  =»    -j^. 

tang^  =.n.a,  tangy  ^^^ 

Jedenfalls  werden  srar  Bestimmung  einer  dit^tra- 
gonalen  Pyramide  zwei  ihrer  Winkel  gefordert,  so 
lange  man  kein  Gesetz  der  gegoMeittg»»  Abhang^- 
keit    ihrer   Ableitungsco^fifif|ifntw   «I    «n^^  nt  kennt. 
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Wir  wollen  daher  je  zwei  ihrer  Kantenwinkel  als  ge- 
geben betrachten  9  and  daraas  m  and  n  berechnen. 
1)  X  and  %  sind  gegeben;  dann  wird: 

coty  =     ,    ./y  and   n  =  tansiß 

cHp  =     .    .  y  and  ma  =  tangv^ 
2>  Y  und  Z  sind  gegeben;  dann  wird: 

coiS   =  ^J  und  Ji  «  Ung{i+^') 

cot  J' = -^f.  und  «a  = -•^- /«/iga' 
3)  X  and  Y  sind  gegeben;  dann  wird: 


ma    = 


gdtfyf/i"4*  co$i-x 


oder  auch  =  CO/ £ 


§.    233. 
FartsetzuAg. 

Wenn  die  Pyramide  eine  miPm^  so  ist  es  am  vortheil- 
haftesten,  entweder  X,  oder  Z,  oder  T  zu  kennen; 
man  findet  dann,  weil  acosiZ=^eoiiX 

1)  aas  jr*...  «of^arxicoffX,  undi««=rajvv' 

2)  aas  Z....  co$v  z=^  aeatiZ^   and  m  =tangv 
•   3)aas  T.....    «   =|^/aÄj'iTKa^  + 1 

oder  kennt  man  den  Werth  des  Winkels    T  in  der 

Grandgestalt  =  T%  so  ist,  weil  fang iT  ^-j==== 

ya^  +  i 

(f.  230) 

41  »  uingitTcaiiT  . 
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Wenn  dagegen  die  Pyramide  eine  mV    ,   to 

ist  es  am  Yortheilhaftesten,  entweder  K,  oder  Z,  oder 
auch  V  zu  kennen;   man  findet  dann,   weil  aeoi^Z 

1)  aas  Y....  co$d'=-cotiYy^yU.2m—i=-taMSi'f^ 

2)  aus  Z....  coiS=:af^^cotiZy  u.  -^=/aiig(*+45'*) 

oder  kennt  man  den  Winkel  V^  in  der  Pyramide  Poo, 
so  ist,  weil  tang^U'  =    ,    ^        (§231) 

2«  — 1  =  tangiUcot^U' 
Für  die  tetragonale  Pyramide  «iP  folgt: 

aus  Jf....  ma  =  cott,  wenn  cof^  =  eo/j-X 
aus  Z....  «la  =  taw^g^TZj/^T 
Für  die  tetragonale  Pyramide  siPoo  folgt: 

aus  F. . . .  ma  =  cote^  wenn  coa  =  eot^y^^' 

aus  Z ma  =  tang^Z 

Endlich  folgt  für  das  ditetragonale  Prisma  ooP» 
aus  JT II    =:  tangiX 

aus  Y....^=tangiY 

B.     Berechnung   der  hemiedrischcn  Gestalten. 

•)  Berechmung  der  Ukragmutku  ShiWnoiitr. 

§,     234, 
Vorbereitung. 

Wir  bezeiclmen   in  jedem  Skale^oSder  +  '  ^  ■ 

(Fig.  25?): 

die  längi^ren  Polkanten  mit  F, 
•  die  kürzeren  Polkanten  mit  JT, 

die  Mittelkanten  mit  Z; 
femer  die  eine,  im  OoCanlea  der  posiiivoii  Ualhaxen 
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gelegene  Jffläche  mit  Fy  uad  dtejenigen  drei  Fladen, 
welche  mit  ihr  die. Kanten:  F,  X  und  Z  bilden,  mit 
JP',  jP*  und  F^;  endlich  die  ebenen  Winkel  der  Flä- 
che  jP  analog  den  ihnen  gegenüberstehenden  Kanten 
mit  Vy  ^  und  C- 

Setzen  wir  nun,  es  si^  die  Crleichuhg  ' 

ßr> — +*-+  ^=1 

so  werden  die  Gleichungen  r 

«'^•••••i^-*-T-'' 


I- 


Ferner  ergeben  aich  ans  der '  siaccessiven  Combi- 
nation  der  Gleichungen  von  -Fund  F^,  F  und  JF^y  F 
und  F^  die  Gleichungen  der  Kantenlinien,  wie  folgt:' 

,    ma  '        n- .         .  ^ 

f5r'x;...  -^— ^*=:i^  =  l,  undjf  +  z  =  0 

iur  JZr....  —  +     ü^       =0,   und     «   =1 
ma  n 

Die  Polkanten  fallen  also  in  die  Ebenen  der  dia- 
gonalen Hauptschmtte,  und  die  Mittelkanten  sind  den 
normalen  äauptscknitten  päralleL  « 

Endlich  folgen  durch  successiye  Co^binatfon  der 
Gleichungen  von  Y  und  X  mit  denen  von  Z  die  Cöor- 
dibaten  für  die  beiden  Mitteleckpuncte,  nämlich: 
für  den  Mtteteckpunct  an  K 

ma  .  . 

X  = —  ^,  y  —  1,    z  =  1 


für  den  Mitteleckpunct  an  X 


4?  =  ^,  y  =  —  1,   r«l 
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Di^Axendiftan  der  Mitlekckpuncte  iJit  daher  in  al- 
len Skidenol^erii  cönststnt  ss  ^2. 

.         .         ,  '        «-235. 

Zwischenaxe,  Flächeimormale,  KantenHnlen. 

Nachdem  im  vorigen  §,  die  Gleichungen  und  übri- 
gen Elemente  gefunden  worden,  auf  welche  die  Be- 
rechnung der  Skaleno^der  zu  gründen,  können  wir 
sogleich  zur  Auflösung  unsrer  sieben  Probleme  über- 
geben. 

Was  nan  zuTörderst  d<en  Co^fficteiiten  der  Zwi- 
schenaxen  und  die  Flächennormale  betrifft^  so  ist  ein- 
leuchtend, Aass  beide  in  den  Skaleno^die^  ihren  ur- 
sprünglichen Werth  behaupten,  weshalb  wiederum: 

'   N  'Ä±'   ;  -' iL-   ■  ■■,   ^,„  =c  -^  ,  (§.  222). 

Das  erste  aufzulösende  Problem^  ist  daher  die  Be- 
rechnung  der  liantenliniea/    Es   sind  die  drei  Eck- 
puncte,  welche  diese  Kantenlinien  in  der  Fläche  F 
begränzen : 
(^derPol^ckpunct;    .  .  .  ir=3    Ma,  yssQ,  ji^asO 

.  (2)  der  untere  Mitteleckp. \  x^=3, ,  y^^=^U  ^  ==  1 

(3f)  der  obere  Mittel^ckp. ;  ^  =  — ,  y==  —  f,  zzsst 

.uad<^,zwax  wird  busgränzt:, 

.  4ip  J^Ikaute  F,.  Ton  den  Puncten  (1)  und  (2> 
die  Polkawte  X,  -  -  •  ^  (1)  und  (3) 
die  Mittelkante  Z,     -       -        -;    -     ^)  o^  (») 

Folglich  bestimmt  sich  nach  §u  14 

j,  ^  lÄ^^+lF+2^ 
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m 

§.    236. 
Tohmitti  vnd  ObeHUdie. 

Jedes  SkalenoSder  wird  durch  die  beiden  diago- 
nalen Hauptschnitte  in  vier  nnregelmässige  Tetrae- 
der oder  dreiseitige  Elementarpyramideii  zerlegt.  Be- 
tracht/et  man  nnn  für  jede  dieser  Elementarpyramiden 
eine  der  beiden  im  jene  Hmptschnitte  fc^iHleii  Flä- 
chen als  Grandfläche,  so  wird  ihre  Hohe  =:  derAxen- 
distahas  des  Mitteleckpnnctes,  =  j/2  (§.  234),  jener 
Grundfläche  inhah  =  49ia)/2,  das  Tohimen  der  Ele- 
mentarpyramide selb&t: 

and  das  Volumen  des  ganzen  SludenoftdarB 

r  =  4«;  =  4«»« 
welcher  Ausdruck  deshalb  merkwürdig^  ist,  weil  er 
die  Unabhängigkeit  det  Tohimens  dieser  Gestalten 
von  dem  CoCfficienten  n  darthut.  Alle^SkalenoSder 
haben  daher  gleiches  Volumen,  sobald  sie  gleiche 
Hauptaxen  haben,  und  die  Volumina  verschiedener 
Skajew^Aer  einer  und,  derselben  Krystalbeib«  ver- 
lialtea  sich .  wie  dia  resf  ectivea  Werthe  des  Ablei- 
iwgsco^fficienten  m. 

Weil  das  Volumen  auch  eine  Function  der  Ober- 
.fl|cW  S^  uad  dfx  Fläfh/Niiuormale  Ny  indeia 

80  wir*      8  =    -j.^ 

oAev  S  =  8»^«'«'(«^»  +  l)  +  '»-  ^  SH' 

m  ^  n 

und  daher  der  Flächeninhalt  einer  Fläche  ien  Skm- 
lenoSders 

M 
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f.    237. 

Flächen  wiakeL 

Aas  d^n  iii  §.  234  stehenden  Gleichnngen  der 
Kantenlinien  findet  man  sehr  leicht  mittels  der  For- 
mel von  co%  17  in  §.23  die  Cosinus  der  Winkel  v,  $ 
lind  C>  Di^  Sinus  derselben  Winkel  bestimmen  sich 
aber  aus  den  bekannten  Längen  der  Kantenlinien  und 
dem  Flächeninhalte  von  F 

2M       .  ^         2M       .  ^         23t 


nXZ'  '"•^        nYZ'  '•"^  ^  nXY 

•Dividirt  man  die  Sinns  durch  die  Cosinus,  so  er- 
hält man  endlich  für  die  Tangenten  folgende  Werthe : 

,       . Mn  , 

^**^^~«»a»(ii  +  i)  +  ii* 
Mm 

•^^^^      «i^a'(Ä;'— 1) 

1-238. 
KsnUnwinkfiL 

Die  Kanten  F  sind  ihrem  Winkelmaasse  nach  of- 
fenbar identisch  mit  deii  gleichnamigen  Kanten  der 
Muttergestalt,  es  bleibt  uns  daher  nur  noch  die  Be- 
technting  der  Kanten  X  und  Z  übrig. 

Combinirt  man  zu  dem  Ende  die  Parameter  der 
Gleichungen  der  Flächen  F  und  jP,  F  und  F^  nach 
der  Regel  für  Cosinus  ITin  §.  22,  so  folgt: 

""^'^  ~«»a^(fi^  +  l)  +  «^ 

•••  ^  =  -  S^^S^M^J+V  =  *•• '^  "  ♦*  227. 
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AvLM  dea  Werthen  der  Cogini^der  halben'  Kan- 
tenwinkel 

cotiX «      ^^ 

folgt  die  Proportion: 

coiiXicoi^Y  =t  ii  +  l:»  — 1 
und  daher 

eof^X  +  cotiY 

auch  findet  sich: 

iangiX  =  -^^ /    /.v' 


^  «ia(ii — 1) 

§•    239. 
Berechnang  der  tetragonako  Sphenoide. 

Setzt  man  in  den  Formeln  der  yorhergehenden 
}f.  den  Co^fficienten  ii  =  1,  so    erhält  man  die  zor 

mP 

Berechnung  der  tetragonalen  Sphenoide  ^  dienen« 

den  Formeln 9  nämlich: 
I,  Zwischenaxe: 

r  =  1 
IL  Flächennormale: 

ma 


N  ^ 


in.  Kantealinien : 

2X  =      Polkante       =  2/2 

Y  =  ^V2M^a^+t  =  Höhenlinie  der  Flächen. 

Z  =    Mittelkante    es  2^m^a^+i 
Vf.  Volumen: 
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Obcfrflftehe: 


VI.  Flächen wiakel :  _ 

tangv  =  ^2m^a^+l  =  coti 

Vn.  Kantenwinkel: 

2«i««*— 1 


eoiX 
eo$Y 
cotZ  = 


2«^«^  +  1 
^of  F  =  —  1 )  also  verschwindet  diese  Kante. 

1 


2«i^a*  +  l 

Setzt  man  ii  ss  oo,  so  verwandeln  sich  die  für 
die  SkalenoCder  berechneten  Formeln  in  di^enigen, 
welche  bereits  oben  in  §.  231  für  die  tetragonalen 
Pyramiden  der  Nebenreihe  auffanden  wurden;  zum 
vollständigen  Beweise  des  in  §.  212  erhaltenen  Resul- 
tates, dass  die  Pyramiden  der  Nebenreihe  in  ihrer 
skaleno^drischen  Hemi€drie  mit  allen  acht  Flächen 
erscheinen. 

För  M  SS  OD  erbäU  BMm  die  Fonnelft  der  ditfetra- 
gwalBn  Primen, 

Anmerkung.  Die  sämmtlichen  Resultate^  der 
Berechnung  sind  so  ausgedrückt,  dass  sie  sich  auf 
die  primitive  Ableitung  und  BeseichMmg  der  Skate- 
no^der  beziehen.  Wünscht  man  dieselbeu  Resulttite 
in  der  Form  zu  haben,  in  welcher  sie  sich  auf  die 
secundäre  Ableitung  (f.  214)  und  folglich  aof  d«  Zei- 
chen mS^  beziehen,  so  hat  man  in  den  ||*  234 — 238 
statt  m  die  Grösse  vm  zu  setzen. 

h)  Berechnung  der  tetrttgonmUn  TVqMseMir. 

'  f.    240. 

VorbeT«iti|iig. 

siPn 
Wir  bezeichnen  in  jed^m  T^apezofider  ^—r^  oder 

/?^  (Fig.253): 
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did  Donnalen  Mktelkante»  n^  Z 
die  diaganalen  Mittelkanteii  nit  Z^ 
die  Polkfuiten  mit  X 
und  unterscheiden  f6r  Jede  einsele  fläche  die  an  Z* 
anliegende  Polkante   durch  X'.     Femer   beseichnen 
wir  die  im  Octanten  der  positiven  Halbaxen  gelegene 
Fläche  mit  F,  and  diejenigen  Tier  Flächen,   welche 
mit  ihr  die  Kanten  X,  X%  Z  xmd  ^  bilden,  mit  J^, 
F^j  F^  und  F^\  endlich  bezeichnen  wir  die  ebenen 
Winkel  jede«  Trapezoides  wie  folgt: 

den  Winkel  zwischen  X  und  X^  mit  t, 

ZvüDLi.V     ^    Q 

-    -  .    .      JC  und  Z     '    a 

.    -      X'  und  Z'    .    $ 

Seiten  wir  nun,  et  sey  die  Gleichung 

für    F iL  +  A  +  ^^l 

WM      n 

so  werden  die  Gleichungen  der  anderen  Flächen  fol- 
gende : 

für    F' ——t  +  —  =  1 

für    F' ^+y_A^l 

für    F" _JL_.»4.i=i 

f5r    F'^ _^+y+A=„l 

IHe  inccessive  Combination  der  Gleichung  von 
F  mit  denen  der  übrigen  Flächen  läszt  auf  folgende 
Gleichungen  der  rier  Kantenlinien  gelangen: 
i(ii-l)ar      (^^+l)y^^      j, 
ffeJT....  I    •^ 

-iL    +    -^   =0 
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fBr  J:'. 


-i 1-    =0 

»+1  •— 1         ■ 

X  ■ 


l  r      «1 


fBf  Z'. 


^      .   y  _JL 

«a(»— J)^   M    '"«+1 
J'  +  '^i+i 


Ans  den  zweiten  Gleichungen  iFur  Z  nnd  Z^  er« 
giebt  lieh,  dass  die  normden' Mittelkanten  den  nor- 
malen Hauptschnitten,  und  die  diagonalen  Mittelkan- 
ten den  diagonalen  Hauptscbnitten  parallel  laufen. 

Endlich  fuhrt  die  Combipation  der  Gleichungen 
von  Z  und  Z'  auf  die  Coordinaten  des  unteren,  am 
Winkel  q  gelegenen  Mitteleckpnnctes,  und  die  Combi- 
nation  derselben  Gleichungen  mit  jenen  von  F'  und  F^ 
auf  die  Coordinaten  der  an  den  Winkeln  a  und  '%  ge- 
legenen Mitteleckpuncte  der  Fläche  F\  nämlich: 

^   «  ,  ma(n — 1)  n — 1 

furEckp.an^....jr=-r-^^^-p^^y=    ^^-j-j-, 


.^^= 


.  ar= 


ma{H — 1) 

ma{n — 1) 
n(n+i)  ' 


f    241. 

Kftnteolinien. 

Weil  die  Zwischenaxen  und  Flächennormalen 
auch  in  den  TrapezoSdern  ihre  obigen  Werthe  be- 
haupten, so  bietet  sich  uns  wiederum  als  epnites  Pro- 
blem die  Berechnung  der  Kai^itenlinien  dar. 

Die  Begränzungspttncte  dieser  Linien  sind: 
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(1)  d^t  Poleckpnnct,  jr  =  mir,  jf=eO,  zssO; 

(2)  der  Mitteleckpunct  an  «r, 

(3)  der  Mitteleckpunct  an  ^, 

(4)  der  Mitteleckpunct  an  §, 
und  swar  wird  begränzt; 

die  Polkante  X  von  den  Pnncten  (1)  und  (2)^ 
die  Mittelkante  Z,  von  den  Pnncten  (2)  und  (3)^ 
die  Mittelkante  Z'  von  den  Puncten  (3)  und  (4), 
Folglich  werden  diese  Kanten  nach  §.  14 

^  -  n(H+i) 


^  -  n(n+i) 

Die  Frage,    ob   nicht   f&r  gewisse  TrapezoSder  ' 
beide  Mittelkanten  gleich,    und  folglich  die  Flächen 
iBjonmetrische  Trapezoide  oder  Deltoide  werden  kön- 
nen, ist  mit  Nein  zu  beantworten ;  denn  aus  der  Glei« 
chung  Z  =  Z'  folgt  n  =  i+y^. 

Es  würden  daher  nur  die  regelmässig  achtseiti-« 
gen  PjTamiden  dergleichen  Trapezo^der  liefern,  und 
aus  der  Unmöglichkeit  jener  folgt  die  Unmöglichkeit 
dieser. 

§.    242, 
V  0  1  u  iti  e  n^ 

Man  lege  durch  die  vier  Kanten  einer  jedän  Flä'« 
ehe  P  und  durch  den  Mittelpunct  der  Gestalt  schnei- 
dende Ebenen,  so  wird  das  TrapezoCder  in  acht  riet* 
zeitige  Elementarpyramiden  getheilt. 

Jede  dieser  Elementarpytamideti  (Fig.  254)  lässt 
■ich  femer  auf  folgende  Art  in  4  dreiseitige  Theilpy- 
ramiden  zerfallen.  Man  Verbinde  in  der  Fläche  F 
die  Mittelpuncte  der  Kanten  Z  und  Z'  mit  einander 
und  mit  dem  Poleckpuncte  durch  gerade  Linien,  so 
I.  20 
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reprSseatiren  diese  drei  Linieti  die  Kwutenlimen  der- 
selben Fläche  in  der  Mattergestalt.  Legt  Man  wie- 
derum darch  sie  und  den  Mittelpnnct  der  Ciestalt 
schneidende  Ebenen,  'Welche  keine  anderen  als  die 
des  normalen,  diagonalen  und  basischen Hauptschnil« 
tes  sind,  so  wird  die  Elementarpyramide  v  offiMibar 
in  vier  Theilpyramiden  9,  q>%  qf  und  9^  serlegt,  und 
es  ist: 

v  =r  9  -I-  9'  +  9''  +  9* 
Von  diesen  Theilpyramiden   ist  bereits  bekannt: 

Volumen  a>  =  «;  in  §. 224  =3  .,    ,  .. 

Für  jede  der  übrigen  drei  Theilpyramlden  erwähle 
man  diejenige  ihrer  respectiven  Flächen  zur  Grund- 
fläche, welche  in  einen  der  Hauptschnitte  fällt,  oder, 
was  dasselbe  sagt,  welche  sie  mit  9  gemein  hat. 
Diese  Grundflächen  sind  leicht  zu  berechnen,  und 
finden  sich 

für   9'  =      \ma 
gf,.       H  mau 

Die  Höhe  der  Pyramide  9'  ist  gleich  der  Coor- 
dinate  y  des  Mitteleckpunctes  a,  die  Höhe  der  Pyra- 
mide 9'*^  gleich  der  Coordinate  a;  des  Punctes  (»,  beide 
Coordinaten  positiv  genommen;  die  Höhe  der  Pyra- 
mide q)"  aber  findet  sich  durch  eine  sehr  «tnfache  Be- 
trachtung =    ^    ;  wir  erhalten  also : 

Volamen  y'  =  !^^ 

-    -       9-  = 


3(»+l)' 
ma{H — !)• 
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folglich  das  Volumen  det  ElfementarpyfanÜdi»: 

und  das  Yolomen  Aei  TrapesoSders: 

|.    243. 
Oberfläche. 

Weil  das  Volnmeü  auch  eine  j^nnction  der  Ober- 
fläche S  und  der  Flftchennorinale  JV,  indem: 

V  =  \NS 
so  ivird  anch: 

n-  ^^ 
s-  -^ 

und  daher  fnr  das  Trapeio^der; 

■    c  ^  8(it'+2n-l)if 
*=^       «(«+!)' 
Auch  findet  man  für  die  nach  attssen  gewehileteB 
PfStchen  der  drei  l'heilpyramiden  f%  q>'  und  ip"*^ 

M 

~  5«(ii+l)' 
i    244. 

F^Ucn^n^inkeL 

Die  Cosinna  der  Winkel  ^9  (>,  <r  mld  £  erhält 
man  sehr  leicht  dnrch  successive  Substitution  der  Pa- 
rtfmetef  der  Gleichuiigen  von  X  und  JT',  Z  und  Z\ 
X  und  If,  und  Jt^  und  ^^  stah  der  Buchstaben  a,  /?, 
f ,  C  ^  s.  ^T.  in  der  Formel  con  U  des  f.  23.  Den  Si* 
nns  von  ^  fiAdet  man  da^aiif  leicht  aus  dem  Cosinus, 
die  Sinns  der  andern  Winkel  aber  noch  kurzer  aus 

20* 
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den  bekannten  Fl&chenrSmnen  t^,  $"  und  $'^y  so  wie 
den  bekannten  Linien  X^  Z  und  Z^  nach  den  Formeln : 

^"^  =  XZ'  "*^  ^  Xi''  "*^  =  Z27 

So  gelangt  man  endlich  auf  die  Tangenten ,    als 
die  im  Gebrauehe  bequemsten  Ausdrucke,  wie  folgt: 
_  2it3f 

'*^^  ~  «1^(11^+1) 

«Jfcf 

'^**^  ~      «i»a'(ji»+l)(ii— 1)— 2n* 
f.    245. 

Kantenwinkel. 

Aus  den  in  §.  240  stehenden  Gleichungen  der  Fis- 
chen jR  F%  F^  und  F*^  lassen  sich  die  Cosinus  der 
Kantenwinkel  unmittelbar  finden,  indem  man  in  der 
Formel  für  co$  W  des  §.  22  stau  der  Buchstaben  «, 
i,  c  u.  8.  w.  successiv  die  Parameter  der  Gleichungen 
von  F  und  JT,  F  und  F^^  F  und  F^"^  substituirt. 
Man  erhält  auf  diese  Weise: 


comX  ^=^  — 


i^a^(ii^+l)+«« 


€08  Z  =5  —    — i ^^ ^ 

cot  Ä  =  —  — ^ ^ — 

Eine  Vergleichung  dieser  Werthe  mit  jenen,  wel- 
che für  die  Kanten  der  SkalenoSder  gefonden  WQf^ 
den,  lehrt: 

1)  dass  Z'  das  Supplement  von  JT  in  |.  298. 

2)  dass.  Z  =5=Z  in  8.238. 
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ipras  eine  nothwendige  Folge  aus  den  RegeU  ffir  die 
Ableitung  beider  Gestalten  ist. 

Anmerkung.  Setzt  man  in  den  fSr  die  Tra- 
pezoßder  gefundenen  Formeln  n  =s  1,  so  erhftlt  man 
die  in  §.  230  stehenden  Ausdrücke  für  die  tetfi^ona- 
len  Pyramiden  der  Ilauptreihe ;  und  setzt  man  ii  =  <x), 
so  erhält  man  die  in  §.  231  stehenden  Ausdrücke  für 
die  tetragonalen  Pyramiden  der  Nebenreihe.  So  fin- 
den also  die  in  §.  219  aufgefundenen  Resultate  der 
Ableitung  durch  die  Resultate  der  Berechnung  ihre 
Tollkommene  Bestätigung. 

c)   BeredmuBg  der  Utrmg^makn  M\frmmien  t«it  ßbHormer 
Flttckeniielümg. 

i     246, 
Kaptenlioien. 

Oa  die  Zwischenaxen  und  Flächennormalen  un- 
verändert bleiben,  so  schreiten  wir  sogleich  zur  Be- 
rechnung der  Kantenlinien.  Nun  ist  einleuchtend, 
dass  die  obere  oder  untere  Hälfte  eines  jeden  Tra- 
pezoSders  dieselben  Flächen  enthält,  welche  die 
gleichnamige  Hälfte  einer  tetragonalen  Pyramide  von 
abnormer  Flächenstellung  bilden.  Denn,  je  nachdem 
für  die  abwechselnden  oberen  Flächen  einer  ditetra- 
gonalen  Pyramide  die  gleichliegenden,  oder  die  wi- 
dersinnig liegenden  abwechselnden  unteren  Flächen 
vergrossert  werden ,  so  entsteht  ja  eine  tetrag^onale 
Pyramide   von    abnormer  Flächenstellung,    oder   ein 

Trapezo^der.     Die  Polkanten  der  Trapezo^der  r— ^ 

und  /-^  sind  also,  wie  der  Lage,  so  dem  Winkeln 
maasse  nach  identisch  mit  den  Polkanten  de|:  tetrago- 
nalen Pyramiden  -r  --r-  und ^r- ;  allein  ihre  Länge 

/    2  r    2  ^ 

besttmi^t  sich  jetzt  durch  ihren  Durchschnitt  mit  der 
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^10  Jßfifiif  fü'ytfuUogr^ii, 

\mUi9kefi  Fllflw,  4«reQ  Gleioibnm;  :f  =^  0.  Mao 
setee  also  in  den  Gleichungep  4er  Kao^^  Jf  \^  ^' 
deji  f,  34Q  die  Coor4inate  :r  =0,  ao  erb^l  wan  föv 
i})re  IWt?r«q  Endpuncte  die  Caocdioaten] 

Diese  beiden  Puncte  aind  zngleieh  die  6räa«paiMH* 
eMier  Mittelkante  Z  dw  Pjiawde;  «m  findet  düb« 
nach  der  bekannten  Regel: 


Für  den   H|dbii|e«8er   des  Mitteleclcpunote«   gUl 
dl«  Gleichung; 


0 


«  —  1 

und  daher  fBr  den  Winkel  $  der  scheinbaren  Verdre- 
hung dieser  tetragonalen  Pyramiden; 

V    247, 
Volumen  und  Oberfläche, 

Da  die  S^te  der  tetragonalen  Byis  =3  2?,   «o 
ist  der  Flächeninhalt  derselben: 


»^  +  1 

»öd  da  jede  Pyramide  aus  iwei  in  dieser  Basis  %vl^ 
sanimenstoss^nd^n  eii|fa<;hen  Pyramideii  von  der  Höbe 
mß  besteht,  so  wird  Ihf  Volumen: 
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» 

iiii4  ihre  Oberfläche:       

^        3F        6nVm^a^{n^+i)+n'' 

l    248. 
Fläcbenwinkel  und  Kantenwiokel. 

Die  FlächeBwiokel  sind  nur  zweierlei,  und  da- 
yon  der  Polwinkel  ^  identisch  mit  dem  gleichnamigen 
Winkel  der  Trapezo^der;  die  Tangente  des  Lateral- 
winkels £  findet  sich  aber  leicht  ans  den  bekannten 
Linien  X  und  Z: 

fangl^  =  — 

Was  endlich  die  Kantenwinkel  beträft,  se  sind 
solche  bereits  gefunden ;  denn  der  Polkantenwinkel  X 
ist  identisch  mit  dem  Winkel  X  der  Trapezo£der  in 
§.  245,  und  der  Mittelkantenwinkel  Z  identisch  mit 
dem  Winkel  Z  der  ditetragonalen  Pyramiden  in  f.  227. 

Anmerkung,  Für  n  =  i  oder  «  =  oo  ver- 
wandeln sich  die  fiir  diese  Pyramiden  berechneten 
Formeln  in  jene  für  mP  oder  i»Pcc;  zum  Beweise, 
dass  mP  und  mPoo  als  Gränzgestalten  der  tetragona- 
len  Pyramiden  von  abnormer  Flächenstellung  mit  ih- 
ren sämmtlichen  8  Flächen  erscheinen ,  wie  diess  be«* 
reits  die  Ableitung  lehrte  (§.  217). 


Viertes   Capttel. 

Von  den  Combinationen  des  Tetragonal- 

systemes. 

A.     Allgemeine  Entwicklung. 

f.    249. 

WiUil  der  Gruiid({efttaU. 
Die  Bestimmung  der  Zähligkeit   einer  jeden   te- 
tragonalen  Combination  ist  ein  sehr  einfaches,    und 
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von  der  Kenntnigs  der  Gmndgestalt  gans  ttnabhäRgi«> 
gas  GeschKft,  hei  weldiem  jederseit  die  aUgemeine 
Regel  in  §.  66  zur  Riohtsohnor  dient.  Dagegen  setzen 
alle  übrigen  Bestimmuttgen  eine  Gmndgesti^t,  wenn 
auch  nicht  ihrei^  Dimenifionen,  ho  do^h  ihrer  Stel« 
luqg  nach  als  bekannt  voraus,»  weshalb  denn  vor  der 
weiteren  Entwicklung  irgend  eine  der  in  der  Combi-, 
nation  enthaltenen  tetragonalen  Pyramiden  zur  Grund* 
gestalt  erwählt  werden  muss.  Wenn  nun  aber,  wie 
es  nicht  selten  der  Fall,  von  diesen  Pyramiden,  als 
denjenigen  Gestalten,  welche  nach  §.  52  allein  An-t 
Sprüche  auf  diese  Erwl^hlong  haben ,  durchaus  gai 
Je  eine  in  der  Coipbination  enthalten  ist,  so  giebt  es 
pach  Ma^ssgabe  der  übrigeii  in  ihr  erscheinend,en  Ge-r 
stalten  nur  die  zwei  Ai^siyege,  entweder  die  Grand«» 
gestalt  zu  erschliessen ,  oder  Hxe  gi^iz  unbestimmt  zi| 
lassen.  Sind  nämlich  die  Verhältnisse  der  übrigen 
Gestalten  von  der  Art,  dass  sie  die  nöthigen  Ele- 
mente zur  Bestimmung  einer  oder  mehrer  tetragona- 
1er  Pjripniden  an  die  Hand  gebep  (wie  z.  B.  wenn 
eine  ditetragonale  Pyramide  zugleich  mit  Prismen  ge- 
geben ist),  so  wird  von  den  indicirten  mügUcheii 
Grundgestalten  diejenige  zur  wirklichen  Grundgestalt 
gewählt,  welche  |dle  leichteste  Entwicklung  der  Com-, 
bination  und  die  einfachste  Bezeichnnng  ihrer  Gfestal-i 
ten  darbietet.  Begründen  dagegen  die  Verhältnisse 
der  übrigen  Gestalten  gar  keinen  Schivss  auf  irgend 
eine  tetragonale  Pyramide,  so  dass  jede,  nach  §.  52 
mögliche  Grnndgestalt  der  Entwicklung  Genüge  lei- 
sten würde  (wie  z.  B.  wenn  blos  Prismen  mit  dem 
basischen  Flächenpaare  gegeben  sind),  so  lässt  man 
die  Grundgestalt  einstweilen  unbestimmt,  und  vorhin^ 
det  mit  dem  Zeichen  P  nicht  mehr  die  Vorstellung 
einer  bestimmten  Pyramide*).    Der  erstereFall  kann 


*)  Ais  eioe  fioch  fUr  die  folgenden  Kryttalbyateme  gülUge  Be« 
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selbst  dann  eintreten,  wenn  tetragonale  Pyramiden 
vorlianden  sind,  weil  entweder  die  Verhältnisse  der 
fibrigen  Gestalten  diese  Pyramiden  in  die  Nebenreihe 
▼»weisen,  eder  weil  die  Verhältnisse  der  gansen 
Combination  zu  andern,  bereits  bekannten  Combina^ 
tionen  derselben  Krystallreihe  irgend  eine  andre  Py* 
nmide  als  Gmndgestalt  fordern.  Denn  för  die  Com- 
binationen  einer  und  derselben  Krystallreihe  nrass, 
wie  mannii^fafaltig  sie  auch  seyn  mögen,  immer  eine 
imd  dieselbe  Pyramide  als  Gmndgestalt  gelten,  und 
ddier  die  bereits  für  eine  Cond[>in*ation  dazu  erwählte 
Pyramide  auch  in  allen  übrigen  Combinationen  con« 
sequent  beibehalten  werden. 

§.    250. 
Betiimnniiig  des  Charakt^t  der  CombinatloD. 

Nachdem  die  Grundgestalt  einer  Combination  er* 
wählt  worden,  lässt  sich  ihr  Charakter  ans  ihren  Sym« 
metrieverhältnissen  beurtheilen.  Die  viergliedrig  symr 
metrisehe  Ausbildung  des  Tetragonalsystemes  fordert 
nämlich  für  alle  holoedrischen  Combinationen: 

1)  in  jeder  Normalstellung  eine  vollkommen  gleich* 
fSrmige  Vertheilung  und  Lage  ihrer  Begränsungs- 
elemente  nach  rechts  und  links,  und  nach  oben 
und  unten;  ^ 

2)  in  der  ersten  und  verwendeten  Normalstellung 
eine  vollkommene  Identität  ibrer  Eracheinungs* 

Eine  Combination  also,  welche  diesen  beiden 
Forderungen  nicht  entspricht,  und  daher  entweder  in 
jeder  einseien  Normalstellung  eine  einseitige  Vertbei- 


merkun;;  tda^  hier  erwähnt  vrerdea,  dasa  die  Krystallographie  Ton 
den  Spaltangsrerhältnlsfien  und  andern  physischen  Eigenschaften 
der  Kx7sta11e,  welche  in  der  Mineralogie  bei  der  Wahr  der  Grund- 
geitalt  beraduichtagt  zn  werden  pflegen,  gänzlich  abstrahiren  wosa« 


Digitized  by  VjOOQ IC 


314  Meine  Kry^kMagraphk. 

lamfi^  eine  aaeh  rechts  oder  naoh  linkt  gewendete 
Lage  gewisser  Fläoiiflii,  oder  andi  in  beiderlei  Nor«* 
auübtellung  eine  verschiedene  Verknüpfong  ihrer  Be* 
grSnsnngselemente  wahmebmeil  Iftsst,  wird  man  ab 
eine  hemiidrische  Comhination  au  betrachten  kar 
ben.  Die  Art  der  Heauddrie  ist  leicht  amanmittelB^ 
indem  man  sosieht,  nach  welchem  Gesetze  der  6e» 
gensatz  des  Bleibens  nnd  Verschwindens  der  Flftchea 
eingetreten  ist  (§.  209).  Uehrigens  versteht  sich  von 
selbst,  dass  diese  Entscheidungen  in  vielen  FäÜMi 
unsicher  bleiben  rafissen,  weil  f3r  sie  eine  gewisse 
Beschaffenheit  4er  CemUnationen  voransgesetzt  wird« 

5.    251. 
Orientinnig  der  Comblnation. 

Auch  die  allgemeine  Orientining  der  Combination, 
oder  die  Bestimmung  der  Stellen,  welche  Uiren  Ge- 
stalten in  den  verschiedenen  Abtheilangen  ansers  in 
I«  208  angestellten  Scliemas  zakomroen,  ist  leicht  zn 
erhalten  I  sobald  die  Gmndgestalt  erwählt  worden« 
Der  blosse  Anblick  der  C^nnbination  lässt  dann  nn- 
mittelbar  auf  die  Beantwortung  der  Fragen  gelangen: 

1)  welche  Gestalten  der  Hauptreihe, 

2)  welche  cler  Nebenrc^ibe,  und 

3)  welche  den  Zwischenreiben 

angehteen«  Ferner  ergeben  sich,  gleichfalls  ai!S  un- 
serm  Schema»  folgende  Regeln: 

a)  Je  zwei  Gestalten  «Pa  und  m'fn\  deren  Flä- 
chen mit  einander  horizontale  Combinationskan- 
len  bilden,  gehören  in  eine  und  dieselbe  hori- 
zontale Reihe  des  Schemas,  oder  haben  n  =s  a^ 

b)  Je  zwei  Gestalten  «Pa  und  m'Vh%  deren  Flä- 
chen Combinationskanten  bilden,  welche  nicht 
nur  einander,  sondern  auch  einem  der  normalen 
Hauptschnitte  parallel  laufen,   gehören  iu  eine 
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» 
B.     Beiondre  Entvioklang. 

I-    262- 

Vprl^ereitUBg. 
Die  kesondere  Ejitwicklniig  4er  tetragooalen  C«m» 
binatioBeii  fiberhaupt  seut  die  Theorie  der  biaft* 
rea  Contbinationen,  oder  die  geiiaaere  Kevat» 
nifls  der  mannichfiBltigeii  Yerhältniase  Toraua,  unter 
welehen  die  Gombinattoaea  je  iweier  tetragonaler 
Gestalten  Statt  finden  können.  Dabei  ist  jedoch  die 
holoßdrisehe  eder  heiniSdrisohe  ErsoheiDungsweiae 
ganz  besonders  za  berüoksicbtigen,  weshalb  auch  die 
Unehre  von  den  binären  Combinalionen  in  swei  Abi- 
schnitte  zerfällt.  Innerhalb  jedes  dieser  Abschnitte 
aber  wird  die  Betrachtung  zuiiäebst  aof  diejenigen 
Gestalten  gegründet  werden  müssen,  welche  als  die 
aBgemeinen  Repräsentanten  ihrer  Gmppe  zn  betraeh« 
ten  sind.  Wir  werden  nnn  im  Folgenden  die  Ver« 
hältnisse  und  Regeln  sämmtlicher  binärer  Cembinii- 
tionen  durchgehen,  dabei,  wie  im  TesseraUysteme, 
wegen  der  leichteren  Vorstellbarkeit  jederzeit  eine 
der  Crestallen  als  Torherrsohende  veransselsen ,  und 
jeder  holoedrischen  CembinatiQn  die  GombinatioMr 
gleichui^  (§.  68)  in  derjenigen  Form  hinsul6ge«i,  in 
welcher  sie  unmittelbar  das  Verhältniss  der  Ablei- 
tungscofifficienten  einer  dritten  Gestfdt  angiebt,  de- 
ren Flächen  die  (jedenfalls  heteropol^r^)  CoHibina» 
tionskante  der  gegebenen  Gestalten  ^bstompfeii)  oder 
in  die  Zone  dieser  Kante  fallen. 

|.     2*3. 
^     CMshiaslion  zweier  ditetra^om^'er  PjrsmidM« 

Da  die  ditetri^nalen  Pyramiden  die  Repräfeien- 
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tarnten  aller  hoIoSdrisclien  Gestalten  des  Syätemea 
sind,  so  haben  wir  jsnTdrderst  die  CombinationsTer* 
liftltnittie  zweier  derg[leiclien  Pyramideii  miPm  nnd  sf'Pjs' 
in  Betrachtung  za  ziehen.  Denken  wir  beide  Gestal-* 
ten  nm  einen  genieinschafitliohen  Mittelpunct  in  paral* 
leler  Stellung,  so  werden,  unter  Voraussetzung  der 
durch  die  Ableitung  bestimmten  Dimensionsverhilt- 
nisse,  die  Endpuncte  ihrer  Nebenaxen  coincidiren,  In-i- 
dem  selbige  gleichsam  die  Cardinalpuncte  de's  8y- 
Sternes  bilden,  welche  ihre  ursprüngliche  Lage  in  al<» 
len  abgeleiteten  Gestalten  unveränderlich  behaupten. 
Dagegen  bestimmt  sich  allgemein  für  die  Hauptaxen 
h  und  i'  beider  Gestalten  die  Bedingung,  daas 

Ä'>  =  <A,  wenn  si^>:^<«i  r 

fSr  die  Zwischepiaxen  r  und  r^  derselben  die  Bedin- 
gung, dass 

f^y':se:'^r^    WCnU  »'>s=<|| 

und  filr  die  beidilrsei^gep  ^etienten  -7  =  9^  und 
y  CS  j,  dass  ^ 

(l'>^<qj  wenn      ^^/    ^>=g<    ^  J' 

Die  Erscheinungsweise  der  Combination  mPnM^Pnf 
hängt  nun  wesentlich  davon  ab,  welche  von  den  in 
diesen  drei  Bedingungen  enthaltenen  Verhältnissen 
för  beide  Gestalten  Statt  finden. 

Es  bildet  nämlich  mfPn'  als  untergeordnete  Ge- 
stalt an  fsPn  als  vorherrschender  Gestalt: 
I.  Zuschärfhngen  der  Kanten,  und  zwar: 

1)  Ziisch.  d.  norm.  Polk.,  wennüs'=si  u.  n'>ii;  Fig.256. 

2)  Zvsch.  d.  diag.  Polk ,  wenn<^=rg  u.  n^<n;  ähnl  J.2Ö6. 

3)  Zusch.  derMittelk.,  wenn  n'=n  undm'>«i;  Fig.257. 
II.  Achtflächige  Zusp.  der  Polecke,  wenn  m^  <  si  nnd 

9'  <  ?,  und  9swar  «ind  die  CK.  mit  den  Mittelkanten : 
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4)  parallel) wenn  n^ssgi;  Flg.  258« 

5)  convgt.  nach  den  norm. 

Mitteleckea '^  *    On;  Fig.2M* 

6)  convgt  nach  den  diag. 

Mittelecken •  -    n'<fi\  ihnl.  Fig.  259. 

m.  Vierfl.  Zosp.  der  normalen  Mitteleeke,  ^enn  wt>m 
und  fi'>ii;  und  sewar  sind  die  CK.  mit  den  diag. 
Polkanten: 

7)  parallel,  Wenn  g^^=q\  Fig.  260. 

S)  convgt.  nach  d.  Polecken,  weiln;^<;;  Fig.  261. 
*  9)  convgt.  nach  d.  Mittelecken,  wenn  q'^qi  Fig.  262. 
rV.  Vierfl.  Zosp.  der  diag.  Mittelecke,   wenn  q^>q 

und  nf  <in\  und  am^ar  sind  die  CK.  mit  den  nonn. 

Polkanten: 
.  10)  parallel,  wenn ffi'=:ss«i ;  l&nL  Flg. 260. 

11)  convgt. n.  d. Polecken,  wenn  mf<ßi\  ähnL  Fig.361. . 

12)  convgt  n.  d.Mittelecken,wenn«i^>JN;  ähnLFig.262. 
In  diesen  12  Fällen  ist  die  ganie  Theorie  der 

biniren  holoedrischen  Combinati6nen  enthalten,  wie 
aus  den  folgenden  §$.  hervorgeht,  in  welchen  wir 
successiv  die  Combinationsverhältnisse  der  vorherr- 
schenden Gestalten  siPn,  mP,  «Poe,  ocPn,  ooP,  ocPoo 
und  oP  betrachten  wollen. 

§.    254. 
Combinationen  ron  mVn, 

1)  Mit  mlfn'\  diese  Gestalt  bringt  die  im  vorigen  f. 
angezählten  CV,  unter  den  daselbst  angeföhrten 
Bedingungen  hervor. 

CG.  •iV(«i'i^--swiO+m'(«-H»")»i'+»V— »>M»'==^ 

2)  Mit  mT;  da  ji^  =  l,  so  ist  audi  jedenfalls  n'<fi^ 
und  die  möglichen  CV.  werden  Nr.  2,  6,  10,  11 
und  12;  die  Flächen  von  mfJf  sind  immer  auf  die 
diagonalen  Polk.  von  mP«  gesetzt,  und  bilden: . 
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a)  Ahnt,  derselben,  .  .  wenn  m'=J^^^^^^;  Flg.  264. 

b)  Ytoffl.  Ziuip.  dtePol-  • 

ecke --     -<-...;  tlg^aßi. 

e)  2tti€kdirdi^.Mit- 

teleoke :.    --     *•>-*•;  nndswtur 

«ind  die  CK.  mit  den  nonaalen  Polkanteat 
ff)  parallel,  wenn  »'asm;  Flg.  S55. 
fi)  ooofgU  nach  den  Mitteleckea,  wenn  at'>  m;  Flg.  966« 
^)  conrgt  nach  ddi  Polccken,  wenn  «i'<m;  Fig.  267» 
In  Falk  b  erscheinen  dieZa^ft  ala  Rhomben,  wenn  m^=^ — «* 

CG.    m''n%m'n'-m)  +  m''(m~m')n—i^{n^i)mm'=zO 

3)  Mit  mnfoo;  da  n^sscx),  so  ist  i»^  immer  >  n,  and 
die  mSglichen  CV.  werden  Nr.  1,  5,  7,  8  und  9; 
die  Flächen  von  mToo  sind  jedenfalls  auf  di^  ner« 
malen  PoUl  Ton  rnPn  gesetxt,  nnd  bildoii 

a)  Abst.  derselben,  wenn  si'^^si;  äbnl.  Fig.  264. 

b)  yierfl.Zasp.  der  Polecke,  wennsi^<m;  äbnl.FigJ263. 

c)  Zasch.  der  norm.  ACtteleeke,  wenn  fli'>si;  ted 
awiur  sind  die  CK.  mit  den  diiq^niden  Polk. : 

«)  pMiraDei,   .  .1 wenn  m'=^'*'^  ^>;  ähnLFig. «L 

p)  GAivgt.  n.d.Mitteleckeft,    .  -   .  > lhnt.F1g.2S5. 

y)  conrgt.  n.  d*  Polecken,      -  -   *   < lhal.Flg.2$7. 

Im  Falle  b  erscheinen  die  Znspfl.  als  Khomben,  wenn  si'  = 
m(«-l)    ' 

CG.    si>— siOii  +  i»'(«i'— •i>=0 

4)  Mit  ooP»';  jla  m'=soo,  so  ist  si'>>«  und  j'>y, 
also  können  nur  die  CV.  Nr.  3,  9  und  12  Statt 
finden,  und  es  bildet  daher  ocPa': 

a)  Abst.  der  Mittelkanten,  wennft'=ii;  Fig.  268. 

b)  Zusch.der  norm.  Mittel- 
ecke,      •  -    .  >.   Fig.269. 

c)  Znsch.  der  diag.  Mittel- 
ecke,      -  .    -<-   äbnl  Fig.269. 

CG.    «••(n'^— hOä  +  äV— »)«=0 
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6>  Mit  oqF;  da  aasser  den  nrl  4  Statt  findenden  Be- 
diDgangeA  anch  noch  n'<,n^  so  bildet  ooP  Jeden- 
falls Abst.  der  diag.  Mittelecke;  Fig.  270. 

CG.    «•>'— 1>*— 1»>— l>i=0 

6)  Mit  ocPoc ;  da  aoeser  den  iub  4  Statt  findenden  fie« 
dingungen  auch  noch  nf^n^  so  bildet  ocP(X)  Je- 
denfalls Abst.  der  norm.  Mittelecke;  ähnl.  Tlg.270. 

rr»      **   ** 

V' W*       TS"  ^= • 


7)  Mit  oP;   diese  Gestalt  bildet  Jedenfalls  Abel,  der 

Polecke;  Fig. 271. 
GG.    11*  3=  w,  und  «•"<«•. 

|.    255. 
'  Combinationen  von  siP. 

1)  Mit  «i'P»^;  da  «==1,  so  wird  «'  stets  ^ü,  and 
die  möglichen  CV.  sind  Nr.  1,  5,  7,  8  und  9;  die 
Flächen  Ton  m^fn'  liegen  immer  paarweis  an  den 
Polkanten  von  mP  und  bilden: 

a)  Zasch.  derselben, wenniil^rrrsi;  Fig.272. 

b)  Achtfi.  Zusp.  der  Polecke,      •  •    -  <•    I1g.27a. 

c)  Yierfl.  Zusp.  der  Mittelecke,  •  -  -  >-  und  zwar 
sind  die  CK.  mit  den  R5henlinien  der  Fläoben 
von  «P 

«)  parallel; .  !  .  weim !!!!^Ö!^±Ü===2»i; Rg J74. 

/J)  convgt  n.  <L  Polecken ,  .. <-    F!g.t75. 

y)  oonvgt.  D.  d.  MitteMcantcn,     --     ----    >-    FTg.276. 

Ib  Falle  cy  werden  die  CK.  den  Polkaitten  ron  s^  parallel, 

wenn  —.ssssi;  Flg.  276. 
CG.    m''n\m'—mn')+m\m--m')n'+nr(n'—i]nm'=0. 

2)  Mit  m'P;  diese  Gestalt,  deren  Flftohen  innner  auf 
die  Fteehen  von  siP  gesetzt  sind,  bildet: 
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,  a)  Vlerft.  SSunp.  der  Polecke,  weniii|i'<tn;Fif.277. 
b)  Zttgch.  der  Afittelkanten  ,^    wenn  m^m;  Fig.  278. 
CG,    »•'  =  1. 

3)  Mit  äToo;  die  möglichen  CV.  sind  Nr.  1,  5,  7,  8 
^  und  9 ;  die  FUchen  von  «iToo  sind  immer  anf  die 

Polkanten  von  mP  gesetzt,  und  bilden: 
4)  Abst.  derselben,  wenn  0i^=:=si;  Fig.  279. 

b)  Vierfl.  Zusp.  der  Polecke,  wennipi'<si;  Fig.  280. 

c)  Zusch.  der  Mittelecke,  wenn  »i'>fli;  nnd  zwar 
sind  die  CK.  mit  den  Höhenlinien  der  Flftchen 
Toa  mP: 

o)  parallel»  wenn  Si^=Slfi;  Fi^.  281» 
/!)  GooTgt  nach  den  Polecken,  wenn  si'<;!Sm;  1^.282. 
y)  conygt  nach  den  Mittelkanten,  wenn  st^>2lR)  Fig.283* 
CG.    «••(m— «•')  +  •''(«•'— «••>=0. 

4)  Mit  ooPn^;  diese  Gestalt  bildet  jedenfalls  Zusch 
der  Mittelecke,  die  Zuschfl.  auf  die  Mittelkanten 
gesetzt;  Fig  284. 

CG.    •!>"'— i»0  +  »V—l>»«=0. 

5)  öoP  bildet  Abst.  der  Mittelkanten;  Fig.  285. 

6)  ocPoo  bildet  Abst  der  Mittelecke;  Fig.  286. 
CG.    =g  =  «i. 

7)  oP  bildet  Abst.  der  Polecke;  flg. 287. 

f.    266. 
Combinationcn  iron  siPäe* 

1)  MitM^n^;  da  nsssoo,  so  ist  jederzeit  »^<m.  Und 
die  möglichen  CV.  sind  Nr.  2,  6,  10,  11  und  12; 
daher  bildet  m'Vn'i 

a)  Zusch.  der  Pol- 
kanten,   X9^nn^!^^^!^^^:zm\  lUinLFlg.272. 

b)  Achtfl.     Zusp. 

der  Polecke, <-      --Fig.273. 
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c)  Vierfl*  Zasp.  der  Mittelecke,  wenn     ^7*     >  «» » 

■        Ä. 

und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  H5henlinien  der 

Flächen  von  «Poo: 

«)  parallel,  wenn  m^ssssm;  ahnl.  Fig.  274. 

f)  convgt  nach  den  Polecken,  wenn  m^' ^m^  fihnl.  Flg.  275. 

y)  conrgt.  nach  den  MBttelkanten,  wenn  »i^<>m5  fihnl.  Flg.  276. 

Im' Falle  ^  werden  die  CK.  den  Polkanien  Ton  «Poo  parallel. 


wenn  ^ 

n 


CG.    •»•(»— ••>'+ii>*'—m)«'=0. 

2)  Mit  mT;  die  möglichen  CV.  sind  Nr.  2,  6,  10,  11 
und  12;  die  Flächen  von  mT  sind  immer  auf  die 
Polkanten  von  mPoo  gesetzt,  und  bilden: 

^      a)  Abst  derselben,  wenn  ffi^=|m;  ähnl.  Fig.  279. 

b)  YierfL  Zusp.  der  Polecke,  wenn  mf^\<m\  ähnl. 
Fig.  28a 

c)  Zasch.  der  Mittelecke,  wenn  m'^\m\  und  zwar 
sind  die  CK.  mit  den  Höhenlinien  der  Flächen 
Ton  siPoo: 

«)  parallel,  wenn  st's:=m;  fthnl.  Fig.  281* 
f)  conrgt.  nach  den  Polecken,  wenn  si^  <;  m  ^  &hnL  Fig.  28^ 
y)  conrgt  nach  den  IMBttelkanten,  wenn  m^  >  st ;  ähnL  Fig.  285. 
CG.    m\m—mf)^n\m^—m)m!=^. 

3)  mToo,  dessen  Flächen  immer  auf  die  Flächen  von 
mPoo  angesetzt  sind,  bildet: 

a)  Vierfl.  Zusp.  der  Polecke,  wenn  «i'<m;  ähnl. 
Fig.  277. 

b)  Zusch.  der  Mittelkanten,  wenn«i'>M;  ähnl.FigJ278. 
CG.    «•=(». 

4)  ocPn^  bildet  jederzeit  Zusch.  der  Mittelecke,  die 
Zuschfl.  auf  die  Mittelkanten  gesetzt;  ähnl.  Fig.  284. 

CG.     «'CS!*— «!)— SlV=0. 

5)  (xP  bfldet  Abst.  der  Mittelecke;  ähnl.  Fig.  286. 
CG,    «•(st"— «•)~«»''=0. 

I.  21 
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6)  <x>Foo  UMet  Abst.  der  MUtelkanten;  &liiil.f1g.28&. 

7)  oP  bildet  hbni.  der  Polecke;  «hui  Fig.  287« 

f.    257. 
CottUnatioiieii  tob  ooPh. 

Es  bildet  an  dem  ditetragoaalen  Prigma  ocPn: 

1)  m'Vtif  aehlfl.  Znip.  beider  Enden;  und  iwar  «ind 
die  CK.: 

a)  koriaoatal,  wenn  ji'=:si;  Fig.  288. 

fy  Too  d«ii  diag.  nadi  dw  nonn.  Settenkaiiten  abfiilleady  wem 

*'>*;  R«-  289. 
y)  Ton  deo  norm,  nadi  den  diag.  Seitenkanlen  abfttllend»  wena 

li^<si;  iknl.  Flg. 289. 
CG.    «•>—«>'  + iiV—»V=^ 

2)  M^P  vierfl.  Znsp.  beider  Enden,  die  Znspfl.  auf  die 
diagonalen  Seitenkanten  gesetzt;  Fig.  290. 

CG.    m%n—n''y—n\n—t)m'z^O. 

3)  mfVoo  Tierfl.  Zosp»  beider  Enden,  die  Znspfl.  auf 
die  normalen  Seitenkanten  gesetzt;  ähnl.  Fig.  290. 

CG.    mr{n^iir)+n''m^'=0. 

^4)  aP  di0  gerad  angesetzte  Endfläche;  Fig. 291. 
CG.    !••  =  ». 

6)  ocPj»^  Zwiebärfiuigeii  der  aormiden  oder  der  diago- 
nalen Seitenkanten,  je  nachdem  n'  ^  öder  <<ii; 
Fig.292. 

6)  ooP  Abstumpfbngen  der  diagonalen  ^  nnd 

7)  ooPoo  Abst.  der  normalen  Seitenkanten;  Fig.  293. 

§.    258. 
OmnbinatioAen  Ton  ocP. 

Es  bilden  an  dem  tetragonalen  Prisma  ocP : 
1)  m'Vn'j  achtfl.  Znsp.  beider  Enden;  Fig. 294. 
CG.    »V— !>»'—•»>'—*)  4»'«»0 
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2)  rn^y  vierfl.  auf  die  Flidieti  gese(flt#  8a«ip.  beider 
Enden;  flg.  295. 

3)  mt'Poöy  vierfl.  auf  die  Kanten  gesetzte  Zusp.  bei« 
der  Enden;  Fig.  29& 

CG.    »V— «i\»'— 1)=0. 

4)  oP,  die  gerad  angesetzte  Endfläche;  Fig. 297. 

5)  ooPn,  Znschärfiingen  der  Seitenkanten;  Fig. 298. 

6)  oqPoo,  Abstumpfungen  der  Seitenkanten;  Fig.  299. 

§.    259. 
Combinatiotien  ron  ooPoo. 

Es  biklen  an  dem  tetragonalen  Prisma  ooPoo: 

1)  mTii%  achta  Zusp;  beider  Enden;  ähnLFig.294. 

2)  m^y  Tierfl.  auf  die  Kanten  gesetzte  Zuspitzungen 
beider.Enden;  ähnl.  Fig.  296. 

CG.    m^^m'nr 

3)  mToc,  vierfl.  auf  die  Flächen  gesetzte  Zi|sp.  bei- 
der Enden;  ähnl.  Fig. 295. 

CG.    ii''  =  oo. 

4)  oP,  die  gerad  angesetzte  Endfläche;  ähnl.  Fig. 297. 

ö)  ocPm,  Zusehärfungen  der  Seitenkanten;,  ähnl.  Fig. 
298. 

6)  ooP,  Abstumpfungen  der  Seitenkanten ;  ähnl.Fig.299. 

f.    260 

Oomlniiationen  von  oP. 

Es  bilden  mit  oP  als  vorherrschender  Gestalt: 
1)  m^n'j    eine   ditetragonale  Tafel ,    mit  zweireihig 
schief  angesetzten  Randflächen;  Fig. 300. 

21* 
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2)  mV  and  fffH^oo,  eine  letragonale  Tafel,  mit  xwei^ 
reihig  schief  angesetsten  Randflächen;  Fig.  301. 

3)  ooPü  eine  ditetragonale  Tafel ,  mit  gerad  angesetz- 
ten Randflftchen;  Fig.  302. 

4)  ocP  nnd  ooPoo,  eine  tetragonale  Tafel,  mit  gerad 
angesetzten  Randflächen;  Fig.  303. 

6)  HemUfirmck9  ConüdHütiantn, 
1)  Skaknoldriiohe  oder  aphenoldiscfae  Corobinationeo. 

f.    261. 
Vorbereitang. 

Die  skalenoSdrischen,  oder  sphenoidischen  Com* 
bincitionen  haben  unter  allen  hemitdrischen  Combi* 
nationen  des  Tetragonalsystems  insofern  die  grösste 
Wichtigkeit,  wiefern  die  skalenoädrische  Hemiädrie 
selbst  die  auffallendsten  Abweichungen  in  der  Er* 
Scheinungsweise  der  Gewalten  zur  Folge  hat,  und 
nicht  nur  die  Glieder  der  Zwischenreihen,  sondern 
auch  Jene  der  Hauptreihe  in  Anspruch  nimmt.  De&* 
halb  bedarf  eine  etwas  ausführlichere  Betrachtung  der 
sphenoidischen  Combinationen  wohl  kaum  einer  Recht- 
fertigung^ zumal,  da  die  KryStallreihe  einer  sehr  wich- 
tigen Species  des  Mineralreiches,  des  tetragonalen 
Kupferkieses,  durch  sphenoidische  HemiSdrie  ausge- 
zeichnet ist,  und  sich  ausserdem  so  viele  merkwür- 
dige Analogien  zwischen  den  sphenoidischen  Com- 
binationen und  den  rhomboädrischen  Combinationen 
des  Hexagonalsystemes  darbieten,  dass,  bei  der  so 
häufigen  und  mannichfaltigea  Verwirklichung  dieser 
letzteren  die  Auffindung  jener  Analogien  allein  dem 
Interesse  der  Wissenschaft  hinlänglich  entsprechen 
würde. 

Die  Theorie  dieser  Combinationen  beruht  auf  den 

Combinationsverhältnissen   zweier   Skalenoäder 
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find  — - — ,  von  welc^n  4as  eratere  ali  vorkemchen- 

de,   das  ahdere  als  untergeordnete  Gestalt  Toransge- 
setzt  wird.     Da  nnn  die  kürzeren  Polkanten  Jedes 

Skalenoeders  -^  duroh  die  Gleichungen: 

ipia  '        n  ^  ^ 

die  längeren  Polkanten  durch  die  Gleichungen: 

und  die  Mittelkanten  durch  die  Gleichungen: 

.     —+-^  =  0    und  z^i, 

bestimmt  werden  (§,  234),  und  f8r  das  Skaleno^der 

-r-K —  ^enau   dieselben    Gleichungen   gelten,   sobald 

man  nur  m^  und  n^  statt  m  nnd  n  sehreibt,  so  lassen 
sich  die  Bedingungen  für  die  mancherlei  Combina- 
tfdnserscheinungen  beider  Gestalten  aus  den  Parame- 
tern dieser  Gleichungen  mit  Leichtigkeit  ableiten. 
Nur  ist  auch  hier,  wie  immer  für  henüßdrische  Com- 
fainationen,  die  Ambiguität  der  Stellung  zu  berück- 
sichtigen, indem  sich  beide  Gestalten  entweder  in 
derselben,  oder  in  verwendeter  Stellung  combiniren 
können. 

f.    262. 
Combination  zw«er  Sksl«ie«der. 

Die  Combinationsverhältnisse  zweier  SkalenoSder 
sind  folgende: 

A.  Bei  gleicher  Stellung  beider  Gestalten  bildet  ±  — k^ 


mVn 
I.  Zusdiftrlnngen  der  Kanten^  nnd  zwar: 


an  ±-5- 
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1)  IktfKk.  der  längeren  Polkanten,  wetm  ^  ^^  +  V 
=  !?^^,  una  »'<»;  Fig.304. 

2)  Zusch.  der  kürzeren  Polkanten,  wenn  — —^^ — < 
^  und  »'>»;  F%.805. 


nr 
_m(n—l) 

'  n 

w^        m 
3)  Z«Mch.  <k»  MittelkaBten,   wenn  --^  ses  -,  nnd 


nr        n' 
m'^m^  ako  andi  «'>»;  Flg.  306. 


n.  Vierfl.Zii!^.  der  Polecke,  weim  2^^^^ 

und  ^'(^'7^)<;*^^^^\  und  zwar  sind  die  CK.: 
•   .    «  n 

4)  horizontal,  wenn  n'  =  ii;  Fig.  307, 

5)  den  Mittelkanten  znfinBeni^  wenn  ji^  >^ii ;  Fig.  306, 

6)  den  längeren  Polk.  zufallend,  wennii^<^i»}  Fig. 
309. 

Im  letzteren  Falle  werden,  die  CK«  den  Mittelkan- 

«1^       m 
ten  parallel,  wenn  —7  =  —;  Rg.310. 

m.  Zuschärfniigen  der  Mittelecke^  je  zwei  Zazdifl. 

mUnf—i) 
auf  die  kürzeren  Polkanten  gesetzt,  wenn      ■  ^     ■ 

>  — und  n^^i»;  und  zwar  sind  die  CK. 

mit  den  längeren  Polkanten: 

7)  paraUel,  .  .  wenn?!!^;tL)=?(?±i).  Fig.  311, 

Ä  .  n 

8)  convgt.   nach 

den  Polecken, <-   •   ^      Fig,312, 

9)  convgt.  nach 
den  Mittel- 
kanten,  >..•      Fig.  313. 

rV.  Zuschärfnngen  der  Mittelecke,  je  zw^  Znsdifl. 
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auf  4ie  längeren  Polk.  geseUt,   wenn  — '    T*  ■ 
m(n+i)  ^j  !!j>?L;  und  zwar  sind  dieCK.: 

10)  horixonlal,  wenn  ii^  =  ii;  Fig.  314. 

11)  den  längeren  Polk.  sufallend,    wenn  n'  ^  »; 
Fig.  316. 

12)  den  Mittelk.  anifallend,  wenn  ii'<«i;  Fig.  315. 
Im  letzteren  Falle  werden  die  CK.  den  kürzeren 

PoltparaUel,  wenn'^'^'^'r^^^^fe^;  Fig.317- 

B.  Bei  verwendeter  Stellang  beider  Gestalten  bildet 

I.  Zoschärfungen  der  Kanten,  und  zwar: 

13)  det  kürzeren  Polt,  wenn  ^(»'+^)^^(^— *>; 

ähnl.  Fig.  305. 
IL  VierfLZusp.  derPoleeke,  und  zwar  sind  die  CK. 
jederzeit : 

14)  den  MUtelk.  zufallend,  wenn  ?Ü^^:i)<?fcö; 

ähnl.  Fig.  306. 
IIL  Zusch.  der  Mittelecke,  die  ZusehA.  auf  die  Mit- 

telk,  und  kürzeren  Polk.  gesetzt,  wenn  ■  ^    >     ^ 

>  Mn—i).  ,„^  2war  sind  die  CK.  mit  den  lad- 
n 

geren  Polkanten: 

15)  parallel,  wenn  ^(^^7^)—^!?^?^);  ähnI.Fig.311. 

16)conygt.n. 

d.  kürze-^ 

renPolk.  •  -      ...<.-.    ahnLFig.312. 
17)conygt.n. 

d.  Mittel- 

kanten     -  ^     -   -  .  ^  «  .   .    ähnl.Fig.313. 
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Nachdem  wir  so  die  allgemeinen  Regeln  für  die 
Combinatiöiieh  zweier  SkalenoSder  gefiinden,  können 
wir  znr  speciellen  Uebersicht  der  binären  «pbenoidi- 
«eben  Combinationen  übergehen. 

f.    263, 

mPii 

Combinationen  des  SkalenoSders  ±     n    . 

2 

1)  Mit  +*?-?!!^^  oder  T^'^;    diese  Gestalt   bringt 

die  im  vorigen  §.  aufgezählten  Combinationserschei* 
nungen  unter  den  daselbst  erwähnten  Bedingungen 
hervor. 

2)  Mit  — - ,  und  zwar: 

»'P 

A.  mit  +  —  ;   da  »'  =  1,   so  isl  ii'<ii,   «nd  die 

möglichen  CV.  werden  Nr.  1,  Q  und  12;  die  Flä- 
chen des  Spfaenoides  sind  immer  auf  die  längeren 
Polkanten  des  Skaleno^ders  gesetzt,  und  bilden: 

a)  Abst  derselben,  .  .  wenn  ••'.=:  ^^^^t^^Fig,  318. 

b)  Abst.  der  Mittelecke,   -  -    -  > Fig.  322. 

c)  ZuscbV  d^  Polecke,  -  -  -  <  -  .  -  und  zwar 
sind  die  CK.  mit  den  Mittelkanten  des  Skale- 
no^ders : 

n)  paralH •  •  wenn  tii'=zr^$  FSg.5tl. 

ß)  conygt.  nach  den  längeren  PoUc..   -  -    -    >   •     Fig.  819. 
y)  conygt  nach  den  kürzeren  PoHt.    ---<;;-     Fig.  820. 

B.  mit  +  "-9-9  die  Flächen  sind  immer  auf  die  kür- 
zeren Polkanten  gesetzt,  und  bilden: 
a)Abst.  derselben,  .  .  wenn  1»^=-^^^;  Fig. 323. 

b)  Abst.  der  Mittelecke,    --    ->.   .   .    F]g.325a« 
c)Zuich.  der  Poleck^    -  -    .<-...    Fig.  324. 
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3)  Mit  mlfoo\  da  «^srx),  so  ist  $if  Jedenfalls  >  m 
ui^d  7  ^  — '  ^^®  möglichen  CV.   werden  daher 

Nr.  2^  £,  7,  8  und  9,  und  es  bildet  m'Vooi 

a)  ZuSch.  der  kürze- 
ren Polk, wenn  »'=5^5^;  &hnl.Fig^ 

b)  Vierfl.  Zusp.  der 
Polecke,  die  CK. 
den  Miltelk.  su-  . 

fallend,  , -  -    .  <  -  -  -    ähnl.Fi|;.308. 

e)  Znsch.  der  Mittel» ' 
eck^  dieZuschfl. 
auf  die   Bfittelk. 
und   kürz.    Polk. 

gesetzt,  ..,..,--    .  >  -  -  -  und  zwar  sind 
die  CK.  mit  ilen  l&i^ren  Polk. : 
a)  paraHel,  .........  wenn  zi^r-r*^*  t  ^^  fihnl,  Figjlj. 

/O  oonvgt.  n.  d.  kftn.  Polk.,    .  ^    .<;*.*  .    ahnl.Fig.8l2. 
^)  con^Tgta.  d.  Bültclk.,      -  -    •*  > fthnl.Fig.dlS. 

4)  Mit  oöPii';  da  »'  =  do,  so  sind  nur  die  CV.  10, 
11  und  12  möglich,  und  es  bildet  daher  ooPfi^  je- 
derzeit Zusch.  der  Mittelecke ;  und  zwar  sind  die  CK. : 

ex)  horizontal, wenn  z^=zz) 

fi)  den  l&ngeren  Polk.  sofallend,    -  *    n'  ^  n\ 
y)  den  Mittdlk.  illifollend,  ....--    »^  <  z$ 

5)  ocP  bildet  jedenfalls  Abst.  der  Mittelecke,  so  dass 
die  CK.  den  kürzeren  Polk.  parallel  sind;  Fig.325W 

6)  ooPoo  bildet  Abst  der  Mittelkanten;  Fig.  326. 

7)  oP  bildet  Abst  der  Polecke;  Fig.  327. 

§.    264. 

'  mP 
Combinationen  der  Sphenoide  ±,  -—. 

1)  Mit  ,  und  zwar: 
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A.  mit  + — jr— ;  da  i»  =  l,  «o  ist  immer  »'>»,  und 

die   mdglichen  CY.  werden  daher  Nr.  3,  7,  8,  9 
und  11;  das  SkaletooriAer  bildet  folglich: 

a)  Zusch,  derMitt^i^nten,  wenn  ~7  =  mj^  Fig.328« 

fw 

b)  Zusch.  der  Ecke,  die  Zuscbfl.  paarweis  auf  die 
Flächen  gesetzt,  wenn  -7>«i;  Fig.  382. 

c)  Zusch.  der  Ecke ^^  die  Zuschfl.  auf  die  Pol*  und 

■        '  *        «*' 

Mittelkanten  gesetzt,   wenn  '^<^m;   imd  z^ar 

sind  je  zwei  auf  einer  und  derselben  Häch^  des 
Sphenoides  gelegene  CK.  mit  einander; 

a)  paraUel,     ^  .  wenn  ^^tl>^m;  Pig.BÄ 

ß)  cony^.  nach  der  PoUi*^.  — .:  ?-«•  ^   :  ^^^    FEg.830. 

,      y)  divgt.  nach  d«r  Polk.,     - >  -    Rg.  S31- 

«iT»'  

,B.  mit  -i 7- — ;  diese  Gestalt  bildet  jedenfalls  Z^scb. 

der  Ecke,-  die  ZüschfiL  auf  die  Pol-  ünA  Mittel- 
kanten gesetzt,   und  zwar  sind  je  «wei  CfiL.  anf 
einer  und  derselben  Flftch#  des  Sphenoidefli  mit 
einander: 
«)  paraUel, ^veim  ClC^^Jlüsaimj 

/J)  convgt  nach  4er„  Polk.     -  •      -  -  ^      <^  - 
y)  divgt.  nach  der  Polk.,      -  -      -  —      >   - 

2)  Mit  -^,  «nd  zwar: 

ui'P 
A.  mit  +  -^ ;    die  Flächen  dieser  Gestalt  sind  im- 
mer   auf  die  gleichnamigen  Flächen   angesetzt, 
bringen   mit   denselben  horizontale  CK«  hervor, 
und  bilden: 

a)  Zuschärfungen  der  Polk.,  wenn«i^<M;  Fig. 333. 

b)  Abstumpfungen  der  Ecke^  wenn  m'>m;  Fig. 334; 
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fie  Abstfl.  macheiwnit  den  Polkanten  einen  spitien 
Winkel. 

B»  Mit  7  --^;  bildet  jedenfalls  Abst.  der  Ecke,  so 

dass  die  Abstfl.  einen  stumpfen  Winkel  mit  den 
Polkanten  machen;  Fig.  335;   die  geneigten  CK, 

fflP 

werden  den  Mittelkanten  von  -^  parallel,  wenn 

m'  =  «i;  Fig.  336. 

3)  mToo  bildet  Jederzeit  2asch.  der  Ecke,  dieZnscl^ 

aof  die  Pol-  und  Mittelkanten  gesetzt,  und  zwar 

mP 
sind  je  zwei  auf  einer  Fläche  von  —  liegende  CK. 

mit  einander: 

«)  paralH  •  •  • weon  m'vsa%m\  ifaiU.  Flc,8!9. 

/9)  coiiTgt.  nach  der  Polk^     -  -     .  <^  .-    ihal.  Fig.S5a 
y)  dirgt.  nach  der  Polk ,       -  -     '  >  -  *    ^^^^  ^^  ^^1* 

4)  odfü*  bfldet  Zusch.  der  Ecke,  die  Zuschfl.  auf  die 
Mittelkianten  gesetzt,  die  ^ui^ohärfungskanteli  ver- 
tical;  Fig.337. 

5)  ooP  bildet  Abst.  der  Ecke,  so  dass  jede  Abstfl.  auf 
den  Polkanten  rechtwinklig  ist;  Fig.  338. 

6)  ooPoo  bildet  Abst.  der  Mittelkanten;  Fig. 339. 

7)  oP  bildet  Abst  der  Polkanten;  Fig.  340. 

f    2ß5a. 

CotMüftieiieii  der  tetragonalea  Pyramideo  siPoo. 

w'Pi»' 
1)  Mit  + — -z — ;  da  »=:co,  so  ist  ii^<i»,   and  die 

mögtichto  CY.  werden  daher  Nr.  1,  5  und  12;  da« 

Skaleno€der  bildet  demnach: 

a)  Zusch.    Aer    abwechselnden    Polkanten ,    wenn 
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b)  Vkrfl.  Znsp.  der  Poleckc^  die  Znspfl.  paarweii 
auf  die  gegenüberliegenden  PollLanten,  und  swar 
oben   und   unten  widersinnig   angesetzt;    wenn 

^^^y"^^<«i;Fig.342, 

c)  Znich.  der  Mittelecke  ^  die  zuschärfenden  Hä- 
cbenpaare  auf  die  abwecbselnden  Polkanten  ab- 

iiiV||'4.|) 
wechselnd  widersinnig  angesetzt;  wenn — >  ; 

>«;  Fig. 343. 
.Im Falle  c  werden  die  CK.  den  Polk.  von  mPoo  par- 

allel,  wenn  — ^^-7 — ^  =  m. 

mHf 

2)  Mit  +  -^ ;  wiederum  sind  1,  5  und  12  die  mSgli* 

chen  Fälle,  und  das  Sphenoid  bildet  daher: 

a)  Abst.  der  abwechselnden  Polkanten,  wenn  «1^=4»; 
Fig.  344. 

b)  Zusch.  der  Polecke,  die  Zuschfl.  auf  die  abwech- 
selnden Polk.  und  zwar  oben  und  unten  wider- 
sinnig aufgesetzt,  wenn  m^ <i\m\  Fig. 345. 

c)  Abst.  der  Mittelecke,  die  Abstfl.  auf  die  abwech- 
selnden Polk.  abwechselnd  widersinnig  ange- 
setzt, wenn  m^>\m\  Fig.  346. 

«.    26Sb. 
CombinadonagleiGhungeii« 

Zwei  tetragonale  Skaleno^der  bilden  theils  hete- 
ropolare, theils  amphipolare  Combinationskanten,  wo- 
bei noch  die  Ambiguität  der  Stellung  beider  Gestal- 
ten berücksichtigt  werden  muss.  Die  CG.  fiir  hetero- 
polare Combinationskanten  ist  bei  gleicher  Stellung 
der  Gestalten  identisch  mit  der  in  {.  254  tub  1  ste- 
henden CG.  für  zwei  ditetragonale  Pyramiden,  ohne 
weiteren  Unterschied,  weil  die  dritte  Gestalt  noth- 
wendig  gleiche  Stellung  mit  den  beiden  andern  haben 
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miiM.  Befinden  sieh  aber  diese  letzteren  in  verwen- 
deter Stelinng,  so  ist  sttvdrderst  n'  negativ  seu  neh- 
men, und  für  die  dritte  Gestalt  zn  beachten,  ob  sich 
dieselbe  in  gleicher  Stellang  mit  der  Ersten  oder  mit 
der  «weiten  befindet,  in  welchem  letzteren  Falle  anch 
«''  negativ  wird.  Allgemein  können  wir  also  far  die 
heterepolaren  Combinationskanten  zweier  telragona- 

1er  Skaleno§der  -^—  nnd  — - —  die  CG. 


(I) . . .  m^n\m'fi^mn')±fie{mn-itC)nu'-^(^^^ 

«aftteUen^  in  welcher  die  oberen  Zeichen  för  gleiche, 

die  unteren  fSr  verwendete  Stellang  beider  Gestaltete 

siPü 
gelten;  hat  die  dritte  Gestalt  gleiche  Stellang  mit  -ö"^» 

so  gilt  die  CG.,  wie  sie  hier  steht;  hat  sie  dagegen 

gleiche  Stellang  mit  — ^— ,  so  ist  vi*  negativ  zu  nehmen. 

Für  die  amphipolaren  Combinationskanten  haben 
wir  in  der  CG.  des  {.  254  bei  gleicher  Stellang  voh 

— -  und  — —    m  und  n,   bei  verwendeter  Stellang 

nach  noch  ansserdem  n^  negativ  zn  nehmen,  und  wird 
daher  allgemein  für  die  amphipolaren  Combinations- 
kanten zweier  tetragonaler  SkalenoSder  die  CG. 

(II). .  .mV(m'ii+sin')+«»''(«»+«»0*»'+«'(»±'^0«»«»'==<> 
in  welcher  die  oberen  Zeichen  fiir  gleiche,  die  ante- 
ren  Zeichen  für  verwendete  Stellang  gelten. 

Dabei  sind  jedoch  für  die  dritte  Gestalt  nicht  nur 
die  Stellnngsverhältnisse  ihrer  selbst,  sondern  auch 
die  relative  Lage  der  die  C((.  abstumpfenden  Fläche 
zu  den  Flächen  der  andern  Gestalten  sorgfältig  ^a  be- 
rücksichtigen,  weil  sich  danach  die  positiven  oder 
negativen  Werthe  von  m"  and  v!*  bestimmen. 
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Q  FyTafliiaak-lMniMriAdiB  C— itinfttJoatiL 
I.  266. 
Da  der  pyraniidal  •  hemiSchrische  diamkter  der 
tetragoimlen  Combinatioiten  sich  nnr  in  der  Ersehet* 
nnngsweise  der  ditetragonalen  Pyramiden  offenbaren 
kann,  indem  die  Gestalten  der  Hanptreihe  sowohl  als 
der  Nebenreihe  ihre  holoedrische  Erscheinungsweise 
beibehalten  ({.  212),  so  ist  die  Theorie  dieser  Com* 
binationen  keine  andre,  als  die,  nur  unbedeutend  mo- 
dificirte,  Theorie  derjenigen  holoedrischen  Combina- 
fi<Miea,  in  welchen  Gestalten  aus  den  Zwischenreihen 
auftreten.  Denn  in  der  That  Ifisst  sieh  das  Voriian* 
denseyn  dieser  Art  von  Hemiedrie  weder  bejahen, 
noch  verneinen,  so  lange  blos  Pyramiden  und  Pris- 
men der  Haupt*  und  Nebenreihe  beobachtet  sind;  und 
so  würden  wir  z.  B.  das  Daseyn  dieser  so  charakte- 
ristischen Hemiedrie  am  Scheelkalke  noch  heute  igno- 
riren,  wenn  nicht  in  neuerer  Zeit  Varietäten  beob- 
achtet worden  wären,  an  welchen  ausser  jenen  Ge- 
stalten auch  solche  aus  den  Zwischenreihen  vorkom- 
men. I)as  links  oder  rechts  gewendete,  mit 
einem  Worte,  das  einseitige,  aber  in  Bezug  auf 
oben  und  unten  gleichmässig  einseitige  Auf- 
treten der  Flächen  aller  mPn  lässt  eine  solche  Com* 
bination  auf  den  ersten  Anblick  erkennen,  und  man 
darf  nur  die  für  die  holoedrischen  Combinationen 
von  mP  und  mPoo  mit  irgend  einem  m'fnf  angegebe- 
nen Regeln  so  modificirt  aussprechen,  dass  man  von 
je  vier  zu  einem  Gliede  der  Pyramide  m^Pfif  gehöri- 
gen Flächen  die  beiden  links  oder  rechts  gelegenen 
ausschliesst,  um  aus  denselben  Regeln  die  lErschei- 
nungsweise  der  pyramidal- hemiedrischen  Combinatio- 
f\      nen  abzuleiten. 


r 
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§.  JW7. 
Obg^Mch  die  hem}§drifteben  Combinationen  dieser 
Art  bis  Jetzt  In  der  Natur  nicht  nachgewiesen  woi^ 
den  sind,  so  ist  es  doch  nicht  nnwahrscheinÜtb,  dast 
sie  dereinst  noch  werden  beobachtet  werden.  Man 
erkennt  solche  Combinationen,  eben  so  leicht  wie 
die  pyramidal -hemi§drischen^  an  dem  einseitigen, 
links  oder  rechts  gewendeten  Auftreten  der  Flächen 
von  mPn;  nnr  ist  diese' Einseitigkeit  in  der  oberen 
und  unteren  Hälfte  der  Combination  nicht  gleich- 
mftssig,  sondern  widersinnig,  oder  in  entgegengesetz- 
ter Richtung  ausgesprochen.  Die  weitere  Entwick- 
lung dieser  Combinationen  hat  durchaus  keine  Schwie- 
rigkeit Uebrigens  lässf  sick  erwarten,  dass  diejeni- 
gen Substanzen,  deren  Krystallreihen  dieser  HemiS- 
drie  unterworfen  sind,  auch  die  Erscheinung  der  cir- 
cnlaren  Polarisation  des  Lichtes  zeigen  werden,  wel- 
che mit  der  gleichnamigen  Tetarto^drie  im  Hexagonal- 
systeme  gegeben  ist*). 

C.    Berechnung  der  Combinationikanten. 

t    268. 
Combinatioiitkaiiteii  der^  holoedrischen  Gestalten. 

Allgemein  findet  sich  die  Combinationskante  i7, 
welche  die  Flächen  zweier  ditetragonaler  Pyramiden 
«Pn  und  mTh'  herrorbringen,  durch 

^_ sisi>H»»'+i)+^^ 

'    Mittels  dieser  Formel  lassen  sich  die  Combina- 
tiooskanten  je  zweier  holoedrischer  Gestalten  finden. 


*)  VIeUttcht  würde  sich  mittels  optischer  Versuche  der  Cha- 
rakter der  KrysCallr^he  des  Skapolithes  bestimmen  lassen. 
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weil  die  Zeichen  mPn  und  mTh'  in  der  That  je  xwei 
dieser  Gestalten  reprSsentiren«  Bestimmt  man  näm- 
lich die  Werthe  von  cotll^  indem  man  statt  mT»^ 
nach  der  Reihe  die  Gestalten  m'f^  mToo,  ooPii%  ooP, 
poPoo  und  oP  einfuhrt,  und  setst  man  wiederum  in 
den  so  gefundenen  Ausdrücken  statt  m9n  sucoessir 
die  Gestidten  mP,  mPoc,  ooPji,  u  s.  w.,  so  erhält  man 
folgende  tabiBllarische  Uebersidit  der  Cosinus  der 
Combinationskanten,  in  welcher  natürlich  alle  Wer- 
the negatiF  lu  nehmen  sind; 
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l    269. 
Combinationakaiiten  der  Skaieuo^der. 

Befinden  sich  beide  Gestalten  in  gleicher  Stel- 
lung» so  sind  ansser  den,  hereits  im  vorigen  {.  ge- 
fiindenen»  heteropolaren  Combinationskanten,  welche 
je  swei  analog  liegende  Flächen  bUden,  noch  die 
anq^hipolaren  CK.  zu  be)rücksichtigen,  welche  jede 
Fliehe  der  einen  Gestalt  mit  einer  Fläche  eines  znr 
entgegengesetzten  Gestalthälfte  gehörigen  Flächenpaa- 
res  der  andern  Gestalt  hervorbringt.  Nennen  wir 
sie  ITj  so  folgt  allgemein  aas  der  Formel  co$  W  in 
§.  22,  indem  man 

statt  a  i  b  i  c  das  Verhältniss    «a  :      n  :  1 
--a'iJ'ic'-        ...    —  m'a :  —  n' :  1 

schreibt,  fiir  je  zwei  Skalenoäder  ±  -^  und  +  — ^— 

Befinden  sich  dagegen  beide  Ctestalten  in  ver- 
wendeter Stelliing,  so  sind  zwei  neue  CK.  zu  berech- 
nen, indem  jede  obere  Fläche  der  einen  Gestalt  ei- 
nerseits mit  einer  Fläche  eines  oberen,  anderseits  mit 
einer  Fläche  eines  unteren  Flächenpaares  der  zwei- 
ten Gestalt  zum  Durchschnitte  kommt  Bezeichnen 
wir  die  erstere,  heteropolare  CK.  mit  J7i,  die  andere, 
amphipolare  CK.  mit  J7/,  so  findet  sich,  indem  man 
in  der  Formel  cos  )9^  a.  a.  O.  fiir  die  erste  Kante : 

statt  a  :  b  :  c  das  Verhältniss  ma  :      n  :  ± 
.  ^  n':*':  c'  .        -    .    -      m'a:  —  n':  1 
uad  fSr  die  zweite  Kante: 

statt  a  i  b  :  c  das  Verhältniss  —  ma  :  —  n  :  1 

-  -   a' :  *' :  c'   -        ...  m'a:  —  n':i 

schreibt,  für  je  zwei  Skalenofider  ±^^-  und  +^^^ 
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„             aH»V(«ift' — l)+iM' 
CO.JT.  « \^^^J:r_ 

Es  ist  in  Yorkommenden  Fällen  leUbt,  ans  die» 
sen  Werthen  die  Cosinus  der  Combinationskanten  je 
zweier  Gestalten  einer  sphenoidischen  Combination 
zu  bestimmen,  indem  man  nnr  statt  m^  n^  mf  and  n^ 
diejenigen  Ableitnngscoßfficienten  za  substitairen 
braucht,  welche  den  combinirten  Gestalten  zukommend 

D.     Beispiele. 

«.    270. 

Combination  des  Aoataaes. 

Sillem  hat  uns  unter  andern  Combinationen  des 
Anatases  auch  die  in  Fig.  347  abgebildete  kennen  ge- 
lehrt. Sie  ist  eine  siebenzählige  holoedrische  Com* 
bination,  deren  Gestalten,  wenn  wir  JP  zur  Grundge« 
Btalt  wählen,  sich  auf  folgende  Weise  in  unser  Sehe- 
ma  ordnen;  es  gehören: 

1)  der  Hauptreihe  die  Flächen  o,  r,  P  und  ^, 

2)  der  Nebenreihe  die  Flächen  Vj  i  und  q. 
Für  die  Grundgestalt  P  ist  a  =  >^,  daher 

€09  Z  =  1^,  iangkZ  =  {^,  und  Z  =  136°  24'. 
Da  P»  P,  so  wird: 
0  =  oP, 

:ir=r  ooP  C«.  251,  a), 
/  =r  Poo  (§.  251,  b;  auch  §.  265,  3.  a).     , 
Die  Flächen  q   bilden  Zuschärfungen  der  Mittel- 
eeke  von  P,  und  zwar  sind  die  CK.  den  Höhenlinien 
der  Flächen  von  P  parallel,  folglich  ist: 
q  =  2Poo  {%.  255,  3,  a) 
Die  Bestimmung  der  Pyramide  r  ist  von  einer 
Messung  abhängig;  misst  man  z.  B.  die  CK.  rio^  so 
findet  man  153"  27^;  das  Supplement  dieses  Winkels, 

22* 
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oder  die  halbe  Mittelkante  der  Pyramide  r  ist  daher 
s3  26^^  33^;  vergleicht  man  die  Tangente  dieses  Win- 
kels mit  der  Tangente  der  halben  Mittelkante  von  P, 
so  findet  man,  dass  diese  genan  5mal  so  gross  als 
Jene,  weshalb 

r  =  iP 
nnd    €  =  iPcx) 
Die  Combination  ist  daher  vollständig  entwickelt, 
nnd  ihr  Seichen  wird: 

P.<xP.2Poo.Poo.iP:iPoo.oP. 

§.    271. 

Combination  des  Zinnerzes. 

Phillips  giebt  das  Bild  einer  idealen  Combination 
des  Zinnerzes,  aus  welcher  die  in  Fig.  348  darge- 
stellte neunzählige  Combination  gleichsam  ein  Aus- 
zug ist.  Wählen  wir  die  mit  $  bezeichneten  Flächen 
sur  Grundgestalt,  so  ordnen  sich  die  übrigen  Gestal- 
ten wie  folgt:  es  gehören 

1)  der  Hauptreihe,  *,  »  und  g, 

2)  der  Nebenreihe,  P,  ö  und  », 

3)  Zwischenreihen,  e,  z  und  r. 

Für  die  Grundgestalt  ist  a  =  |^,  daher 
co$X  =s  —  ^,  und  Jf  =  121^  35' 
cosZ  =        rr,  und  Z  =    87**  16' 
Da  nun  «  =  P ,  so  bestimmen  sich  sogleich : 
^  =  ooP 

P  =  Poo  (i.  256,  3,  a). 
n  =  ooPoo 
Was  nun  ferner  zuerst  die  ditetragonale  Pyra- 
mide z  betrifft,    so   folgt   aus  ihren  parallelen   CK. 
zwischen  P  und  g,    dass   sie  die  CK.   dieser   beiden 
Gestalten  abstumpft,  oder  dass  für  sie 

111  = -^(«.256,  5,  CG) 
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Phillips  giebt  ilire  beiden  Polkanten: 
X  =  118'  ICK 
y=  159^    5' 
daraus  folgt: 

»  =  *(§.  232,  3.) 
also:  M  =  3 

nnd        z  a  3Pf  ) 
Die  Gestalten  z  und  r  bilden  horisontale  CK., 
folglich  ist: 

r  =  ooPi 
Leichter  gelangt  man  zur  Bestimmung  ron  r,  >renn 
man  sie  von  r  abhängig  macht;  zu  dem  Ende  misst 
man  die  CK.  n\r^=  146''  19\  nnd sobtrahirt davon 90^, 
so  ist  der  Rest  56''  19^  =  ^JIl  in  ooPn,  die  zngehd- 
rige  Tangente  =  4,  und  daher  r  =  (X>P|,  u.  s.  w. 
Durch  z  werden  die  Pyramiden  t  und  o  unmittel- 
bar bestimmt,  nämlich: 

»  =  4P  (§.254,2,  a) 
0  =  6Poo  (§.254,  3,  a.) 
Die  einzige  nocli  zu  bestimmende  Gestalt  ist  da- 
her die  Pyramide  e\  aus  ihren  Verhältnissen  zur 
Grundgestalt  folgt,  dass  sie  eine  Pn;  die  fernere  Be- 
stimmung ist  jedoch  von  einer  Messung  abhängig. 
Phillips  giebt  die  CK.  P:e  =  169*"  30";  nach  Abzug 
von  90**  bleibt  79°  30'  für  \X'  oder  die  halbe  nor- 
male Polkante  von  e\  da  nun  die  halbe  Polkante  der 
Grundgestalt  =  60''  46',  so  folgt: 

,  und        ^  =  P3 
Die  Combination  ist  also  vollständig  entwickelt, 
und  ihr  Zeichen: 

(X)P.ooP|.cx)Poo.3Pi.P.Poo.5Px).iP.P3. 


*)  Man  findet  auch  aua   T^aUein  nach    §.  235  den  Werth 
2si  —  1  s=  5 ,  und  daher  M  ==  3. 
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f.    272, 

Combiaation  doi  Idokmsef. 
Die  nach  Moht  in  Hg.SdO  dargestellte  Combina- 
tion  des  Idokrases  ist  eine  14zählige,  holoedrische, 
deren  Gestalten  sich  für  c  als  Grandgestalt  ordnen, 
wie  folgt:  es  gehören: 

1)  der  Hanptreihe,  P,  o,  t,  r  nnd  c{; 

2)  der  Nebenreihe,  •  und  M\ 

3)  Zwischenreihen,  a,  z,  t,  Xj  €,  y*und  A, 
Für  die  Gnindgestalt  wird  a  =  |^| ,  daher 

eoiX  o=  —  ^,  nnd  JC  =c  129^  31' 
e^tZ  r=s  ^  und  Z  a  74^  iW 
Ans  der  Horisontalität  der  CK.  folgt,  das«  einer- 
leits  die  Ciestylten  «  und  t ,  anderseits  die  Gestalten 
e,  z  nnd  y*  in  eine  und  dieselbe  horizontale,  und  aus 
dem  Parallelismus  der  CK.  von  r,  e  und  jr,  dass  diese 
drei  Gestalten  in  eine  und  dieselbe  vertieale  Reihe 
des  Schemas  geboren^ 

Aus  ihren  Verhältnissen  zur  Grundgestalt  bestim- 
men sich  sogleich: 

P  =  oP 
rf  »ooP 
M  =  ooPoo 
o  =  Poo  (§.255,  3,  a.) 
Eine  approximative  Messung  giebt  die 
CK.   *  :  rf  =  146f*^ 
CK.  M.f=  1534^* 
lieht  mu  von  beiden  CK.  9(f  ab,  so  ist: 
I  halbe  Mittelkante  von  i  =  56^^ 

halbe  Seitenkante  von  f  =  634-^ 
die  Yergleichung  der  Tangente  des  ersteren  Winkels 
mit  der  Tangente  des  gleichnamigen  Winkels  von  P 
giebt: 

*  =  2P 
und  die  Tangente  des  letzteren  Winkek  unmittelbar: 
/=ooP2 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


Systenüehre.  Tetragonaisystem.  Cap.JF.    343 

folglich  müssen  auch  z  und  e  von  der  Form  »PS  seyn^ 
^un  sind  die  drei  cUtetragonalen  Pyramiden  Zy  $  and  x 
¥on  der  Form 

«Psi  (§.  255,  6,  CG.) 
und  die  Pyramide  e  wegen  ihrer  VerbältnUiie  n  2P 
und  ocPoo  von  der  Form  2mV»y  folglich 
%  =  2P2 
-?  =  4P2 
Da  aber  x^  e  und  r  in  eine  und  dieselbe  Terti- 
cale  Reihe  des  Schemas  gehören,   so  haben  sie  die 
erste  Ableitnngszahl  gemein,  folglich  ist 
X  =  4P4 
r  =  4P 
Weil  fomer  die  CK.  der  ditetr.  Pyramide  a  mit  P 
den  Höhenlinien  der  Flächen  der  letzteren   Gestalt 
parallel  laufon,  so  ist  für  a 

«(n  +  l)  =  ai(§.255,  1,«.) 
und  weil  a  zugleich  die  CK.  zwischen  2P2  und  ooP 
abstumpft,  so  ist  auch 

«i(ii-l)==i.(f  264,  3,  CG.) 
folglich  wird 

a  =  iP3 
und  daher  auch 

f  =  3P3 

Die  Bestimmung  des  ditetragonalen  Prismas  k 
endlich  ist  von  einer  Messung  abhängig;  misst  man 
z.  B.  die  CK.  M  :  A,  so  findet  man  16r  34%  und, 
nach  Abzug  Ton  90^,  für  die  halbe  normale  Seiten- 
kante des  Prismas  71*  34',  deren  Tangente  =  8, 
weshalb 

Somit  ist  die  Combination  vollständig  entwickelt, 
bnd  ihr  Zeichen: 
ooPoo.P.eP.ooPj2P.4P,2P2.4P2.Pflo.4P3.ooP3.ooP2.3P3. 

4P4. 
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i    273, 
Combination  des  ZirkoMt« 

Diese  in  Fig.  349  dargestellte  Combination  ist 
eine  achtzählige^  holoedrische,  deren  Gestalten  sieh 
fSr  P  als  Grandgestalt  ordnen,  wie  folgt:  es  gehören: 

1)  der  Hanptreihe,  P,  «  und  /; 

2)  der  Nebenreihe,  t  und  t ; 

3)  Zwischenreihen,  or,  y  und  z. 

FOr  die  Grandgestalt  P  ist  sehr  nahe  a  —  Vt^j 

daher : 

coiX=  —  \\,  und  X=sl23*  22^ 

cofZ=      ^,  and  Z=»  84^  15i' 

Ans  ihren  Verhältnissen  zu  P  bestimmen  sich  an» 

mittelbar: 

/  =  ooP 

i  5=5  OOPOO 

tz=zVoo  (§.256,  3,  a.) 

Zar  Bestimmang  von  «  wird  eine  Messang  erfor- 
dert; misst  man  z.  B.  die  CK.  «  :  /,  so  findet  man 
109"^  46%  daraas  die  halbe  Mittelkante  Ton  «  =  69* 
46^,  and  daher 

»  =  3P 

Die  drei  ditetragonalen  Pyramiden  Xj  y  and  z 
sind  wegen  ihrer  Verhältnisse  za  P  ohd  ocPoo  von 
der  Form  mVm  ($.255,  6,  CG.).  Nan  erscheint  an 
der  Pyramide  x  die  Pyramide  3P  mit  CK.,  welche 
den  normalen  Polkanten  von  x  parallel  sind,  folglich 
gilt  fQr  X 

«  =  3  (§.  254,  2,  o.) 

An  der  Pyramide  z  erscheinen  die  Flächen  der- 
•dben  Pyramide  3P  aU  AbstfiL  ihrer  diagonalen  Pol- 
kanten, folglich  wird  für  ;r 

?^«'!4li  =  3(i254,2.a.) 

oder       M  =s  5 
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Die  Besdnimniig  der  Pyramide  y  ist  toh  einer 
Messang  abhängig;  misst  man  s.  B.  die  CK.  y:#,  so 
findet  man  155''  T\  nach  Abzog  Ton  90""  bleibt 

4T  =  65^  r\ 
in  der  Grandgestalt  aber  ist 

\T  =  90^  —  +Jr  =  28^  19' 
nnd  daher,  weil    m  =>  iang^T  cotkT  (f.  233) 
si  =  4 
jDie  Cembination  ist  also  vollständig  entwickelt, 
and  ihr  Zeichen: 

ooPoo.P.3P.Poo.ooP.3P3.4P4.6P5. 

i    274 

GonbinatkmeD  des  tetragonalen  KnpferkieMs. 
Fig.  362  stellt  eine  vierzählige,  sphenoidiscbe 
Combination  des  tetragonalen  Kupferkieses  vor,  de- 
ren Entwicklang  sehr  leicht  ist.  Wählen  wir  das  vor- 
herrschende Sphenoid  p  zar  Grandgestalt,  so  folgt, 
dass  auch  p'  und  m  in  die  Hauptreihe,  c  dage^n  in 
die  Nebenreihe  gehören.    Aus  Haidinger's  Messungen 

ergiebt  sich  a  =  r—  =  »^0,9706,  daher  in  | 

co$X  =  -^,  und  JC  =  71"  20^ 
coiZ  =  ^,  und  Z  =  70**  r  (§239) 
•  Da  die  Flächen  m  vertical ,  so  sind  sie  die  eines 

p 
Prismas,  welches,  weil  es  mit  -^  noch  horizontale  CK. 

hervorbringt,  ocP  seyn  muss.  Die  tetragonale  Pyra- 
mide der  Nebenreihe  erscheint  an  der  Grandgestalt 
so,  dass  je  zwei  auf  einer  Fläche  der  letzteren  gele- 
gene CK.  parallel  sind;  folglich  ist 
c  =  2Poo  (S.  264,  3,  a.) 
Die  Flächen  p^  gehören  einem  in  verwendeter 
Stellung  befindlichen  Sphenoide,  nnd  stumpfendie  ab- 
wechselnden Polkanten  von  2Poo  ab;  folglich  wird 

p'  =  _I  (S.265,  2,  a.) 
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Die  Combination  ist  daher  Tollständig  entwickelt^ 

P  P 

und   ihr   Zeichen  : —.ooP.2Poo. -,    oder,    in   der 

Schreibart  der   secondären  Bezeichnung  des  §.  215^ 
S.00S.2P00.  — S. 

§.    275. 
FartietKQO^ 

FSr  die  in  Fig.  351  dargestellte,  fSnfkahlige,  sphe- 
neidische  Combination  des  tetragonalen  Kupferkieses 
erkennt  man  sogleich  das  Toilierrschende  Sphenoid  p 
als  identisch  mit  dem  gleichbezeichneten  der  vorigen 

p 
Combination;    es  ist  also  ~.   Da  nun  die  tetragonale 

Pyramide  c  an  diesem  Sphenoide  so  erscheint,  das« 
je  zwei  auf  einer  Fläche  desselben  gelegene  CK  par- 
allel sind,  1^0  ist  es  wiedenlm  2Poo;  auch  folgt,  wie 

p 
im  vorigen  §.,  dass  p'  =s  —  ~.     Bei  der  Kleinheit 

der  Flächen  m  könnte  man  Aber  ihre  verticale  Lage 

.ungewiss  bleiben,    und   in  ihnen  die  Flächen , eines 

sehr  spitzen  Sphenoides  vermnthen;    allein  der  Um- 

p 
stand,  dass  2Poo  zwischen  ihnen  und  —  mit  paralle- 
len CK.  erscheint,  beweist  sogleich,  dass 
m  =  oüP 

Das  von  Phillips  beobachtete  SkalenoSder  k  ge- 
p 
hSrt  zu  dem  Sphenoide  •^,  nnd  würde  abo  na^  der  se- 

cnndären  Bezeichnung  als  ein  S"  zu  bezeichnen  seyn. 
Da  nun  die  Mittelkanten  des  Sphenoides  =  70^  7% 
die  Mittelkanten  des  Skalenoßders  abef  nach  Phillips 
=  149**  2',  so  findet  sich  i 

*"        täng3y  V         ^'"      ■ 
wofür  man  um  so  sicherer  5  setzen  kann,  da  Phillips 
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die  MiUelkauten  des  Spheaoide«  xu  71''  iff  angiebt. 

Das  secundäre  Zeichen  des  SkalenoSders  wird  also 

5P5 
S?y  und  folglich  sein  primitiTes  Zeichen  -7-;  das  Zei- 

P     P&P5 

eben  der  ganzen  Combination  aber:   -. — ^.-^.2Poo. 

ooP,  öder  auch:  S.— S.S*.2P(x>.ooS. 

%.    276. 
Fertaetsung. 

Die  nach  Haidinger  in  flg.  353  dargestellte  Com- 
bination ist  eine  zehnzählige,  sphenoidische  Combi* 
nation  des  tetragonalen  Kupferkieses,  deren  Gestal- 
ten, wenn  wir  das  Torherrschende  Sphenoid  p  als 
Gmndgestalt  betrachten,  sich  ordnen,  wie  folgt:  es 
gehören 

der  Hauptreihe,  a,  ^  e,  jp,  p'^ 

der  Nebenreihe,  g^  b,  hj  c,, 

einer  Zwischenreihe,  f. 

ZuTdrderst  ist  klar,  dass  die  horizontalen  Flächen 
a  SS  oP;  femer  bestimmen  sich: 

c  =      2P(X)  (S.264,  3,  a.) 

l>'  =  -y  (§.265,  2,  a.) 

h  ^  Poo  (8.255,  3,  a.) 
Die  Bestimmung  von  h  fordert  eine  Messung; 
misst  man  z.  B.  die  CK.  b:hj  so  findet  man  168^  40^; 
nach  Subtraction  der  halben  Mittelkante  von  Poo, 
welche  =  44"^  35%  bleibt  das  Supplement  der  halben 
.  Mittelkante  von  h  =  124°  5',  folglich  diese  selbst 
=  55"^  55',  deren  Tangente  genau  =  ^tangii-*  35'; 
also  wird 

k  ==  4P00 

Eben  so  bestimmt  man  mittels  einer  Messung  der 
CK.  gib 
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doch  wird  diese  Bestimmung  unabhängig  von  jeder 
Messung,  sobald  man  darauf  Acht  hat,  dass  die  Flä- 

P 

chen  Ton  -^  mit  paraHelen  CK.  zwischen  je  einer  obe- 
ren Fläche  von  g  und  einer  unteren  Fläche  von  c  er- 
scheinen; setzt  man  die  Ableitungszahlen  dieser  Flä- 
chen in  die  allgemeine  CG.,  so  findet  sich  g  =s  -I-Poo, 
wie  vorher. 

Da  nun  die  Flächen  des  Sphenoides  e  die. ab- 
wechselnden Polkanten  von  ^^oo  abstumpfen,  so  ist: 

^  =  -^(§.265,  2,  a.) 

Die  Bestimmung  des  Sphenoides  d  ist  von  einer 
Messung  abhängig;  misst  man  die  CK.  dia^  so  fin- 
det sich  160''  48^ ;  ihr  Supplement  ist  dij^  halbe  Mit- 
telkante der  Muttergestalt  von  d^  und  54"*  2(/  die 
halbe  Mittelkante  der  holoedrischen  Grundgestalt; 
daraus  folgt: 

2 
Endlich  erfordert  aach  die  Bestimmung  des  Ska- 

lenoedersy=  — ^^  — ^  eine  Messung,    da  man  aus 

seinen  Verhältnissen  zu  ^Voo  weiss,  dass 

9« 

-  =  SÖTfl)  «^5,  1,  a.) 

Nun  ist  die  Neigung  von  f  :  f  über  6,  oder  die 
stumpfere  Polkante  Y  dieses  Skalenoäders  nach  Hai- 
dinger =  165^  a5',  der  Winkel  S'  aber  (§.232)  in 
fliPi».=  dem  halben  Mittelkantenwinkel  von  ^P,  also 
d'  =  24^  65';  weil  nun 

coi^Z  =  co$S'  iin^Y 
so  wird  in  mJfn  |Z  =  27°  34', 

.        coi^Y 
9m  iZ 
daher  d  =  62°  50',  und 

n  =  toiiff(d  +  45*)  =  3,11 
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wofür  man  auf  jeden  Fall  3  setzen  jnuss ;  die  ditetra- 
gonale  Pyramide  ist  daher  iP3,  und  das  SkalenoSder 

seine  .Polkanten  werden  rückwärts  berechnet  156°  13^ 
und  13r  22'. 

Die  Combination  ist  nun  vollständig  entwickelt, 
und  ihr   secandäres  Zeicl|en:      S. — S.2Poo.|Poo.Poo. 

iPoo.— iS.— iS^~iS.oS. 

%.    277. 

CombinaUonen  de«  Scbeelkalkes. 
Die  in  Fig.  35.4  dargestellte  Combination  des  Scheel- 
kalkes giebt  sich  sogleich  durch  die,  einseitig  links 
oder  rechts  gewendete  Lage  gewisser  Flächen  als 
eine  pyramidal  ^hemi^drische  Combination  zu  erken- 
nen. Setzen  wir  die  mit  p  bezeichnete  Gestalt  =  P, 
so  wird  n  eine  Pyramide  der  Nebenreihe,  während 
sich  g  und  a  als  pyramidal-hemiSdrische  Gestalten 
der  Zwischenreihen  bestimmen,  Ton  welchen  bei  der 
willkürlich    gewählten    aufrechten  Stellung  jene    als 

/  «fP»    j.  -     r  m?n         ,    .  ^ 

diese  als  -t—tt-  erscheint. 


r    2    '  /    2 

Für  die  Grundgestalt  ist  nach  Levy  «^  =  1^,  da- 
her X  =  108°  12',  Z  —  112**  2\  Da  nun  die  CK. 
zwischen  n  und  P  den  Höhenlinien  der  Flächen  der 
letzteren  Gestalt  parallel  laufen,  so  wird 

n  =  2Pao  (§.  255,  3,  a.) 
und  da  die  Flächen  von  g  die  CK.   zwischen  P  und 
2Poo  abstumpfen,  so  gilt  für  g  die  Gleichung 
«•  -h  «•«  —  2«  =  0  (§.  255,  3,  CG.) 

Die  weitere  Bestimmung  ist  jedoch  von  einer 
Messung  abhängig;  misst  man  z.  B.  die  CK.  giUy  so 
ündet  man  sehr  nahe  163"^;  das  Supplement  dieses 
Winkels,  zu  der  halben  Pplkante  von  2Poo  (=50°  200 
addirt,  giebt  die  halbe .  diagonale  Polkante  der  dite- 
tragonalen  Pyramide  g 

iF=  67°  20' 
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Set2t  man  mtn  in  1er  Formel  für  tamg\Y  des 
§.227  statt«!  seinen  Werth  — r-T>  so  folgt: 

•<^"    r^  =  faJV+K»^"  =  1,986 

wofür  man  2  zu  setzen  hat;  daher  wird' 
I»  =  3  und  «I  =r  4 
Zur  Bestimmung  der  zweiten  tetragonalen  Pyra- 
mide von  abnormer  Flächenstellung  dient  zuvörderst 
der  Parallelismus  der  CK.  zwischen  den'  drei  Flächen 
gj  n  und  a;  setzt  man  nämlich  die  diesen  drei  flä- 
chen entsprechenden  Parameter  in  die  allgemeine  C6. 
des  1«  68,  so  folgt  für  a  =  mPn  die  Bedingungsglei- 

ehung 

«I        ,  2n 

n  =  -    -«  oder  m  = r ; 

«1  —  2  n  —  1 

ihre  voUständige  Bestimmung  ist  jedoch  gleichfalls 
von  einer  Messung  abhängig;  müsst  man  z.B.  die  CK. 
ai  P^  so  findet  man  löl"^  33^,  und  subtrahirt  man 
hierauf  das  Supplement  dieses  Winkels  von  der  hal- 
ben Polkante  der  Pyramide  2Pcx),  so  erhält  man  21''  53' 
als  den  Winkel  J^X  in  §.  238,  für  welchen,  wenn  man 
statt  n  seinen  obigen  Werth  einfuhrt 

tang\X  =. -^^/^ 

wird;  damus  folgt: 

«  —  1  =  coHXV^^S 
und  daher 

u  =  4P2 
Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch  durch  Mes- 
sung der  Mittelkante  von  a,  welche  155°  56^  beträgt. 
Die  Combination  ist  also  vollständig  entwickelt,  and 

•k     .y  •  k        non      /4P3r4P2 
ihr  Zeichen:  P.2Poo.-2-_,-.       , 

r   2    /    2 
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f.    278. 
Fortsetavng. 

Levy  hat  an  #[ier  Varietät  des  Schlackenwalder 
Scheelkatkes  die  Combination  Fig.  355  beobachtet;  da 
wir  es  also  mit  derselben  Species  zu  thun  haben  wie 
im  vorigen  §.,  so  müssen  wir  zuvörderst  nachsehen, 
ob  die  daselbst  angenommene  Grundgestalt  auch  hier 
zu  finden  ist.  Eine  Messung  der  Mittelkante  p  :  p 
überzeugt  uns  sogleich  von  der  Identität  dieser  Py- 
ramide mit  der  Pyramide  p  in  Fig.  354;  folglich  gilt 
sie  uns  als  die  Grundgestalt  unsrer  Combination.  Aus 
der  symmetrischen  Lage  der  Flächen  c  zu  je  zwei 
Flächen  b  folgt,  dass  c,  und  aus  den  horizontalen 
CK.  zwischen  e  und  n,  dass  auch  n  eine  Pyramide 
der  Nebenreihe  sey;  wogegen  die  einseitige  Ausbil* 
düng  der  Flächen  a  sogleich  lehrt,  dass  sie  einer  te-* 
tragonalen  Pyramide  der  dritten  Art  angehören  müs* 
zen.  Da  nun  die  CK.  von  n  und  P  den  Höhenlinien 
der  Flächen  von  P  parallel  sind,  so  folgt  wieder 
n  =  2Poo  (8. 255.) 

Nun  erscheint  aber  n  ganz  auf  dieselbe  Art  zwi- 
schen p  und  a  wie  in  Fig.  354;  auch  ist  die  Lage 
der  CK.  zwischen  a  und  p  ganz  übereinstimmend  mit 
4er  gleichnaudgen  CK.  in  der  erwähnten  Figur;  dies« 
und  ttöthigenüedls  eine  Messung  überzeugt  uns,  dass 
a:^  4P2 

Die  Bestimmung  der  Pyramide  b  erfordert  eine 
Messung;  misst  man  z.  B.  die  Neigung  einer  oberen 
zu  einer  unteren  Fläche,  so  findet  man  73^^  8^;  da 
nun  die  Tangente  der  Hälfte  dieses  Winkels  genau 
halb  so  gross,  als  die  Tangente  der  halben  Mittel^ 
kante  von  P,  sawird 

i  =  4P 

Dagegen  ist  nun  die  Pyramide  e  aus  dem  P^ral- 
lelismus  der  CK.  der  Flächen  c,  b  und  n,  oder  dar- 
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aas  SEI!  bestimmeti,  dasa  b  die  CK.  xwischeii  einem 
linken  e  und  rechten  b  abstampft;  setzt  man  nftmlich 
in  die  allgemeine  CG.  des  §.  68  d^  je  dreien  dieser 
Flächen  entsprechenden  Parameter ,  so  erhält  man 

e  =  ifoo 
in  ToUkommener  Cebereinstimmang  mit  den  von  Lery 
angegebenen  Messungen. 

Die  Combination  ist  daher  vollständig  entwickelt, 

und  ihr  Zeichen:  iP.P.2Poo.4Poo.j-y^. 


Dritter  Abschnitt 
Vom  Hexagonaliyiteme. 


Erstes   Capitel. 

Von  den  Axen  und  einzelen  Gestalten  des 
Hexagonalsystemes. 

S.    279. 
Gnmddiarakter ,  Zwischenixen,  Haupt«chiiitte. 

Das  Hexagonalsystem*)  ist  nach  §.43  der  Inbe- 
griff aller  möglichen  Gestalten,  deren  geometrischer 
Grandcharakter  durch  vier  Axen  ausgesprochen  ist, 
▼on  welchen  sich  drei  gleiche  in  einer  Ebene  unter 
60^  schneiden,  während  die  vierte  auf  ihnen  recht- 
winklig ist.  Der  von  Breithaupt  vorgeschlagene  Name 
bezieht  sich  auch  hier  auf  die  Mittelqaerschnitte  i^- 
1er  zu  dem  Systeme  gehörigen  Gestalten,  indem  sel- 
bige entweder  reguläre  Hexagone,   oder  doch  solche 


*)  RbomboMriflches  System  nach  Moht,  sedisgliedrigei  S.  nack 
Weias,  monotdaMtriachet  S.  nach  HauamaiiB. 
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Figuren  sind,  in  oder  um  welche  dergleichen  beschrie- 
ben werden  können. 

Ausser  der  Hauptaxe  und  den  drei  Neben- 
axen  sind  in  diesem  Syisteme  noch  drei  Zwisehen- 
axen  zu  berücksichtigen,  welche  in  der  Ebene  der 
Basis  mitten  zwischen  je  zwei  Nebenaxen  hinlaufen, 
und  daher  unter  30^  gegen  selbige  geneigt  sind.  Die 
Ebenen  durch  die  Hauptaxe  und  je  eine  der  Neben- 
axen (oder  die  Coordinatebenen  des  Systemes)  nen- 
nen wir  auch  hier,  wie  im  tetragonalen  Systeme,  dio 
normalen,  die  Ebenen  durch  die  Hauptaxe  und  je 
eine  der  Zwischenaxen  die  diagonalen  Haupt- 
schnitte. 

Als  geometrische  Grundgestalt  kann  in  diesem 
Systeme  jede  Gestalt  gelten,  deren  Parameter  das 
endliche  Yeshältniss  i  :  t  :  a  haben.  Wiewohl  es 
nun  unendlich  viele  dergleichen  Verhältnisse  geben 
kann,  so  sind  doch  für  jedes  derselben  nur  12  Flä- 
chen möglich,  welche  sich  gegenseitig  zu  gleichschenk- 
ligen Dreiecken  begränzen,  und  zusammen  eine  Py- 
ramide von  hexagonaler  Basis  darstellen. 

S     280. 

Subsidiarisches  dreizähliges  Axensystem. 

Der  so  eigenthümliche  Charakter  dieses  Syste- 
mes, kraft  dessen  seine  sämmtlichen  Gestalten  um 
eine,  die  Symmetrie  beherrschende  Hauptaxe  sechs- 
gliedrig,  oder  a,uch  drei-  und  dreigliedrig  ausgebil- 
det sind,  macht  die  Annahme  eines  rierzähligen  Axen- 
systemes  durchaus  nothwendig,  sobald  es  sich  um  die 
naturgemässe  Auffassung  und  richtige  Darstellung  der 
einzelen  Gestalten  sowohl,  als  auch  des  zwischen  ih- 
nen bestehenden  geometrischen  Zusammenhanges  han- 
delt. Die  Lehre  von  '  den  einfachen  Gestalten ,  von 
der  Ableitung  und  Bezeichnung  muss  daher  jedenfalls 
auf  ein  dergleichen  Axensystem  gegründet  werden, 
'        I,  23       . 
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weil  für  sie  kein  Grand  vorhanden  ist,  die  so  angen- 
scheinlich  hervortretenden  Symmetrieverhältnisse  zu 
vernachlässigen)  nnd  gleichsam  der  Nator  zum  Trotz 
irgend  ein  anderes,  in  der  Erscheinnngsweise  der  Ge- 
stalten nicht  indicirtes  Axensystem  einzuführen.  In 
der  Lehre  von  der  Berechnung  der  Gestalten  verhält 
^s  sich  dagegen  anders.  Zwar  werden  Ihre  Resultate 
so  dargestellt  werden  mfiitsen,  dass  sie  mit  der  Ab- 
leitung und  Bezeichnung  im  Einklänge  sind,  und  folg- 
lich ein  vierzähliges  Axensystem  voraussetzen ;  allein 
die  Bechnungsoperationen  selbst  können,  bei  dem  Ge- 
brauche der  analytisch -geometrischen  Methode,  mit 
jener  Voraussetzung  nicht  bestehen,  weil  die  vierte 
Axe  ein  für  den  Calcul  ganz  unbrauchbares  Element 
ist,  vor  dessen  Elimination  an  die  Anwendung  jener 
Methode  nicht  wohl  gedacht  werden  kann.  Die  Cal- 
Qule  selbst  müssen  daher  auch  im  Gebiete  dieses  Sy- 
slemes  auf  ein  subsidiarisch  gewähltes  dreisähliges 
A:«ensystem  gegründet  werden,  wenn  sich  gleich  die 
Grossen,  mit  denen  man  rechnet,  und  die  erhaltenen 
Resuftate,  ab  Functionen  dieser  Grössen ,  auf  das  ur- 
sprünglich gegebene  vierzä|ilige  Axensystem  beziehen. 

%.    281. 
R^rSsentaliTe  nnd  calculatire  Gle^phungen  der  FUcben« 

Da  sich,  wie  bereits  erwähnt  worden,  die  kry- 
stallographische  Bezeichnung  auf  ein  vierzähliges 
Axensystem  beziehen  wird,  die  Gleichungen  der  ver- 
schiedenen Flächen  einer  jeden  Gestalt  aber  unmittel- 
bar aus  ihrem  krystallographischen  Zeichen  ableiten 
lassen  müssen,  sq  werden  wir  auch  zunächst  auf  sol- 
che Gleichungen  gelangen,  welche  zumTheilvon  der 
vierten  Axe  abhängig  sind.  Wir  wollen  diese ,  un- 
mittelbar aus  dem  krystallographischen  Zeichen  fol- 
genden, CUeichungen ,  weil  sie  die  Lage  der  Flächen 
in  Bezug  auf  das  anschaulich  gegebene  Axensystem 
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darstellen,  die  repräsentatiTeii  Gle^chiiiigen  neu* 
nen.  Ihre  Anffindung  geschieht  sehr  leicht  in  folgen* 
der  Art 

Man  bezeichne  die  Hanptaxe  alsAxe  der  ar,  die 
drei  Nebenaxen  als  Axen  der  y^  z  und  tr,  und  all- 
gemein die  in  diese  Axen  fallenden  Parameter  irgend 
gegebener  Flächen  mit  m,  n,  r  und  $.  Fdr  jeden  Sex- 
tanten der  Basis  heisse  jeder  unmittelbar  anliegende 
ein  Neb eji Sextant^  jed^r  nächtsfolgende  ein  NacE- 
barsextant,  und  der  gegenüberliegende  der  6e« 
gensextant.  Was  eä  hiernach  bedeute,  wenn  man 
Ton  zwei  Flächen  sagt,  sie  liegen  in  Neben-,  Nach- 
bar- oder  Gegensextanten,  ist  von  selbst  einleuch- 
tend* Geht  man  nun  von  irgend  einem  Sextanten 
aus,  und  bezeichnet  die  üna  zukommenden  halben 
Nebenaxen  als  die  Halbaxen  der  +  y  und  +  2r,  so 
fallen  in  seine  Nebensextanten: 

die  Halbaxen  der  +  ^  ^ui^  +  ^ 

in  seine  Nachbarsextanten: 

die  Halbaxen  der  -)*  ^  ^"id  —  y 
---        -     —  ff«      — z 
und  endlich  in  seine  Gegensextanten: 
die  Halbaxen  der  —  y  und  —  z. 
'       Ist  nun  eine  Fläche  i^ gegeben,   so  kann  man 
stets  ihren  Sextanten  willkürlich  als  den  ersten  be- 
trachten; sie  schneidet  daher  die  Axen  der  y  und  z 
in  ihren  positiven  Hidften,  und  ihre  Gleichung  wird: 

±^+i+f=» (" 

Sind  aber  zwei  Flächen  JF  und  f^  gegeben,  so 

können  sücksichtlich  ihrer  Lage  folgende  drei  Fälle 

Statt  finden: 

1)  Beide  Flächen  liegen  in  einem  und  demselben 

Sextanten  oder  auch  in  Gegensextanten;    setzt 

man  dann  die  Gleichung  der  einen  Fläche  J^  wie 

23* 
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Torher ,  so  werden  die  GHeichangen  der  zweiten 
Fläche  F^i 


±5^  +  1^  +  ?^  =  * <2> 

oder  +^,  -  »   -;^  =  1 (3) 


n         r 

2)  Die  nftchen  liegen  in  Nebensextanten;  dann 
werden,  für  dieselbe  Gleichung  von  Fy  die  re- 
präsentativen Gleichnngen  der  sweiten  Fläche  JP^: 

±5  +  f +  f  =  1. .  .w 

oder  ±  *  +|,-^=.l (5) 

3)  Die  Flächen  liegen  in  Nachbarsextanten;  dann 
werden,  nnter  Voranssettung  d^  obigen  Glei- 
chung von  Fj  die  repräsentativen  Gleichungen 
von  jp': 

iff-l'  +  f^» («) 

Oder  ±  J_i;._^  =  i.....(7) 

!•    282. 
'       Fortaetsung. 

Für  den  krystallographischen  Calcnl  kommt  es 
nun  darauf  an,  die  letzten  vier  repräsentativen  Glei- 
chungen calculativ  zu  machen,  d.  h.  die  Coordinate 
u  wegzuschaffen,  und  somit  das  durch  die  Erschei- 
nungsweise der  Gestalten  nothwendig  gebotene,  und 
für  die  krystallographische  Betrachtung  und  Ablei- 
tung nnumgängliche  vierzählige  Axensjstem  auf 
ein  dreizähliges  zu  reduciren,  in  welchem  sich  die 
Axen  der  y  und  z  unter  60"*  schneiden ,  während  die 
Axe  der  x  auf  ihnen  rechtwinklig  ist.     Wir  haben 

^so  jede  Gleichung,    in  welcher  das  Glied  -7  auf- 
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tritt,  in  eine  andere. sa  verwandeln,  in  wacher  statt 

Jenes  Gliedes  entweder  -^  oder  --j  erscheint.    Diese 

Verwandlung  ist  sehr  leicht,  nnd  giebt  in  jedem  Falle 

ßr  p'  den  Werth  p—p»  ^  /  den  Werth  jt^,, 

weshalb  sich  denn  die  vier  letsteren  Gleichungen  des 
vorigen  §,  in  folgende  verwandeln: 

61.  (5);... in  ±4+    -^    +Öl:#«i 

«^ <•)•■■•" ±?-  {'  -^^-* 

C1.CT i.±4_Öl:^_    4    =1 

Wir  wollen  kfinftig  die  so  transformirten  Glei- 
chnngen  der  Fl&chen  ihre  calcnlativen  Gleichun- 
gen nennen.  . 

§.    283. 
Einfache  Gestalten  des  Systemes. 

Die  einfachen  Gestalten  des  Hexagonalsystemes 
entlehnen  ihren  allgemeinen  Namen  von  der  F^r  ih«- 
rer  Flächen,  oder  von  gewissen  Verhältnissen  ihrer 
Configuration  überhaupt,  ihren  Zunamen  von  der  Fi- 
gur ihrer  Mittelqnerschnitte  oder  der  Beschaffenheit 
ihrer  Polecke.  Im  Allgemeinen  giebt  es  folgende, 
« ihrer  Form  nach  wesentlich  verschiedene  Arten  von 
Gestalten : 

1)  Trigonale  Pyramiden, 

2)  Hexagonale  Pyramiden, 

3)  Dihexagonale  Pyramiden, 
4)^  Rhomboäder, 

5)  Hexagonale  Skaleno^der,  ^ 

6)  Trigonale  TrapexoiSder, 

7)  Hexagonale  Trapezoäder. 
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Jede  dieser  Arten  enthält  einen  zahllosen  Inbe- 
griff von  Varietäten,  welche  entweder  nur  durch  ihre 
Dimensionen,'  oder  mch  durch  ihre  Flächenstellong 
▼erschieden  sind.  Ausser  diesen  geschlossenen  Ge- 
stalten erscheinen  noch  viererlei,  nämlich  trigonale 
und  hexagonale,  ditrigonale  und  dihexagonale  Pris- 
men, so  wie  das  basische  Flächenpaar,  welche  jedoch 
nur  als  die  Gränzgestalten  gewisser  Pyramiden  zu  be- 
trachten sind,  und  sowohl  deshalb,  als  auch  wegen 
ihrer  indefiniten  Ausdehnung  nicht  wohl  als  selb- 
ständige Gestalten,  angeführt  werden  können. 

f,    284. 
Trigonale  Pyramiden. 

Die  trigonalen  Pyramiden,  Flg.  356,  sind  von  6 
gleichschenkligen  Dreiecken  umschlossene  Gestalten, 
deren  Mittelkanten  in  einer  Ebene  liegen;  sie  ha- 
ben 9  Kanten  und  ö  Ecke. 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  6  sytnmetrische  Pol- 
kanten, und  3  regelmässige  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  gleichf^Is  zweierlei:  2  trigonale 
Polecke,  und  3  rhombische  Mittelecke. 

Die  Querschnitte  sind  gleichseitige  Dreiecke. 

In  den  bis  jetzt  beobachteten  Varietäten  dieser 
Gestalten  verbinden  die  Nebenaxen  die  Eckpuncte 
der  Basis  mit  den  Mittelpuncten  der  gegenäberliegen- 
den  Mittelkanten. 

S.    285. 
Hexagonak  Pyramiden. 

4ya.  SedngUedrIge  ntppdpynuaidWy  nawuMtr«  avdi  Qa«r- 
xoide ;  Weiss.  ^  Oleiclisoheiildige  sechsseitige  Py rmsidea, 
aach  DfrkomboMer;  Mohs.  Aekteekige  Dodekaider  s.  Th. 
Bernhardt   Bip jfamidaldodekafider ;  Hausmam. 

Die  hexagonalen  Pyramiden,  flg.  357  imd  358, 
sind  von  12  gleichschenkligen  Dreiecken  umschlos- 
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se^e  Gestalten,  deren  Mittelkanten  in  einer  Ebene 
liegen;  sie  haben  18  Kanten  und  8  Ecke. 

Die  Kanten  sind  zw.eierlei:  12  symmetlrische  Pol- 
kanten, und  6  regelmässige  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  zweierlei :  2  hexago- 
nale  Poleeke,  und  6  rhombische  Mittelecke. 

Die  Querschnitt^  sind  reguläre  Hexagone. 
.  Von  diesen  Pyramiden  sind,  wie  im  Tetragonalr 
Systeme,    folgende  drfti,  durch  ihre  Flächenstellung 
und  die  Grösse  ihrer  Basen  wesentlich  verschiedene 
Unterarten  zu  unterscheiden: 

1)  Hexagonale  Pyramiden  von  normaler 
Flächenstellung,  oder  h.  P.  der  ersten 
Art;  ihre  Flächen  sind  rechtwinklig  auf  den 
diagonalen  Hauptschnitt^n,  oder  gleich  geneigt 
gegen  je  zwei  normale  Hanptschnitte  des  A.xen- 
systemes. 

2)  H.  P.  von   diagonaler  Flächenstellung, 
;  oder  h.  P.  der  zweiten  Art;    ihre  Flächen 

sind  rechtwinklig  auf  den  normalen  Hauptschnit«- 
ten,  oder  gleich  geneigt  gegen  je  zwei  diago- 
nale Hauptschnitte. 

3)  H.  P.  von  abnormer  Flftchenstellung, 
oder  h.  P.  der  dritten  Art;  ihre  Flächen  sind 
weder  auf  den  diagonalen,  noch  auf  den  norma« 
len  Hauptschnitten  rechtwinklig,  und  haben  also 
eine  mittlere  Stellung  zwischen  den  Flächen  der 
beiden  ersten  Arten. 

In  der  ersten  Art  bildet  die  Basis  ein  Hexagon 
«..•.a,  Fig.  367,  dessen  Seiten  die  Nebenaxen  un- 
ter 60*  scjmeiden;  die  Basis  der  zweiten  Art  ist  das 
regelmässig  umschriebene  Hexagon  i ....  &  für  jenes, 
während  die  Basen  der  dritten  Art  c c  unregel- 
mässig umschriebene  Hexagone  darstellen. 
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i    286. 

J>üiexag(Mude  Pyramideii,' 

e^  lAdM-iua-SMlMkuiCiier,  soehOidoMttMtfoawe-ma-e- 
kaatiffe  DoppelpyruBide;  Weit«.  IJa^ch«oli«kHge  swUf 
•ettife  Pyraaudei  Mohf.     Doppelt  swAlftelÜge  Psraaidei 


Die  dihexagonalen  Pyramiden,  Fig.  359  nnd  360, 
lind  von  24  ungleichseitigen  Dreieclcen  umschlossene 
Gestalten,  deren  Mtttellcanten  in  einer  Ebene  lie* 
gen;  sie  haben  36  Kanten  und  14  Ecke. 

Die  Flächen  grnppiren   sich  in  12  Flächenpaare. 

Die  Kanten  sind  insgesammt  symmetrisch  und 
dreierlei:  12  kürzere,  stumpfere,  12  längere  schär- 
fere Polkanten,  und  12  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  gleicSifalls  dreierlei:  2  dihexago- 
nale  Polecke,  6  rhombische  spitzere,  und  6  derglei« 
chen  stumpfere^  Mittelecke. 

Die  Nebenaxen  verbinden  die  6  abwechselnden, 
die  Zwischenaxen  die  übrigen  6  Mittelecke. 

Die  Querschnitte  sind  dihexagonal;  die  beiderlei 
Hauptschnitte  Rhomben. 

Diejenigen  Polkanten  und  Mittelecke,  welche  in 
den  normalen  Hauptschnitten  liegen,  nennen  wir  die 
normalen,  die  andern  die  diagonalen  Polkan- 
fen  und  Mittelecke;  in  einigen  Pyramiden  sind 
Jenfe,  in  andern  diese  die  stumpferen. 

%.     2. 

RhoffiboSder.  • 

BigtL   Rkonbotde  dgrFmme«  lUoftenflaoh;  ToaBmoaer.'   AdO- 
ecUge  HexaMer  x.  IV  BeiskKiU. 

Die  Rhomboeder,  Fig.  362  und  363,  sind  iNm  6 
Rhomben  umschlossene  Gestalten,  deren  Mittelkanten 
nicht  in  eincgr  Ebene  liegen,  sondern  im  Zickzack 
abwechselnd  auf-  und  absteigen;  sie  haben  12  Kan- 
ten und  8  Ecke. 

Die  Kanten  sind  symmetrisch,    und,    wiewohl 
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gleichhing,  doch  nach  Lage  und  Winkelmaass  zweier- 
lei ^  nänüieh  6  Polkanten,  und  6  mit  ihnen  parallele 
Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  zweierlei :  2  trigonale 
Polecke,  und  6  unregelmässig  dreiflächige  Mittelecke. 

Die  Querschnitte  sind  ^heils  gleichseitige  Drei- 
ecke,, theils  gleichwinklige  Sechsecke;  der  Mittel 
Querschnitt  ein  regelmässiges  Hexagon. 

Auch  von  d^n  Rhombo^dern  sind  rücksichtlich 
ihrer  Flächenstellung  drei,  wesentlich  verschiedene 
Arten  zu  merken,  indem  sie  theils  normale,  theils 
diagonale,  theils  abnorme  Flächenstellung  besitzen; 
die  ersteren  sind  bei  Weitem  die  häufigsten,  d^e  an- 
dern beiden  Arten  höchst  selten.. 

Man  theilt  die  Rhombo^der  in  stumpfe  und 
spitze  Rhomboeder;  in  jenen  ist  der  Polkantenwin- 
kel  >  W,  in  diesen  <  90*';  wird  dieser  Winkel 
s=  90^,  so  werden  die  Flächen  Quadrate,  und  das 
RhomboSder  ein  HexaSder,  welches  gleichsam  als 
eine  neutrale  .Gestalt  ztvischen  den  stumpfen  und 
spitzen  Rhombo^dem  mitten  inne  steht,  aber  von 
diesem  Systeme  ausgeschlossen  ist. 

§.    288. 

Hexagonale  Skalenoeder. 

Sgu*  Drei  -  und -Oreikaatnef;  Weit«.  liAglcicludienbfige  secbs- 
seitife  Pyramiden;  Moiia.  BipyraBioide ;  HaasmaBa.  Kallf- 
pyramidea;  v.  Räumer. 

'^  Die  faexagonalen  Skaleno§der,  Fig.  364  und  365, 
sind  von  12  ungleichseitigen  Dreiecken  umschlossene 
Gestalten,  deren  Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  sondern  im  Zickzack  abwechselnd  auf-  und 
absteigen;  sie  haben  18  Kanten  und  8  Ecke. 

Die  Flächen  gruppiren  sich^  se|ir  auffallend  in 
6  Fläcbenpaare. 

Die  Kanten  sind  dreierlei:, 6- symmetrische ,  län- 
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gere,*  stumpfere,  6  dergleichen 9  kuriere,  sehärfere 
Polkanten,  und  6  unregelmäeeige  Mittelkanlen. 

Die  Ecke  sind  zweierlei:  2  ditrigonale  Polecke, 
nnd  6  anregelmässig  vierflächige  Mittelecke. 

Die  Nebenaxen  verbinden  die  Mittelpuncte  Je 
sweier  gegenüberliegender  Mittelkantea;  die  Pole  der 
Zwischenaxen  sind  durch  nichts  beseichnet 

*  Die  Querschnitte  sind  theils  ditrigpniJ,  iheils  un- 
regelmässig zwdlfseitig;  der  Mittelquerschnitt  ist  ein 
Dihexagon;  die  normalen  Hauptschnitte  sind  Rhom- 
ben, die  diagonalen  Hauptschnitte  Rhomboide. 

f.    289. 
Trigonale  Trapezo^der. 
%i.   Ditriffonle  TrapcaMer;  BreidMopt. 

Die  trigonalen  TrapezoSder,  Fig.  366,  sind  von 
6  gleichschenkligen   Trapezoiden   umschlossene   Ge- 
stalten,   deren  Mittelkanten   nicht  in   Mner  Ebene 
liegen,   sondern  im  Zickzack  abwechselnd  auf-  und. 
abste^en;  sie  haben  12  Kanten  und  8  Ecke. 

Die  Kanten  sind  unregelmässig  und  dreierlei: 
6  Polkanten,  3  längere,,  stumpfere,  und  3  kürzere, 
schärfere  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  zweierlei:  2  trigonale  Polecke, 
und  6  unregelmässig  dreiflächige  Mittelecke. 

Die  Nebenaxen  verbinden  die  IVßttelpunete  Je 
zweier  gegenüb^liegender  Mittelkanten ;  die  Pole  der 
Zwischenaxen  sind  durch  nichts  bezeichnet. 

Die  Querschnitte  sind  theils  trigonal,  theib  un- 
regelmässig sechsseitig;  der  Mittelquerschnitt  ein  Di- 
trigon ;  die  normalen  Hauptschnitte  symmetrische  Tra- 
pezoide. 

Von  jeder  dieser  Gestalten  giebt  es  zwei,  in  Be- 
zug auf  ihre  einzelen  Begränzungselemente  vollkom- 
men gleiche  und  ähnliche,  allein  rücksichtlich  der 
Verknüpfung  und  Lage  derselben  wie  ein  rechtes  und 


Digitized  by  VjOOQ IC  * 


^Sysiemlehre.  Hexagonalsy Stent.   Cap.I.    36ä 

Unkes  Ding  desselben  Paares  verschiedene  Ebenbil- 
der (vergl.  §.201). 

f.    290.  ^ 
Hescagenale  TrapesBoSder« 
Sifli,  DUmagOMle  'rrapomMer',  Brettkiupt. 

Die  hexagonalen  TrapezoSdeJr,  Fig.  368,  sind  von 
12  gleichschenkligen  Trapezoiden  umschlossene  Ge- 
stalten, deren  Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene  lie- 
gen, «ondem  im  Zicdczack  abwechselnd  mf-  and  ab- 
steigen; sie  haben  24  Kanten  und  14  Eck6. 

Die  Kanten  sind  unregelmässig  und  dreierlei:  12 
Polkanten,  6  längere,  stumpfere, ,  und  6  kunere, 
schärfere  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  zweierlei:  2  bexagoaale  Polecke, 
und  12  unregelmässig  dreiflächige  Mittelecke. 

Die  Nebenaxen  verbinden  Je  zwei  gegenüberlie- 
gende der  6  abwechselnden  Mittellcanten,,  die  Zwi- 
schenaxen  die  übrigen  6  Mittelkanten. 

Die  Querschnitte  sind  theils  hexagonal,  theils 
unregelmässig  zwölfseitig;  der  Mittelqnerschnitt  ""ein 
Dihexagon;  die  beiderlei  Hauptschnitte  Rhomben. 

Wir  nennen  die  an  den  Endpuncten  der  Neben- 
axen  gelegenen  Mittelkanten  die  nar malen,  die  a[n- 
dem  die  diagonalen  Mittelkanten;  in  einigen  Tra- 
pezoädern  sind  jene,  in  andern  diese  die  schärferen. 

Uebrigens  giebt  es  auch  yon- jedem  dieser  Tra- 
pezoäder  zwei,  wie  ein  rechtes  und  linkes  Ding  des- 
selben P^aares  imterschiedene  Exemplare. 

f.    291.     . 
Holo^diMie  und  iieiidedriidie  Gestalten. 

Eine  V ergleichung  der  Symmetrieverhältnisse  die^ 
ner  Gestalten  mit  den  Sjrmmetrieverhältnissen  des  hexa^ 
gonalen  Axensystemes  selbst  lehrt  uns,  welche  der- 
selben als  holoedrische,  und  welche  als  hemiädrische 


Digitized 


5y  Google 


364  Reine  Krystaüographie. 

oder  tetarlo^drische  Gestalten  2a  betrachten  sind. 
Nächst  der  fiir  alle  Krystallsy'steme  gemeinschaftlich 
gültigen  Bedingung,  dasf  Jede  holoedrische  Gestalt 
eine  parallelflächige  seya  mnss  (§.  47),  ergeben  sich 
ans  der  ursprünglichen  Gleichwerthigkeit  der  drei  Ne- 
benaxen  nach  Grösse  und  Lage  folgende  swei  Krite- 
rien der  Holo^drie : 

Es  müssen  alle  holoidrischen  Gestalten 
1)  um  den  Pol  jeder  Nebenaxe  eine  Yollkommea 
gleiehmüssige  Yertheilnng  und  Verknüpfung  ih- 
rer Begränxungselemente  nach  rechts  und  links, 
nach  oben  und  unten  zeigen;  daher  auch 
ü)  in  der   ersten  und  verwendeten  Normalstellung 
(§.  42)  absolut  dasselbe  Bild  gewähren. 
Aus  dem  Mangel  des  Flächenparallellsmus  folgt 
sogleich,  dass  die  trigonalen  Pyramiden,  die  trigona- 
len  und  hexagonalen  Trapezo^der  geneigtflächig- he- 
miödrische,  zum  Theil  wohl  auch  tetartoßdrische  Ge-' 
stalten  sind. 

Prüfen  wir  die  übrigen  Gestalten  nach  den  so 
eben  aufgestellten  Kriterien,  so  ergiebt  sich  aus  dem 
ersten  Kriterio,  dass  di^  hexagonalen  Pyramiden  von 
abnormer  Flächenstellung,  und  ans  beiden  Kriterien, 
dass  die  Skalenoßder  und  Rhombq^der  gleichfalls  he- 
miedrische  (diese  letzteren,  zum  Theil  wohl  auch  te- 
tarto^drische)  und  zwar  parallelfiächig-hemiädrische 
Gestalten  sind«  Folglich  bleiben  nur  die  hexagonalen 
Pyramiden  der  ersten  und  zweiten  Art,  so  wie  die 
dihexagonalen  Pyramiden  als  holoedrische  Gestalten 
übrig,  und  wir  erhalten  folgende  vorläufige  Ueber- 
sicht  der  hexagonalen  Gestalten  nach  den  Verhält- 
nissen der  HoloSdrie  und  Hemi^rie. 
A.    Holoidrücke  OeiiaUen. 

1)  Hexagonale  Pyramiden  der  ersten  Art. 

2)  Hexagonale  Pyramiden  der  zweiten  Art. 

3)  Dihexagonale  Pyramiden. 
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B.    HemÜdrücie  fmd  teiurto^drücie)  Gestalten. 

a)  Geneigtfischige: 

4)  Trigonale  Pyramiden. 

5)  Trigonale  Trapezoßder. 

6)  Hexagonale  TrapezoMer. 

b)  Parallelfläehige: 
'  7)  RhomboSder.. 

8)  SkalenoMer» 

9)  Hexagonale  Pyramiden  der  dritten  Art. 


Zweites   CapiteL 

Von  der  Ableitung  der  GestalteA  des  Hexa* 
gonalsysteme«. 

A«    Ableitung  der  holoedrischen  Gestalten. 

§.    292, 
Gnmdgestalt. 

In  der  holoedrischen  Abtheilung  dieses  Systemes 
kann  nnr  irgend  eine  der  hexagonalen  Pyramiden  von 
normaler  Flächenstellung  als  Grundgestalt  gelten,  weil 
mir  für  sie  das  Verhältniss  der  Parameter  insofern 
dem  geometrischen  Grandcharakter  des  Systemes  ent^ 
spricht,  inwiefern  die  beiden  in  die  Nebenaxen  fal- 
lenden Parameter  jeder  Fläche  gleich  gross  sind,  wäh- 
rend der  dritte,  in  die  Hanptaxe  fallende  Parameter 
grösser  oder  kleiner  ist.  Die  wesentliche  Bedingung 
liegt  jedoch  mehr  in  der  Gleichheit  jener  beiden,  als 
in  der  Ungleichheit  dieses  letzteren  Parameters ;  denn 
allerdings '  kann  eine  hexagonale  Pyramide  existiren^ 
in  welcher  die  Hauptaxe  den  Nebenaxen  gleich  ist, 
ohne  dass  der  Charakter  des  Systemes  auch  nur  im 
Geringsten  modificirt  würde  (f.  279).  Wenn  sich  in- 
dfess  die  brationalität  der  Grunddimensionen  der  Ter«, 
achiedenen  Krystallreihen  jedes  einaxigen  KrystaUsy* 


Digitized  tjy  VjOOQ IC 


360  Reine  KryaicUiographie, 

«teme«  besttttigen  sollte  (§w  204),  mo  ist  es  nicbt  wahr- 
scheinlicb,  dass  je&e  Pyramide  wiriclicb  TorkqBunen 
.sollte,  wie  sehr  sich  ihr  aueh  maAche  Pyramiden  nS- 
heim  ittegen  *).  Für  unsere  gegenwärtigen  Betrach- 
tungen ist  .übrigens  die  Beantwortung  dieser  und  ahn-» 
lieber  Fragen  ganz  gleichgülti^g,  indem  wir  «ülgemein 
irgend  eine  beliebige  hexagonale  Pyramide  von  nor- 
maler Flächenstellung  der  Ableitung  zu  Grunde  le- 
gen, sie  selbst  mit  P  bezeichnen  und  das  Yeriititniss 
ihrer  halbbn  Hanptaxe  zur  halben' Nebenaxe  =  a :  1 
setzen. 

§.    293. 

Ableitung  aller  hexagonalen  Pyramideo  der  ersten  Art 
Aus   der  Grundgestalt  P  lässt    sich  eine  Reihe 
hexagonaler  Pyramiden  von  gleicher  Basis  und  IIa- 
chenstellnng  ableiten. 

Bei  unveränderten  Nebenaxen  tilultiplicire  man 
die  Hauptaxe  von  P  mit  einem  rationalen  CoSfficien- 
ten*  M,  der  theils  <  theils  >  1,  und  lege  in  jede 
Mittelkante  von  P  ^wei  Ebenen,  von  welchen  die  eine 
den  oberen,  die  andere  den  unteren  Pol  der  so  ver- 
grdsserten  oder  verkleinerten  Hauptaxe  trifft,  so  wird 
jedenfalls  eine  hexagonale  Pyramide  von  gleicher  Ba- 
sis und  Flächenstellung  construirt,  welche  entweder 
flacher  oder  spitzer  als  P,  je  nachdem  m<oder>>  1 
ist.  Ihr  Zeichen  wird  daher  allgemein  =:±:  mP;  und» 
da  m  alle  möglichen  rationalen  Werthe  zwischen  o 
und  oo,  ja  diese  Gränzwerthe  selbst  annehmen  kann, 
tto  erhalten  wir  durch  diese  Ableitung  den  vollstän- 
digen Inbegriff  aller  hexagonalen  Pyramiden  der  ier- 
sten  Art,  welcher  sich  unter  dem  Schema  folgender 
Reihe  darstellen  lässt: 

«•<!               m>i 
oV JwP P «P ocP 


*)  Wie  s.  B.  die  Pyramide  tf  det  Berylls. 
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Diese  Reihe,  deren  CBieder  mir  dareh  die  Iden« 
^ät  ihrer  Basis. und  Flächenstelliing,  nieht  aber  dnrek 
irgend  ein  progressionales  Yerhältniss  ihrer  Axen  ver- 
knüpft sind,  nennen  wir  die  Hanptreihe  desSyste- 
mes;  ihr  mittelstes  Glied  ist  die  Gmndgestalt  P;'  die 
Glieder  rechter  Hand  sind  insgesanimt  spitzere ,  die 
Glieder  linker  Hand  flachere  Pyramideiib  als  P.  Die 
Gränce  ist  einerseits  die  Pyramide  ooP,  mit  unend«* 
lieh  grosser  Axe^  d«  h.  ein  indefinites  hexagoaales 
Prisma  von  normaler  Flädienstell^ng,  anderseits  die 
Pyramide  oP  mit  unendlich  kleiner  Axe,  d.  h.  die 
Basis  der  Grundgestalt,  oder  jede^ilir  parallele  Fläche.- 
Beide  Gränzgestalten  können  natürlich  nie"  allein,  son« 
dem  nur  in  Combination  entweder  mit  andern  Gestal- 
ten oder  audi  mit  einander  auftreten,  in  welchem 
letzteren  Falle  sie  ein  hexagonales  Prisma  ipdt  gerad 
angesetzten  Endflächen  darstellen. 

§•    294. 

AbMtttns  d^  dihexagonaleD  Pyramiden  und  der  hexagonalen  Py« 

ramiden  der  iwelten  ktL 

Aus  jedem  Gliede  siP  der  Hauptreihe  lässt  sich 
eine  Reihe  dihexagonaler  Pyramiden  und  eine  hexa- 
gonale  Pyramide  der  zweiten  Art  ableiten. 

Man  verlängere  die  Nebenaxen  von  mP  beider« 
seits  nach  einem  CoSfflcienten  n,  der  rational  und 
^  1 ,  verbinde  darauf  die  Eckpuncte  der  Basis  mit 
den  Endpuncten  der  so  verlängerten  Nebenaxen  durch 
gerade  Linien,  so  bilden  diese  Linien,  nach  Abzug 
der  über  ihre  Durchschnitte  he^orspringenden  Theile, 
jedenfalls  eine  dihexagonale  Figur.  In  jede  Seite  die- 
ser Figur,  als  der  Basis  der  abzuleitenden  Gestalt, 
lege  man  hierauf  zwei  Ebenen,  von  welchen  die  eine 
den  oberen,  die  andere  den  unteren  Endpunct  der 
Hauptaxe  von  siP  triffi,  so  wird  eine  von  24  un- 
gleiehseitigen  Dreiecken  nnscUossene  Gestalt,  deren 
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SCttelkaDten  in  einer  Ebene  li^i^n  and  einDihexa- 
gon  bilden,  d.  h.  eine  dihexagonale  Pyramide  con* 
stmirt,  für  welche  allgemein  das  Zeichen  mPn  gilt. 

Für  n  =  2  fallen  je  zwei  Seiten  der  dihexago- 
nalen  Basis  in  eine  gerade  Linie,  das  Dikexagon 
▼erwandelt  sich  in  das  am .  die  Basis  von  mP  regel- 
Biftssig  umschriebene  Hexagon,  and  daher  die  dihexa- 
gonale Pyramide  selbst  in  eine  hexagonale  Pyramide 
von  diagonaler  Flächenstellong.  För  n^2  hingegen 
würden  je  zwei  Seiten  des  DihexagonS  nach  aussen 
divergiren,  and  folglich  einspringende  Winkd  veran- 
lassen (f.  33).,  Da  nun  dergleichen  Winkel  an  ein- 
fachen Gestalten  nicht  vorkommen  können,  so  ist  2 
das  onnberschreitbare  Maximum  des  CoCfficienten  n, 
und  wir  erb  alten  demnach  aus  jedem  Gliede  mP  der 
Hauptreihe  einen  Inbegriff  von  dihexagonalen  Pyra- 
miden, welcher  sich  anter  dem  Schema  einer  Reihe 
von  der  Form: 

mP mPn f»P2 

darstellen  lässt,  deren  Gränzen  einerseits  die  der  Ab- 
leitung zu  Grunde  gelegte  Pyramide  mP  aus  der  Haupt- 
reihe, anderseits  ^ederum  eine  hexagonale  Pyramide 
von  gleicher  Axe  mit  mP,  aber  von  diagonaler  FlS-' 
chenstellung  und  einer  Basis ,  welche  sich  zu  jener 
▼on  ifiP  verhält  wie  4 : 3.  Alle  Zwischenglieder,  für 
welche  n  ^  1  und  <^  2,  sind  dihexagonale  Pyrami- 
den von  verschiedenen  Basen  für  verschiedene  Werthe 
von  n.  .  Die  Copula  jeder  solchen  Reihe  endlich  ist 
in  der  Gleichheit  der  Hauptaxen  und  der  daraus  foU 
genden  Identität  der  normalen  Hauptschnitte  aller  in 
ihr  enthaltenen  Gestalten  gegeben. 

Die  bis  jetzt  beobachteten  Werthe  von  n  haben 
meist  einen  sehr  einfachen  numerischen  Ausdruck. 
Uebrigens  kann  der  Fall,  dass  die  dihexagonale  Ba- 
sis gleichwinklig,  und  folglich  die  zu  construirende 
Pyramide  regelmässig  zw5lfseitig  wurde,  in  der  Na-« 
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tnr  ateht  Torkralmeii»  iftdefll  für  ilia  ^  imläM»- 
1er  Werth  voa  n  gefordert  wird« 

f.    295. 
Dilmaf  oeale  Prfaiu. 

Da  die  Ableitung  des  vorigen  |.  auf  jedes  Glied 
der  Hanptreihe  ohne  Unterschied  anwendbar  ist  ^  so 
«nss  sich  anch  aus  ooP,  oder  dem  kexagonalen  Prisma 
eine  Reih^  von  der  Form 

ooP. ooP« ooP2 

ableiten  lassen.  Die  mittleren  Glieder  dieser  ReUie 
sind  jdihexagonaTe  Prismen  von  virseliiedenen  Qaer- 
sclinitten  för  verschiedene  Werthe  von  a;  dieCbräüz* 
flieder  einerseits  das  hexagonale  Prisma  der  Hanpt- 
reilie,  anderseits  iriederam  ein  hexagonales  Prisma 
von  diagonaler  Fttchenstellung  und  einem  Querschnitte^ 
der  sich  su  jenem  von  oq9  verhftlt  wie  4 : 3.  Das  re«^ 
gelmässig  swSlCieitige  Prisma  ist- als  einfache  Gestalt 
gleichfalls  anmöglich,  indem  for  seine  Erscheinung 
derselbe  irrationale  Werth  von  n  gefordert  wird  wie 
f&r  die  Erscheinung  von  dergleichen  Pyramideo.  Die 
Combination  ocP.ooP2  stellt  swar  ein  gleichwinkliges 
(und  xuf&llig  wold  auch  gleichseitiges)  swdUseitiges 
Prisma  dar;  ihre  Flächen  Imben  aber  eine  von  den 
Flächen  jenes  regelmässigen  sw&lfiieitigen  Prismas 
gSnsUch  abweichende  Ijage« 

|.    296. 

SdiflOis  dei  BmiAgoiiabyBtadMM. 

Dnreh  die  bisherigett  AbleititagiBn  ist  der  labe« 
griff  sämmtlicher  holoädrischer  Gestalten  des  Hexa- 
goaaisfstemes  vollständig  erschoplGfc,  indem  sich  we« 
der  eine  hexagonale ,  noch  eine  dUieXagonale  Pyra« 
mide  angeben  lässt,  welche  lulcht  auf  die  eine  oder 
die  andre  Weise,  ai^  einer  iweckmässig  gewählten 
Gmndgestidt  abgeleitet  werden  koante.     Vereinigen 

i  24 
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wir  alw  die  Beiheii  der  Torhergehendea  f|.  in  ein 
einsiges  Schema ,  sb  erhalten  wir  folgende,  eben  so 
wohlgeordnete,  all  vollständige  Uebersicbt^  des  Sy- 
stemes: 

eP mP P m¥ .....ocP 


oPm mPm Pä mPn ..ooP« 


oP2 Mp2 P2 mP2 odP2 

Für  dieses  Schema  ergeben  sich  uitoiittelbar  ans 
den  Begeln  der  Ableitung  folgende  Sätxe: 

1)  Jede  horizontale  Reihe  enthfth  lanter  Gestalten 
voti  congruenten  Mittelqnerschnitten. 

2)  Die  oberste  horizontale  Reihe,  alsHanptreihe 
des  Systemes,  begreift  alle  hexagonalen  Pyra- 
miden and  das  gleichnamige  Prisma  von  norma* 

'   1er  Flftchenstellung  und  gleicher  Basis  mit  P. 

3)  Die  unterste  horizontale  Reihe  begreift  alle  hexa- 
gonalen Pyramiden  und  das  gleichnamige  Prisma 
von  diagonaler  nächenstellung,  nnd  einer  Basis, 
welche  sich  tm  Basii  von  P  verhält  wie  4  :  3 
Wir  nennen  sie  künftig  die  Nebenreihe  den 
Systemes. 

4)  Alle  mittleren  horizontalen  Reihen,^  deren  es  se^ 
viele  geben  kann,  als  es  rationale  Zahlen  zwi- 

'  sehen  1  und  2  giebt ,  begreifen  lauter  dihexago* 
nale  Pyramiden  und  Prismen,  und  ziif  ar  jede  ein» 
zele  Reihe  nur  solche  Gestalten  ton  ähnliScheir 
Querschnitten,'  da  ein  und  derselbe  Werdi  von  m 
eine  und  dieselbe  dihexagonale  Basis  giebt.  Wir 
nennen  sie  die  Zwisdfaenreihen  des  Systemes« 

5)  Jede  verticale  Reihe  begreift  Gestalten  von  glei- 
cher Axenlänge  und  congruenten  normalen  Hanpt» 
schnitten.  ;-.... 
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B.    Ableitung  der  beniielfftfdiett  G^iaiüm: 

i    297. 
Vencbted^iio  Arleo  der  H^^rie. 

£•  bedarf  kaum  eitl^  i^fthttug^  4m»  :4^e  di- 
ii^xagfnial«»  Pyramiden-  ab  4ie  eigsantUeheii.  Beprft- 
sentanten  des  Hexagonaliyttwiei  za  betm^hjt^  u'md^ 
ladam  aie  die  Bedingaligto  Ch  die  Moji^dikek  dler 
Übrisett  Gestalten  eben  ao  ia  «ich- vertoUieuep,  wie 
in  ihrem  Zeichen  aiPa  die  Zeiiehen  :d€9r  letaleren  ent- 
halten sind»  Wollen  wir  also  lUe  Ges^ie  em4ecken, 
aach  welchen  sich  die  Hemi^drie  in  diesem  Systeme, 
geltftnd  agocht^  wollen  wir  die  Resaltile  kennen  lei>  > 
nen,  welche  die  Verwirkliduing  jener  Gesetse  fit 
die  Erscheinungsweise  der  verschiedenen  Gestalten 
rar  Folge  hat,  so  werden  wir  auch  hier,  wie  im  Te^ 
tragonalsysteme,  die  Modalifftten  der  Hemiidrie  au* 
vdrderst  an  jenen  allgemeinen  ReprisMtanten  d^ 
Systames  anfiittcl^n  mnss^.  Nnn  scheinen  folgende, 
bereks  anf  khnliche' Weise  ftr  das  Tetragonalsysteai 
In  f.  209  .aosgesprocbtoen  Gesetae  auch  im  Gebi^e 
dieses  Systemes  die  hemUldrisehe  Erstbstfi^lgvwctise 
dber  Gestalten  an  beherrschen  i 

1)  dass  sich  die  sechsgUedrig^  S^fmmetrle  jedef  di« 
hexagonalen'  Pyramide  jedMfalls  nach  den  SeiL«* 
taaten  der  Basis  bestiauttt,  weshalb  je  Tieri  «aber 
Einern  and  demselben  Sextanten  g<d6gena  Flächen 
Bi«  Glied  der  Pyramida  bilden,  eine  andere 
Caiedmrnng  aber  (wie  a.  B.  nash  den  Zwis^en^ 
smän)  bedeittnngides  ist) 

2)  dass  sich  für  die  so  beatinMten  Glieder  4er  di- 
*  iMttagonalmiPyiUddederGegensatsentwederiron 
.  ebeü  und  nnten,  oder  rea  reclits  nnd  Ikks,  oder 

aarh  gleichaeitig  beide  Gegensätae  geltendmacfaen. 

Wir  erhalten  daher  wied^nim  dreierlei  wesendioii 

«eraafaiedena  Modalitäten  der  Hemiediie,  welche«  Aa 
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sie  jBr.iUt.  Ertcheimiiif  ganz,  ihnliche  Besaitet«  lie- 
fern  wie  im  Tetragonalsysteme^  durch  dieselben  Na> 
men  luterscliieden  werden  mögen,  nämlich: 

ä)  Skalenoßdrisehe  (ode(  rhombo*4ldriscfae) 
Hemifidrie;  es  veneliwinden  die  abwechseln- 
den eberen  und  nnteien  flächenpaare  der  eine- 
len  CHieder;  Fig.  369. 
b)  Pyramidale  Hemiädrie;  es  relrschwindra 
die  rechten  oder  die  linkeiT  Flächenpaare  der 
Glieder;  Fig.  370. 
e)  Trapezoädrische  Hemiädrie;-  et'  Ter- 
schwindet  in  jedem.  Glied«<  die  obere  rechte  mk 
der  nnteren  linken,  oder  die  obere  liidDe  mi%  der 
unteren  rechten  fläche;  Fig. 371. 

s)  SkMlenoÜnuhe  «drr  rkowtboeirücU  ttemudrm, 

.  |.    298. 

AhUülNiiig  der  heingooalcs  Skakao^dcr* 

Die  hexagonalen  SkalenoMer  sind  4ie  parallel- 
'  flächig -hemicdrisehen  Gestalten  der  dihexagonaien 
Pyramiden  nach  den  an  den  abwechselnden  diageiui- 
len  Polkattten  gelegenen  Flächenpaaren;  oder:  die 
durch  den  Gegensatz  von  oben  und  unten  entstehen- 
den hemiädriil^hen  Gestalten  jener  Pyramiden. 

Da  die  Hemiädrie  nach  den  abwechselnden^  Flft- 
chenpaaren  erfolgt,  und  das  Gegenfläcfaenpaar  eine« 
jeden  dergleichen  Fläehenpaams  das  rlerte,  ndthin 
ein  geradxähltges  in  der  Reihe  derNebensysCeme  ist, 
so  wird  die  hemiädrische  Gestalt  eine  parallelflft- 
chige,  und  der  Inbegriff  ihrer  12  Flächen  in  6  FU^ 
chfenfAuire  gruppirt  seyn. 

Jede  einsele  bleibende  Itiehe  kenunt  sm  Durch- 
schnitte mit  der  näclistgelegenen  Fläche  eines  oberen» 
Und  mit  der  nächstgelegenen  Fläche  eines  nnterui 
Nacbbarpaares ;  und  da  sie  schon  ursprünglich  in  der 
diagonalen  Polkante  mit  ihrer  Nebenfiäohe  nm  Durch- 
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sdinitto  kommt,  so  erlebet  :««6  aborhaiq>l  dreiOurch- 
sehnitte,  und  ^rd  demnach  wiederom  ein  Dreieck. 
Die  Flächen  dejr  hemiidrischen  Gettalt  lind  daher 
Dreiecke.  Das«  aber  diese  Dreiecke  dnrchgäpgig 
gleich  tod  ähnlich  sind,  davon  kann  man  sieh  leicht 
überaengen,  indem  man  für  Je  swei  beliebige  blei- 
bende Flächen  die  Coordinaten  ihrer  resp.  drei«  Eck* 
jHincte,  und  ans  diesen  die  Längen  der  sie  befran- 
senden Kantenlinien  bestimmt;  man  findet  so  für  jede . 
fläche  absolut  dieselben  drei  Längen  ihrer  dreierlei 
Seiten*  Diese  Längen  seigen  aber  auch  sHgleich» 
dass  die  Dreiecke  jedenfalls  ungleichseitige  seyn  mäs» 
sen,  indem  sie  Functionen  der  Grössen  2»  —  1,  »4*1 
und  2  —  n  sind,  und  folglich  nie,  weder  lulla  dfoi^ 
noch  paarweis  gleich  werden  könneyi,  so  lange  ii>|; 
und  <  2*). 

Weil  endlich  iflr  jedes  bleibende  Flächehpaar 
dasjenige  Flächenpaar  verschwindet,  welches  mit  ihm 
ursprünglich  zwei  horizontale  Mittelkanten  bildetet 
so  werden  auch  die  Mittelkanten  der  hemiädrischen 
Gestalt  nicht  mehr  horizontal,  folglich  auch  nicht  in 
der  Ebene  der  Basis,  überhaupt  gar  nicht  mehr  in 
einer  Ebene  liegen  können;  vielmehr,  da  doch  jede 
derselben^  die  Ebene  der  Basis  io  einem  Puncte 
achneidet,  im  Zickzack  auf-  und  absteigen. 

Die  hemiSdrische  Gestalt  ist  also  eine  parallel- 
flächige, von  12  ungleichseitigen  Dreiedcen  umschlos- 
sene Gestalt,  deren  Mittelkanten  ni  cht  in  einer  Ebene 
liegen,  ,d«  h.  ein  hexagonales  Skalenoäder.  Die  kry- 
stidlographischen  Zeichen  je  zweier,  aus  einer. ^d 
derselben  Pyramide  mPn  abzuleilpnden  Skalenoä^er 

«nd  +  ~j- und —. 

*)  DieM  HSMhi^  liBd  in  fn<nwfatffqa  OrU  Aar  UtUriKk 
erwglmt  wovdes,  da  du  folgtndsCa]^  ihm  irollit&iidige  BefpcAon 
doaf  «ad  EntwickJaiig  entbili« 
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Seist  iiiari  «i  sr  (30,  M  T«rvriuidelt  sich  die  dihexa- 
gohäle  PyrmiMe  in  ein  dergleieheii  Prisma,  auf  wel- 
ches die  slcaleno€dris^e  Hendüdrie  insofern  ohne  Ein- 
flnss  ist,  inwiefern  sie  keine  Veränderung  in  seiner 
'Erscheinungsweise  sur  Felge  hat.  Das  Prisma  er«' 
scheint  eh^n  sowohl  mit  teiaen  sämmtlichen  12  fis- 
chen,'als  wenn  es  holoedrisch  auftritt;  man  kann  dac- 
het das  Seichen  der  Hemiedrie   fugUch   weglassen, 

ui)d  acPn  jtatt  ±^   -^—  schreiben.     Nur  darf  man 

nicht  Tergessen,  dass  die  abwechselnden  Flftchenpaare 
dieses  scheinbar  holoßifrisohen  Prismas  eine  sehr  ver«- 
i^^chleten^  Bedeutung  haben,  indem  drei  sur  oberen 
und  tlrei  zur  unteren  Kfilfle  der  Gestalt  gehdren ;  ein 
Dnterscliie<|,  d/^r  sich  xwar  in  der  Regel  d^reh  nichts 
SU  erkennen  giebt,  der  aber  sehr  auffallend  wird,  so- 
bald eine,  der  skalenoSdriscben  Hemi<kUie  unterwor«» 
frhe  Krystallreihe  asbglelch  dem  Kemimorphismus  un- 
teriiegt  (V^rgl.  f.  212) 

!'    .  .  §•    299. 

Ableitnng  der  RbomboSder. 

^  ,  äet^t  man  n  =s  l,,so  wird  «P»  =  siP,,und  die 
dihekagonale  Pyramide  vcrv/andelt  sieh  in  eine  hcTta- 
gönale  Pyramide  der  ersten  Art,  der^n  einzele  Flä- 
chen den  an  den  diagonalen  Polkanten  gelegenen  Flä- 
enebpaaren  von  mpjy  entsprechen.    Wendet  man  also 

Jnf  $\^  dasselbe  Gesetz  der  Hemiädrie  an,  so  werden 
le  fibwechselnden  etnzelen  Flächen  von  mP  zu  ver«* 
gläsern  Jiejn;  die  so  resultirende  Gestalt  ist  jedenfalls 
ein  BhomboMer  Von  normaler  Flächenstellung,  oder  eiq 
Rhomboeder  der  eifslen  Art,  wie  sich  so  beweisen  lässt. 
Weil'  mP  12  Flächen  hat,  s»  wird  jede  seinem 
hemiSdrischen  Gestalten,  für  welche  die  abwechseln* 
i|en  (u^g«theil(0n)  flftehen  in  Ansproidi  genommen 
^rden,  von  sechs  Plftchen  umschlossen  aeyn. 

Weil  aber  die  Hemi^d^rie  nach  einzeileQ  Flächen 
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Stau  findet,  und  Jeder  Fläche  Gege&fläche  die  vierte, 
und  mithin  eine  geradzahlige  in  der  Reihe  der  Neben* 
flächen  ist,  so  wird  die  kemiSdrische  Gestalt  eine 
parallelflächige  seyn. 

Weil  ferner,  nach  f.  49)  furjede  bleibende  Fläche 
die  Nebenflächen  verschwinden,  und  die  Nachbarflächea 
bleiben,  von  welchen  letzteren  furjede  Fläche  vier 
vorhanden  sind,  so  erleidet  Jed^  bleibende  Fläche 
vier  Durchschnitte ,  wird  also  eine  vierseitige  Figur. . 
Und  da  von  den  vier  Nachbürflächen  einer  Jeden  ein- 
zelen  Fläche  je  zwei  gegenüberliegende  einander  par- 
allel sind,  so  werden  auch  Je  zwei  gegenüberliegende 
von  Jenen  Durchschnitten  einander  parallel,  und  die 
vierseitige  Figur  ein  Parallelogramm.  ' ' 

Setzt  man  endlich,  die  Gleichung  einer  der  bleL 
benden  Flächen  F  sey 

^  +  9  +  '  =  ^ (*> 

80  sind  die  repräsentativen  Gleichungen  ihrer  beiden 
Nachbarflächen  aus  derselben*  Pyramidenhälfte : 

l^-y  +  i,  =.!.... ,(2) 

und 2?  —  «  =  1 (3) 

die  repräsentativen  Gleichungen  ihrer  beiden  Nach- 
barflächen  aus  der  andern  PyramidenhäUite : 

-—  +  z  +  u  =  i (4) 

vta  ' 
Nachdem  die  letzteren  vier  Gleichungen  caleula« 
tiv  gemacht  worden,  gelangt  man  durch  successive 
CoB^ination  von  (t)  mit  (2)  und  (3)  auf  die  Gleichün* 
gen  der  beiden  neuen  Polkanten  der  Fläche  JP;  toa- 
binirt  man  darauf  von  diesen  Gleichungen  die  eine  mit. 
(4),  die  andere  mit  (5),  so  erhält  man  tiie  Coordina« 
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ien  d«r^  j«iie  beiden  Kantenlimen  liegräfuteodeii  Mtt* 
teleckpimotei  nämlich 

Da  nun  beide  Linien  Tom  Poleckpancte  an^taii*. 
fen,  (3r  welchen: 

ar  =55  IM,  y  sai  0,  r  =  0 
to  efhäk  man  Ar  beide  die  gleiche  Län§e 

Die  bereits  filr  Parallelogramme  erkannten  Flä« 
eben  haben  daher  awei  gleiche  Nebenseiten,  nnd  sind 
fofglieh,  mit  Ansnahme  eines  einzigen  Falles,  jeder« 
seit  Rhomben.  ^ 

Endlich  folgt  daraus,  dass  für  jede  bleibende  FlI** 
che  von  siP  die  Nebenfiftche  aus  der  entgegengesetx- 
len  Pyramidenhälfte  eine  verschwindende  ist,  dass 
die  neuen  Mittelkanten  weder  hq^^ontal  noch  in  ei* 
ner  Ebene  liegen  können,  sondern  vielmehr  im  Zick* 
sack  auf-  nnd  absteigen  müssen. 

Die  hemi^drische  Gestalt  wird  also  eine  von  6 
Rhomben  nraiichlossene  Qe6t|^It|  deren  Mittelkanten 
niQht  in  einer  Ebene  liegen;  d.  h.  ein  RhomboSder. 

Die  Zeichen  je  zweier,  anii  einer  ^nd  derselben 
hexagonalen  Pyramide  mP  abzuleitenden  Rhombo$4er 

nind  +  -^  imd  -r,  ^, 

Für  M  fs  oo  ver>r^delt  ^icb  die  hexa^^onale  Py-. 
ramide  in  das  hexiigonale  Prisma  der  ersten  Art.  Un<- 
terwirft  man  dieses  derselben  Ifemi^drie,  so  behält 
es  zwar  in  der  Erscheinung  seine  sechsFlächen  vqIU 
stftndtg,  doch  erhalten  die  abwechselnden  derselben 
eine  entgegengesetzte  Bedetitung,  indem  drei  zur  obe-.. 
ren,  und  drei  zat  unteren  Hftifte  der  Gestalt  geh5-» 
ren;  ein  Üuterschied,  lyelcher  auch  in  der  Erscheit 
nung  sehr  auffallend' werden  kamt,  wenn  die  rböm- 
bo^dtfffcbe  KrystiiÜreih^  sogleich  hetiibnorphis^^  "»i* 
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Oiftasgettelt  der  Skaknoödor. 

r  Wfthrend  die  hexagonalen  Pyramiden  der  flanpt* 
reihe  daireh  das  Eintreten  der  tkalenoddrischen  He* 
fu^drie  wesentlich  verändert  wurden,  so  scheinen  die 
liexagonalen^  Pyramiden  der  Nebenreihe  dnrch  sie 
gar  nicht  afficirt  sn  werden.  Macht  man  nämlich 
(Br  die  Pyramiden  «iP2  die  in  f.  297  erwähnte  sechs- 
gliedrige  Eintheihing  geltend,  indem  man  jede  ihrer 
Flächen  durch  die  Hdhenlinie  in  zwei  Theile  theilt, 
nnd  bringt  man  darauf  ffir  sie  dasselbe  Gesetz  der 
H^miädrie  in  Anwendung,  so  gelangt  man  zu  dem 
Resultate,  dass  selbiges  auf  ihre  Erscheinungsweise 
durchaus  keinen  Einfl^ss  ausübt^  indem  sie 
mit  ihren  sämmtHchen  12  Flächen  ganz  unverändert 
so  erscheinen^  wie  wenn  sie  holoedrisch  auftreten; 
ein  Resultat,  welches  uns  kaum  uberraschcp  kann, 
sobald  wir  das  wahre  Yerhältniss  dieser  hexagona- 
len Pyramiden  zu  den  dihexagmialen  Pyramiden  nicht 
aus  den  Augen  verlieren,  kraft  dessen  sie  nur  als 
die  Gränzgestalten  derselben  zu  beurtheilen  sind.  Hierr 
nach  darf  es  uns  denn  auch  nicht  befremden,  wenn 
wir  In  den  Combinationen  rhomboädrischer  Krystall* 
reihen  (wie  z.  B.  jener  des  Eisenglanjses,  Korundes, 
Kalkspathes)  die  hexagonalen  Pyramiden  der  Neben- 
reihe vollständig  mit  allen  12  Fläche  nauftreten  sehen, 
da  es  im  Gegentheile  unbegreiflich  seyn  würde,  wei^n 
sie  auf  irgend  eine  Weise  nur  mit  der  halben  Flä- 
^henzahl  erschienen.  Wie  die  Pyramiden  «iP2,  so 
erscheint  auch  das  Prisma  ooP2  jederzeit  vollständig, 
ohne  da^s  seilte  abwechselnden  Flächon  einer  ver» 
schiedenen  Deutung  unterworfen  werden  mässten,  wie 
jene  vonocP;  weshalb  denn  auch  oioP2  sogar  in  den  ho^- 
mimorphisch-rhomboßdrischen  Krystallreihen  des  Tur« 
malines  und  der  Silberblende  stets  vollständig^ ai^tritt. 
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f..  301. 
Karzece  BcMiebmig  cUr  BhmbaSOisr. 

Weil  die  Aieliten  der  bis  jeUt  be^badtteten  hexa* 
goualen  Krystallreihen  dem  Gesetse  der  rliombo6dn^ 
sehen  HemiSdilß  nnterworfea  sind,  und  daher  diese 
Erscheinungsweise  als  die  vorherrschende  ^s  Hexa- 
gonalsystemes.  betrachtet  werden  nrass,  so  ist  es  in 
mebriacher  Hinsicht,  und  ganz  besonders  für  das  Be* 
ddirfniss  der  Mineralogie,  sehr  vortheilhaft,  neben  dei^ 
anf  ihr  ursprüngliches  Verhfiltniss  zu  den  hexagona- 
len  Pyramiden  gegründeten,  Bezeichnung  der  Rhon- 
boi^er  eine  andere,  etwas  kürzere  Bezeichnung  zu 
gebrauchen.  Diess  wird  um  so  nStbiger,  da,  wie  wir 
sogleich  sehen  werden,  auch  die  Bezeichnung^  der 
SkalenoCder  von  jener  der  Rho^iboMer  abhängig  ge- 
macht werden  kann.  Wir  wollen  zu  dem  Ende  die 
beiden,  aus  irgend  einer  Pyramide  mP  abzuleitenden 
Bhombo§der  mit  +  mB  bezeichnen,  indem  wir  mit 
dem  Buchstaben  A,  als  dem  Zeichen  der  rhombo€« 
drisch  enScheinenden  Grundgestalt,  ein  eignes  Grund- 
element der  Bezeichnung  einluhren.  Hiernach  erhält 
die  Hauptreihe  des  f.  293  in  ihrer  rhombo^drischen 
Erscheinungsweise  folgende  Form: 

•Ä ±mR ±R ,+siÄ ooJB 

Uebrigens  braucht  man  bei  dem  Zeichen  mR  gar 
nicht  mehr  an  die  Pyramide  mP  zu  denken;  vielmehr 
soll  es  uns  unmittelbar  auf  die  Vorstellung  desjeni- 
gen RhomboSders  führen,  welches  die  symmetrisch 
vertheflte  Hälfte  aller  möglichen  isoparametrischea 
Flächen  für  das  Verhältnisse  sia  :  1  :  1  darstellt.  , 

f.    302. 
BiogetchrSebene  RbomboMer  der  Skaleno^er. 

Die  Mittelkanten  jedes  hexagonalen  Skalenofidens 
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habeii  genau  dieselbe  Lage  wie  die  MiUeUcimten  ir* 
gend  eines  RhoinfaoSders  der  ersten  Art. 

Die  charakteristischen  Eigensch^^n  der  Mittel- 
kanten jedes  Rhombo^ders  der  ersten  A^t  sind: 

1)  dass  sie  im  Zickzack  auf-  und  absteigen, 

2)  dass  sie  durch  die  Endpuncte  der  Nebenaxen 
laufen, 

3)  dass  je  swei  gegenüberliegende  parallel  sind, 

4)  dass  sie  in  Parallelebenen  dßt  diagonalen  Haupt'* 
sSchnitte  fallen, 

5)  -dadis  sie  durchgängig  gleich  sind. 

Dieselben  Eigenschaften  besitzen  aber  auih  die 

skPü 

Mittelkanten  jedes  Skalenoßders  i  — 5-,    wie   sich 

aus  Folgendem  ergiebt. 

;    1)  Sie  l^ifen  im  Zicksack  auf  und  ab. 

.  2)  Je  swei  Flächen '  der  dihexagonalen  Pyramide, 
welche  nacl|  ihcer  Yergrösserung  eine  Mittelkante 
des  Skalenoäders  bilden,  haben  einen  normalen 
Mitjteleckpunct  gemeinschaftlich,  welcher  zugleich 
der  Endpnnct  einer  MebonaxiB  ist;  folglich  wird 
^  auch  die  neue  Mittelkante  die  Nehonaxe  in  den- 
selben Puncto  schneiden. 

3)  Je  zwei  Flächenpaare,  welche  zur  Darstellung 
zweier  gegenüberliegender  Mittelkanten  contri- 
buiren,  sindCregenflächenpaare,  folglieh  die  von 

'  ihnen  gebildeten  beiden  Mittelkanten '  eittandet 
parallel.  .  . 

4)  Setzt  man,  die  Gleichung  einer  Fläche  des  Ska- 
lenoäder#  &«y 

Ä  +  i  +  ^  =  * 

'  •  ^    so  ist  die  repräsentative  Gleichung  derjenigen  Flä- 
^  '     che,  welche  mi(^  ihr  eine  Mittelkante  bildet: 

-.JL  +  iL  +  .^l      . 

*SÄ  •/»       '  • 
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inrf  deren  calovilathre  Form: 

«Kl     '  «  ^ 

D»nnii  to\%en  tkt  dieMHtelkante  telbeirdie  Gle»- 
changen : 

«kl  '       2»  '  2 

▼on  iprekhen  die  letitere  (swisclieii  y  und  s)  die 
Gleichung  einer  Paratleiebene  des,  auf  der  Axe 
der  z  rechtwinkligen,  diagonalen  HanpCichnit- 
tes  iit  Folglich  fallen  die  Mittelkanten  der  Ska* 
lenoSder  in  ParaUelebenea  der  diagonalen  Haupt-^ 
schnitte. 
5)  Endlich  haben  auch  die  Mittelkanten  jedes  Ska- 
lenoCders  gleiche  Länge;  sucht  mannfindich  die 
Coordinaten  der  Endpunote  fnr  je  swei  beliebige 
Mittelkanten,  Indem  man  die  Gleichungen  der- 
•  selben  mit  den  Gleichungen  der  sie  begränaen- 
lenden  Flächen  combinirt,  und  bestimmt  man 
aus  diesen  Coordinaten  die  Länge  beider  ELan* 
ten,  so  erhält  man  jedenfoUs  absolut  denselben  , 
Ausdnick. 

§.    303. 
Fortietiung. 

Wir*  nennen  dasjenige  RhomboMer,  dessen  Mit- 
telkanten mit  denen  eines  gegebenen  Sk^lenoßders 
ausammenfallen,^  das  eingeschriebene RhomboH- 
der  desselben.  Oa  nun  aus  f. 299  bekannt  ist,  dass 
die  Mittelkanten  jedes  Rhomboäders  um  den  dritten 
Theil  seiner  halben  Hauptaxe  Ton^der  Ebene  des 
Mittelquerschnittes  entfernt  sind,  so  wird  das  einge-' 
sohriebene  RhomboMer  eines  gegebenen  Skalenoßders 

^  — ^  bestimmt  sejm,   sobald  snan  den  Abstand  der 

Mittelecke  des  Skaleno^ers  von  der  Ebene  der  B»- 
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iis,  -oderdlt  der  Havptaxe  parallele  Ca#i4iMtt0  die- 
let Mitteleekea  ketiae;^  deaa,  ist  dieee  CoordjuAate 
SS  >9  so  wird  die  halbe  Hauptaxe  ^ee  tingesohrie- 
ben^  RboMboider«  ss  3^. 

Nun  ist  Jeder  Mitteleckpunet  von  -^~    der  Dardi- 

•chnlttapiuict  einer  oberen  und  einer  unteren  Polkante; 
es  kommt  daher  znnächst  auf  die  Bestimmung  aweier 
dergleichen  Pölkanten  an.  Sind  die  Gleichungen  der 
beiden  Flächen  des  im  ersten  Sextanten  gelegenen 
oberen  Flächenpaares 

und  —  +  ir  +  —  =rl 

so  werden-  die  repräsentativen  Gleichungen  derjenigen 
beiden  Flächen  aus  der  andern  Pyramidenhälfite,  wel- 
che mit  ihnen  sum  Durchschnitte  kommen: 

+  3r  +  —  =  1 

««*_£.  +  , -A  =  i 

«nd  folglich  die  VsalcnlatiTen  Gleichnnfeii  4hnell»«o 
b«i4eR  illeben 

WM   *        m 

„nd -^  +  ,  +  fcÜ5  =  1 
«kl    •    ^    '         » 

Aus  der  Combination  der  ersten  beiden  Gldchun- 

gen  folgt  fir  ^  eine  Polkante: 

«US  der  Combination  der  letsteren*  beiden  Gloichnn« 
gen  fBr  die  sweite  Polkante: 

*— jjjj  +  ^——^  =  1,  und  jf~i:ttO 
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Am  i^r,  beiden  Kai^ten  gtiminflchaftUebeB,  Glei- 
chung y  —  sr  =  0  folgt,  dass  beide  in  die  Ebew 
eines  nnd  desselben  diagonalen  Hauptsdinittes  üaUeii, 
und  folglich  mit  einander  snm  Durchschnitte  koftuaen 
müssen.  Ihr  Durchschnittspunct  ist  aber  eben  der 
gesuchte  Mitteleckpunqt,  für  welchen  aus  der  Com- 
bination  der  Gleichungen  swischen  or  und  t  die  Cooi^ 
dinaten 

^±ma(2-n) 

und       Jf  ;=s  Z  2=  4 
folgen.    Da  nun  die  Coordinste  or  ragleich  die  Basis- 
distans    des   Mitteleckpunctes    des    eingeschriebenen ' 
RhomboSders,  so  wird  die  halbe  Hauptaxe  desselben: 

3^  =  — ^^ ^ 

ji 

and  folglich  das  Zeichen  des  RbomboMers: 

is(2-iO^ 

§.304. 
Secmidflre  Ablettung  und  Bezeichnufig  der  Sksleiioeder. 

Auf  die  Eigenschaft  der  SkalenoMer,   daM  Ihrt 

Mittelkanten  mif  denen  des  eingeschriebenen  Rhom*- 

boSders  zusammenfallen,  Jässt  sich  folgende  secun- 

däre  Ableitung  und  Beseichhnng  derselben  gründen, 

welche,    xumal  für  das  Bedürfniss  der  Mineralogie, 

der  primitiven  Ableitung  de»  f.  298  Torsusciehen  ist, 

^  1)  well  «ie  der  Einbildnngricri^  die  Verstellung  der 

wahren  Physiognomie  eines  gegebenen  Skal^no^ 

ders  um  Vieles  erleichtert,   indem   sie  selbige 

von  der  Vorstellung  eines  RhomboCders  und  ei« 

ner  «ehr  einfachen  Constmction  abhAngig' machte 

während  nach  f.  298  die  Vorstdlung  .einer  di« 

he^agonalen  Pyramide  und   ihrer  henjiSdrischen 

Halbiriing  vorausgesetzt  wird; 
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2)  weil  iie  hi  den  meifteii  Wksti  auf  weit  eiiiEiH 

chere  numerische  Werthe  der.  Abl^twigBco§£fi-« 
cienten  gelangen  Ifisst. 
Es  ist  nämlich  .einleachtend,  dass  dae  gegebene 

mVn 

SkalenoCder  ± --^  conitniirt  werden  wird,    wenn 

man  die  Hanptaxe  des  eingesfchriebenen  Rhombo^-^ 
ders  nach  einem  Co§f&cienten  q  verlängert,  (Fig.  361), 
bis  sie  der  Axe  des  SkalenoCdem  gleich  geworden, 
nnd  darauf  in  jede  Mittelkante  des  RhomboSders  swei 
Flächen  legt,  von  welchen  die  eine  den  oberen,  die 
andere  den  unteren  Endpunct  der  so  verlängerten 
Hanptaxe  trifft.  Nun  war  die  hidbe  HanpUxe  d^s 
eingeschriebenen  Rhombolklers 

II 

also  wird  ma  =  — ^ 

and  der  Yerlängerungscodfficient 

Ji 

Schreiben  wir  diesen  Co^cienten,  tum  Unter» 
schiede  von  jenen,  die  sieh  auf  die  Nebenaxen  be^ 
sieben,  nach  Art  eines  Exponenten  oben  rechte»  Rand 
vom  Symbol  der  Grundgestalt,  so  wird 

^        JI 
das  secnndäre  Zeichen  desselben   SkalenolMers ,   fiir 

inPtt 

welches  das  primitive  Zeichen  i  -^  gegeben  war. 

Da  in  diesem  Zeichen  die  secnndären  Ableitungscoßf- 
ficienten  als  Functionen  der  primitiven  ausgedruckt 
sind,  so  lehrt  es  uns,  aus  dem  gegebenen  primitiven 
Zeichen  das  socundäre  Zeichen  zu  finden.  Ist  uns 
da/^egen  das  secundäre  Zeichen  gegeben,  so  wüd  es 
die  Form  m^B^  haben,   und.  wilr  werden!  darauli  dSe* 


Digitized  by  VjOOQ IC 


384  Reme  Krysiallogrc^hie* 

prfaikiYte  AbleitmigttaSfildeiiteB  det '  eBfsprecfaenden 

Ades 
2»' 


mPa 

Zeichens  -^  leicht  anffindes  können ;  es  wird  nfanlidi 


n 


2j» 
nnd  folglich  MJiP-~r-^  das  primitive  JSeichen,  welche« 

dem  secnndiren  Zeichen  mR^  entspricht. 

i    305. 
Portietzung. 

Ans  jedem  IthomboSder  ±  mR  der  Reihe  in  f.  301 
Ittsst  sich  ein  Inbegriff  Ton  Skaleno^dem  ableiten. 
Man  verlängere  dieHanptaxe  des  Rhombo§ders  nach 
einem  CoSfficienten  »,  der  rational  n|id  ^  1,  und 
lege  hierauf  in  jede  Mittelkante  von  ±^  mR  swei  Ebe- 
nen, von  denen  die  eine. den  oberen,  die  andere  den 
unteren  Endpunct  der  so  verlängerten  Hanptaxe  trifft, 
so  Wird  in  jedem  Falle  ein  Skaleno^der  construirt. 
Da  nun  n  aller  möglichen  Werthe  swischen  1  nnd  oo 
^  fiüiigist,  so  erhalten  wir  aus  jedem  RhomboMer  ±^mB 
einbn  sahllosen  Inbegriff  von  Gestalten,  der  sidi  un- 
ter dem  Schema  folgender  Reihe  darstellen  Iftsst: 

±mR .±mR^ jsÄ« 

Das  erste  Glied  dieser  Reihe  ist  das  RhomboS- 
der  mR 'selbst;  die  folgenden  Glieder  sind  lauter  Ska- 
leteoMer  mit  coincidirendenMBttelkanten,  welche  im- 
mer spitser  werden,  je  grösser  der  Werth  von  n,  ui^ 
endlieh  für  n  =e5  oo  in  ein  hexagonales  Prisma  fiber^ 
gehen,  dessen  Flächen  durch  die  Mittelkanten  des 
RhomboSders  gehen »  und  folglich  den  diagonalen 
Hauptschnitten  parallel  sind  (f.  302),  woraus  sich  er- 
giebt,  dass  dieses  Prisma  von  diagonaler  FlächeiisteU 
luqgy'  und  daher  identisch  mit  dem  Prisma  ocP2  ist. 
Aus  welchem  Rhomboilder  man  übrigens  diese  Ablei« 
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tcmg  vorn^lmieii  mag,  so  wird  doch  immer  dasselbe 
b«xägoiiale  Prisma  als  Grftnvgestalt-  mtf^  residti- 
i*eii.'  Dftss  aber  die  nämiiehe  Ableitnng  aocli  aaf 
ooit  atiMteitdbair  seyn  mQsse,'  und  wie  sie  für  diese 
€restak  geltend  zu  macfaea^  ist  weniger  einleuchtend. 
Weä  jedodi  ledeS  mBf^  ^  ooP2,  so  ist  auch  ooR^ 
zs  ocP2^  nnd  weil  zwischen  den  beiden  hexagonalen 
PriiMep.  von  normaler, und  diagonaler Fl&chenstellang 
nur  dihexi^;onale  Prismen  liegen  können,  so  kann 
eoA*  nur  ein  dergleichen  Prisma  bedeuten,  dessen 
Querschnitte  dem  Mittelquerschnitte  aller  mÄ"  gleich 
nnd  ähnlich  sind,  da  ein  und  derselbe-  Werth  von  n 
eine  und  dieeellie  Figur  dejip.. Basis  bedingt. 

§.    366. 
Bcfi^na  dei  tkstraoCdrtMb  «rucMnendei»  H<tt£OiialsyBte|sN« 

Die  sekundäre  Ableitung  der  vorhergehenden  M- 
lässit  uns  <war  auf  das  hexagonale  Prisma,  aber  nit^ 

ffends  hxH  'die  gleichnamigen  Pyt>amideA  voti  diagona- 
er  Fl&cheiistelluiig  gelangen;    wie  sich  auch  schon 

danti^  nigi|Bbt|  weil  ^    .  ^  niemals  =»  2  werden  kann, 

was  doch  der  Fall  seyn  mSsste,  wenn  Irgend  elnsilt* 
Bitte  dergleichen  Pyramide  darstellen  sollte.  Da  nun 
aber  diese  Pyramiden,  VermSge  der  primitiven  AUei^ 
tnnjf  des  f.  300,  als  die  nothwendigen  Grfihzge- 
ctalteh  der  SkalenoSder  erkannt  Wurden,  und  ihr  wirk» 
Hdl  beoliaehtetes  Vorkommen  in  rfaombo<drischen 
Krysta&eihen  die  Richtigkeit  dieses  Resultates  voll** 
kommen  ^estitigt,  so  dfirfen  Wir  s6lbige  keineswegeft 
vaÜ  Ibkm  Inbegriffe  der  skalenoSdriscIien  Gestalten 
iiussthliessen,  wenn  gleich  ihr  Zusammenhang  mit 
denselben  durch  die  secundftre  Ableitung  UUd  Bezeich^ 
inung  gthmlich  verloren  geht.  Soll  daher  «umBehufe 
ller  leichteren  Uebersicht  ein  tabellarische«  Schema 
des  Hexagonalsystemes  in  seiner  ikalenpddrischeh 
L  26 
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]^chei|raiiQ(weis6  ati%es|elU  werden^  so  kvm  diass 
Bor  in  der  Art  geschehen ,  dass  man  snvdrdersl  die 
Reihe  der  Rbomboider  ans  f.  301  m^t  den  Reihen  def 
Skalenoider  ans  f.  306  Terbindet^  nnd  dann  die  Ne- 
henreihe  des  Schemas  ans  ^296  abg^NMuid^tt  darunter- 
schreibt    Hiamach  erhalten  wir  folgendes  Scho^v 

m<±  si>l 

eil..«.«...— .4^11 ill......*......Ht*Ä""'*—» —^oÄ 


Ä*. .±»M ±Ä*««.,..^.+«iÄ"..-.*-...op^' 


e. 


eÄ« mk^ ^..R^ ....mR"^ ocH^ 

odP2 

•P2.. JsP2. P2. mV2. ;ooP2 

Die  oberste  horizontale  Reihe  dieses,  Scbemn% 
welche  wir  wiedemm  die  Hauptreihe  nennen«  be- 
greift alle  Rbomboäderj  und  di|s  b^j^agonale  Pns|nn 
von  normaler  Flächenstellung. 

Die  unterste,  abgesondert  horisontale  BeflM, 
welche  den  Namen  der  Nebe.nreihe  t^eibehfilf,  be- 
greift alle  he^xagonalen  Pyramiden  und  das  g^cbnitf> 
mige  Prisma  von  diagonaler  FlächenstelhMig« 

Die  mittleren  horison^len  Reihen,  mit  A^ianahme 
der  eingeklammerten,  begrei^n  lauter  Sksdenofider 
und  dihexagonale  Prisn^ien,  und  swar  iede  einfsle 
Reihe  (für  welche  derselbe  Werth  vo|i  n.  gut)  nor 
solche  Gestalten  von  gleichen,  und  ähnlidieii  Mittel- 
querschnitten. Die  eingeklammerte  Reihe  selbig  ent- 
hält dagegen  nur  ein^  und  dieselbe  Gestalt,  nfim- 
lieh  das  hexagonale  Prisma  der  sweitenArt,  =;odP2» 

Jede  verticale  Reihe  enthält,  mit  Ausnahme,  des 
Gliedes  der  Nebenreihe»  Gestalten  von  gleichli|u£ei»7 
den  Mittelfcantefi. 
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Dm  RhomboMer  und  A^  fcMagontfe  Pyramide 
jeder  verticalen  fteihe  haben  gleiche  HMptaxen. 

|.    307. 
IMtr  dl*  ^M  IffttHlhrTtTr  J^iü  tlüiifcifflTttfl 

Anatet  dem  eingescbriebeaen  tlhomboMer  aiod 

mit  Jedem  henagottaknSkaie—CABf  ±^^^  noch  swei 

andere  Rhondbo^det  |f^geben,  l^eldfc^  wtr  die  Rhdm« 
boMer  derPolkanfon  nötüien  Wo&e'te«  £i  haben. nftm-> 
ttek  die  beiderlei  P\>ll:antett  emea  jeiNtfk  SkalenoSders 
«Im  gaas  fthnlidle  hk^  Wie^  di«  PdlkAnten  irgend 
aweieri  ili  verwendeter  SteRnng  befindlicher  Rhont- 
beidet.  Denn  eie  liegefi  tflmmifich  in  den  dfagümaw 
len  Hanpfschnitten,  jedoch  so,  dafff  ^e*  drei  ob^eA 
Polkanteo  jeder  Art  in  die  abwechtelndea^  di#  drei 
unteren  Polkanten  in  die  sn^riichengelegenen  Hanpt« 
achnitte fallen;  andr  habe»  dti  gleifib— dnigto Pdlkan» 
ten  gleiche  Neignng  gegen  die  Hanptaxe.  Dieaelben 
beiden  Bedingnngei^  der  Lagä  in  den  abwechgelnden 
diagonalen' HanpucKnitten,  nüd  tfer  gleichen  iVdigang 
gegen  die  Hauptaxtf  flndea  abet  tm  Aügriieiiiep  fttr 
fedea  Rhombolld^r  ±  m'B  Statt;  folglich  werde»  die 

beiderlei  Polknte«  eitei  jedetf  ModeneCders  ±  —^ 

mit  denen  Irgend  xWeifei'RhombölSder,  wo  nicht  coin* 
cidiren,  so  doch  parallel  laufen« 

fKeCneichnngen  deir  tn  dten  ersieii  Sextanten  fal* 
ienden  Polkante  jedei  Rhomboedera  £  m^R  find : 

+  ^-Ks«i^l,.wldy--M6ia 

Die  derchitngen  der  beiden^  in  deüaelben  Sex«- 

Mtk  fallenden  Po 

fiMhfon  aidi  oben: 


mPü 
tanten  fallenden  Polkanten  dea  SkalenoSdara  -^-  idier 


25« 
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^l  +  (^  =  l,„„d,-z  =  0 

Hterant  folgt  fbr  den  PMdlciivMt  ^br  Polkan- 
ten  des  Rhoiiibo6deiii 
i)  mit  den  kürzeren  Polkanten : 

m'a  :  i  tsx  «ia(2»'— 1)  :  n 
2)  mit  den  Iftngereii  Polkanten: 

«i>  :  1  =  wM(n  +i)  i  n 
Da  sich  nun  das  RhomboMer  der  kfirseren  Polf> 
kanten  in  gleiober,  das  Rhomboöder  der  längeren 
Polkanten  aber  in  verwendeter  ätelinng  mit  dem  Ska- 
leno^der  befindet,  so  werden  die  Zeichen  dieser  bei* 
den  BhomboSder: 

Rh.  der  kör«cren  Polk.  =  +  ^^^^Dä 
Rh.  der  Itegeren  Polk.  ^  +  ^(^+^)jt 

Es   war   aber    das    eingeschriebene   RhomboSderi 
oder,  wie  man  es  auch  nennen  kann,  daii 

Rh.  der  Mittelkanten  =  ±  ^Ü^^H^^/t 

Weil  nun: 

»  +  1«  (211-1)  +  (2-») 
so  erhalten  wir  das  Resultat,  dass  die  Axe  des  Rhom* 
boSders  der  längeren  Polkanten  =  der  Summe  der 
Ai^en  der  beiden  andern  Rhombo^der;  ein  Resultat, 
welches  sowohl  an  und  für  sich,  als  auch  in  Besag 
auf'  die  ähnliche  Relation  in  f.  214  merkwürdig  ist. 

Wollen  wir  dieselben  RhombMder  in  Bezug  auf 
das  secundäre  Zeichen  mfB*'  ausdrucken,  so  haben 
wir  nur  in  ihren  vorstehenden  Zeichen  mV  statt  m^ 

2nf   "  ... 

nnd  -yj-j  statt  n  zu  schreiben  (f.  304);  dann  folgt. 
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naoh  Unterdrückong  der  Accenle,    allgemeiA  für  das 

SkalenoCder  +  mR^i 

Rb.  der  Mittelkanten      =  +  mR 

Rh.  der  kärseren  Polk.  es  +  4^(3«— 1)11 

Rk  der  lingeren  PeUc.  »  qP  \m{am+i)B 

f.    308. 
Ableitung  der  hezagonaleo  Pyranlden  der  drittea  Art. 

Die  hexagonalen  Pyramiden  von  abnormer  Flä- 
cbenstellong  sind  die  hemiädriscben  Gestalten  der  di« 
hexagonalen  Pyramiden  nach  den  an  den  abwech- 
selnden Mittelkanten  gelegenen  Flächenpaaren;  oder, 
die  durch  den  Gegensatz  von  rechts  und  links  ent- 
stehenden hemi^drischen  Gestalten  Jener  Pyramiden. 

Weil  jede  bleibende  Fläche,  ausser  mit  ihrer 
bleibenden  Nebenfläche  aus  der  entgegengesetsten  Py- 
ramidenbälfte,  nur  noch  mit  sn^rei  Nachbarflächen  aus 
derselben  Pyramidenhäliite  sum  Durchschnitte  kommt, 
so  wird  sie  nach  ihrer  Yergrössemng  wiederum  ein 
Dreieck  darstellen.  Und  weil  alle  Mittelkanten  der 
Muttergestalt  in  der  Ebene  der  Basis  liegen,  so  wer- 
den sich,  bei  der  Yergrössemng  der  an  den  abwech- 
selnden Mittelkanten  gelegenen  üächenpaare,  diese 
sechs  Mittelkanten  swar  mit  verlängern,  aber  ihre 
Lage  in  einer  Ebene  beib^alten.  Die  neue  Gestak 
ist  also  notwendig  eine  Pyramide  (f.  55).  Ihre  Ba- 
sis muss  aber  ein  reguläres  Hexagon  seyn,  weil  die 
aämmtUchen  Mittelkanten  der  Muttergestalt  äquidi- 
•lant  vom  Mittelpuncte,  von  den  abwechselnden  Mit- 
tdSuuiien  aber  je  zwei  gegennberiiegende  parallel, 
und  je  zwei  benachbarte^  unter  120^  geneigt  sind.  Die 
hemi^riBche  Gestalt  ist  daher  eine  hexagonale  Pyra- 
mide. Weil  endlich  die  Mittelkanten  der  Mutterge- 
■talt  weder  den  Nebenaxen  noch  den  Zwischenaxen 
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paiaUel  knfaii  ioad«ni  ^edenMk  eim  m^td^re  Rieb* 

tung  haben,  so  kann  die  henüCdiiaciie  Pjnmkb  nvr 

eine  Pyramide  to«  abaenner  Fttebenatellnng,   oder 

eine  hexagenate  Pyrainide  der  diklea  Art  seyn. 

Die  beiden  ans  einer  nad  dem^t^e«  dlkexagona* 

len  Pyramide  eiP»  absuleitenden  hexagonalen  Pyra^» 

miden  erhalten,  gans  an«  deneelfaen  Gründen,  welche 

oben  in  f.  216  für  die  ähnlichen  Ableitungen  im  Te* 

tragonalsytteme  f^lgegeben  worden,  und  daher  für  ge- 

r  mPm 
genwftrtige^  Fall  nachauaehen  sind«  die  Zeichen  y  -^ 

^^9     2 

f.    309, 

Selnl  ma»  m^=*öQ^  so  vei wandelt  sieh  die  hexa* 
gonale PyranMe  In  ein  hexagonalea  Pritma  toh 

abnonnec  nKicb.eMtieU«Qf „  deaaen  Zeioi^ea  -j  *-^  nnd 
looPi» 

Fi»  r  «9  ft  eririAt  ma»  «e,^  wk  ihfen  aämalU* 
eh«BSw(lfFlädKn  ^aHetündigeraeheinande,  bexa» 
gonak  Pyramide  «iP,  nndranfgieiche  Weiae,  ilr»as:}^ 
diia  voHstindig  eraeheinendaPyvaMdik  «P2.  Man 
darf  Mnr  die  Flftcheni  der  Pyramida»  de?  Hanpt-  aad 
Nebenreihe  durch  ihre  Hühenliaiea  in  swai  TlKÜa 
Iketlea,  nad  auf  die,  dmvoh  djeee  Flidientheiiua« 
gletcbaiMn  dthexageaal  gewordeaea,  Pyramiden  dataeÜMi 
Qaaela  dar  Hemiidaie  auwradea,  M^m  amn  eatwater 
die  Uttl^ut  oAftr  die  rechten  Fläeheapaare  ihaev  eim. 
aalen  Glieder  yergrftaeeit,  um  aieh  roa  det  RWiliB«> 
lieit  dieaar  Eeanltale  au  flberaangea. 

Ea  fblgt  aha  hierilaa  Ar  die  pyramidal- heanftN 
d^die  &Mhaipipqf9Wei9e»  daageqHigoaalayteawa  Ate 
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Regel,  dati  die  Gestaltea  derHaapt-  und Nebenreibe 
voHsciiidig,'  die  Gestaltea  der  Zwiechenreihen  dage- 
gen at«  hexagonale  Pyramiden  nad  Prismen  von  ab^ 
nortner  flftchenstelhuig  auftreten;  eine  Regel,  welehe 
in  der  Krystallreihe  ^  Apatites  ihre  vollkommene 
Bestätigung  findet. 

€)   Tr^exoeirüeke  Hewneäpe. 

f.    310. 
AUeiiMig  te  IwxsgpBslea  TrapeioMw.    > 

Die  hexagbnalen  Trapesoßder  sind  die  hemi^ri* 
sehen  Gestalten  der  dihexagoaalen  Pyramiden  nach 
den  abwechselnden  einsden  Flächen;  oder,  die  durch 
die  gleichseitigen  Gegensätze  von  oben  und  unten, 
▼on  rechts  und  links  entstehenden  hemiSdrischen  Ge- 
stalten Jener  'Pyramiden. 

Die  HemiSdrie  nach  einzelen  Flächen  kanli  für  die 
difeexagonalen  Pyramiden  nur  eine  geneigtflächige  Ge- 
stalt geben,  weiljeder  Fläche  Gegenfläche  die  siebente 
in  der  Reihe  der  Nebenflächen,  und  daher  eine  ungerad- 
xählige  ist  (f.  50).  Nun  hat  jede  bleibende  Fläche 
drei  Neben  -  und  vier  Nachbarflächen ;  sie  erleidet 
also,  weil  jene  verschwinden,  während  diese  mit  ihr 
xugleich  wachsen,  nach  d^  Yergrdsserung  vier 
Durchschnitte,  und  wird  eine  vierseitige  Figur.  Da 
sie  aber  nur  gegen  die  beiden  Nachbarflächen  der- 
selben Pyramidenhälfte  gleiche,  gegen  die  der  ent- 
gegengesetzten Pyramidenhälfte  un^eiche  Neigung  hat, 
so  werden  die  vier,  sie  begränzenden  Kanten  dreier- 
lei Werth  haben,  indem  neben  zwei  gleichen  Polkan- 
ten zwei  ungleiche  Mittelkanten  entstehen.  Diese 
letzteren  können  übrigens  nicht  mehr  in  der  Basis 
liegen,  sondern  müssen  vielmehr  im  Zickzack  auf- 
nnd  absteigen,  D^eil  fSr  jede  bleibende  Fläche  die  Ne- 
benfläche aus  der  entgegengesetzten  Pyramid^nhälfte 
verschwiadet,   und  doch  jede  neue  Mittelkante  die 
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/Ebenft  dwrBteis  in  eineni  Paaete  schMUet  Atts  aK 
IttJi  dieMm  falgl,  da^  die  heifti€4mche  Gestalt  «iaevote 
9i¥ölf  gleichschepkligen  Trape9<Meii  nmschlosseiie  €!•- 
«tak,  dereii Mittelkanteo  aicht  in  einer  Ebene  Ucs- 
g^n,  ode^t  da«9l  ^e  m  hexagonales  Trapeso^der  ist. 
Die  zwei,  aus  einer  und  derselben  dibexagona* 
len  Pyramide  mV^  abzuleitenden  Ti'i^so^der  wep* 
den,  ganz  aus  denselben  Gründen,  welche  oben  in 
{,  218  bei  der  Ableitung  der  tetragonalen  Trapezoll« 
def  SMigegeben  wurden ,  und  auch  fär  gegenwftrtigen 

mPn         zip« 

Fi^ll  bvchi^tibUcb  gelten,  mit  r— j-und  /-—  begeichnet, 

«.    311. 

Grftnzgeatalten  der  hexagonaleo  TrikpooSder, 

Setzt  man  «i  =  oc,  so  verwandelt  sich  das  hexa* 
goni^le  TrapezoSder  in  da^  dihexagonale  Prisma 
ocP/r,  dessen  abwechselnde  Flächen  jedoch  eine  ver- 
schiedene Bedeutung  haben,  indem  sechs  auf  die  obere, 
und  sechs  auf  die  untere  Gestalthälfte  %n  beziehen 
sind;  ein  Unterschied,  welcher  sich  im  Falle  desHe- 
li^imorphismus  sehr  aufiCE^Uend  va  erkennen  gebeq 
würde,  weil  dann  dies^  Gränzgestalt  der  TrapezoS-» 
der  ^Is  hexagpn^^les  Prism^  von  abnormer  Flächen^ 
fiteiluftg  erscheinen  müsste. 

Für  I»  =  1  verwandelt  ^ch  das  Trapezo^er  in 
fUe,  mit  allen  12  Flächen  vollständig  erscheinende, 
hexagonale  Pyraniide  wP,  und  für  »s^ 2  in  die  eben 
so  vollständig  erscheinende  he^uigonale  Pyramide 
fMP2.  Von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptungen  über-t 
^engt  m^n  sich  Iei(;ht,  wenn  man  die  Flächen  von 
t»P  sowohl  als  von  «P,2  durch  ihre  Höhenlinien  lial- 
birt,  und  dann  auf  die  gleichsam  dihexsigonal  ge-> 
wordenen  Gestalten,  mit  steter  Berücksichtigung  ih^ 
rer  in  §.  297  erläuterten  Gliederung,  dasselbe  Geaetil 
<ier  {ieiuiödrie  in  Anwendung  bringt* 
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Em  folgt  ako  hi^raas  fUt  dk  trapeu^dritelie  Er* 
ftdieiwuigsweise  de«  Hexagonabystemes  die  Regel, 
4aM  nar  die  dibexagonalen  Pyraiaidea  als  TrapezoS" 
der,  alle  übrigen  gestalten  aber  vollsti&odig ,  mit  ih- 
Yen  eämmtlichen  Fläcbea»  gerade  «o  eracbeiiten,  als 
ab  «ie  faolo^isi^k  au^äleD. 

C.     Ableitung  der  Cetartoedriscben  Gestalten, 

f.    312. 
VerMiiiedeBe  ArNo  dfot  Tetaitt^arie. 

Wie  der  HemUldrie,   so  acheint  aneb  der  Tetar- 
toMIxie  die  in  §.297  wftrterte  Oiederang  der  dihexa- 
gonalen  Pyramiden  s«  Grunde  au  Hegen,   indem  von 
je  Tier,    an  einem  Gliede  gehörigen  Flächen  immer 
idrei  verschwinden,  nnd  eine  lurückbleibt.     Nach 
4er  verschiedenen  Lage  der  bleibenden  Flftchen  an 
einander  und  an  den  verschwindenden  bestimmen  sich 
die  verschiedenen  Resultate,  welche  die  TetartoSdrie 
für  die  Erscheinungsweise  der  hexagonalen  Gestalten 
aar  Folge  hat;  Resultate,  welche  sich  freilich  bedeu- 
tend vervielfältigen  wurden,  sobald  man  das  Verhält^ 
niss  der  TetartoSdrie  auch  in  der  Weise  geltend  ma- 
chen wollte,   dass  mit  dem  gftnzlichen  Vers^ winden 
der  abwechselnden  Glieder  die  Yergrösserung  je  sweier 
Flftchen  der  übrigen  Glieder  einträte.    Weil  jedoch 
tetartoädrische  Gestalten  überhaupt  bis  jetst  nur  an 
zwei  hexagonalen  Mineralspecies *)  beobachtet  wur- 
den »  und  der  Charakter  der  Tetartoßdrie  bei  blos  ein- 
seitiger Ausbildung  der  Krystalle   oder  eintretender 
ZwiHihgsbildung  sehr  unmcher  und  vieldeutig  wird, 
so  lasien  sich  die  verschiedenen  Modifioationen  nicht 
auverlässig  angeben,    nach  welchen  das  Verhältniss 
in    der  Wirklichkeit  Statt  finden   mag.     Um  daher 
nnsre  Betrachtungen  übereinstimmend  mit  denen  der 

*)  Am  Qosne  imd  Titsneiwa. 
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HenWdrie,  «ad  frei  Ton  liHtskMMr  VerTfoIfiAdgw%  mn 
eihftlten^  woU«n  wir  die  Tetortalkirie  jedeaMk  Ar 
allc^  Mehs  Glieder  der  hexagonalen  6esMlten  geltend 
machea,  ohne  die  abweehielnden  xu  übel«priii|feB. 

Unter  dieser  VoraiMeetsang  tfaid  aber  avr  swai 
Modalitäten  der  TetartoSdrie  mSgMdi«  Ea  wird  aiaiK. 
lieh  für  die  abwechselnden  Glieder  jedenüedls  der  Ge- 
gensats  von  oben  and  unten  eintreten,  indem  in  dreien 
derselben  eine  obere,  in  dreien  eine  untere  Flftche 
die  bleibende  ist;  dabei  können  Jedoeh  die  oberen 
mit  den  unCerea  Flftefaen  in  Besug  anf  re^Ats  und 
links  entweder  «ne  ftbereinsthoneade^  eder  eine  est- 
gegengesetste  Lage  habett.  Dieaa  giebt  Mgende  swei 
Arten  der  TetarM^drte,  welche  wir  nach  den  Resnl- 
taten,  wekke  sie  iur  die  Erscheinungsweise  der  dihexa» 
gttialea  Pyramide»  sur  Fo^  haben,  mit  den  Namen 
der  rhombo4ldrischon'  und  trapaieädrische« 
Tetartoedrie  bezeichnen  woUan. 

1)  RhemboSdriselre  T  ;  ea  wachsen  in  den  db- 
wechselnden  Gliedern  nadi  oben  und  unten  eBt<^ 
gegengesetst,  nach  reciita  und  links  übereinstiflH 
mend  liegende  Flicken;  Fig.  372. 

2)  Trapesoßdrische  T.;  ea  wachsen  in  den' ab« 
wechselnden  GUedem  nach  oben  und  unten  so^ 
wohl,  als  nach  rechts  und  links  ^ntg^[eng«fsetat 
liegende  Fliehen;  ilg.  378. 

f.    313. 
Verhiltia«  te  TeterMdrie  sar  Hendldrie. 

Da  die  Tetarto€drie  mir  daa  symmetrisch  Ter- 
tbeike  Viertd  der  Fliehen  der  Muttergestak  in  An* 
Spruch  nimmt,  wihrend  die  Hemi^drie  die  symmetrisck 
vertheilte  Hälfte  derselben  fordert,  so  werden  wir  die 
Resultate  jener  aus  den  Resultaten  dieser  ableiten 
können,  indem  wir  die  letsteren  einer  abermidigett 
hemiidrischen  Halbirnag  unterwerfen.   Und  so  verh&lt 
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e«  tM  attdb  ia  der  Thal  Yergleicht 
die  bleibenden  sedhi  Flächen  der  rbooib^CdÜMlraB 
Telarto«drie  mh  den  Uribenden  swölf  FUkbeA  der 
skakncHldftecbflo  oder  pyranndaleii  Hemi^driey  ae  er* 
giebt  sieh,  dass  jene  genan  dieselbe  Lage  habe»,  wia 
die  abweefaflefaiden  einseien  Fllfeehen  von  dioett.  Fb^ 
Ifoh  werden  wir  auch  anf  dasselbe  Besahat  gelange« 
nritesen,  wenn  wir,  statt  die  Begel  dieser  Tetarto4ldnW 
iBUHktelbar  anf  die  dihexagonalePynanide  aaaniwe»dfl% 
entweder  die  SUcalenodder  oder  die  hexagoniden  PjmN 
Miden  TOB  abnormer  Flftdienslelhing  der  HemiSdiio 
naeh  den  abwedwelnden  einselmi  Flächen  i 

Vergleicben  wir  eben  uo  die  bletbenden 
Fliehen  der  trapesoädrisehon  Tetartoädri»  nd*  den 
bleibenden  nwdlf  Fl&elien  der  hexagonalen  Iftalenall' 
der  ode^  Traf esoäder,  so  finden  wir,  dass  jene  ga» 
nan  dieaelbe  Lage  haben,  wie  die  Flädien  der  an  den 
abwechselnden  (normalen)  Mittelkanten  gelegenen  WiA* 
ohenpaare  beider  Ciestaken.  Folg^ieb  werden  wir  anf 
dasselbe  Resnkat  gelangen,  wir  mi^fen  nntt  Mm  U^ 
gel  dieser  Tetartoädrie  unmittelbar  für  die  dihexago- 
nale  Pyramide  geltend  machen,  oder  die  SkalenoSder 
uhd  hexagonalen  Trapezoäder  der  HemSIdrie  nach 
den  an  den  abwechselnden  (normalen)  Mittelkanten 
gelegenen  Flächenpaaren  unterwerfen. 

a)  Bkombotir%$ek9  TVMrf olMe. 

f.    314. 
Ableitaiis  der  KhonboMcr  too  abnoniMr  Fl&dteilttoBaiif  • 

Die  RhomboSder  von  abnormer  Flächenstellnng 
sind  die  tetartoSdrischen  Gestalten  der  dihexagonalen 
Pyramiden  nach  den,  an  den  abwechselnden  Mittel- 
kanten gelegenen,  abwechselnd  oberen  und  unteren 
Flächen;  oder,  diejenigen  tetartoSdrischen  Gestalten 
jener  Pyramiden,  welche  durch  YergrSsserung  der 
in  den  abwechselnden  Gliedeiti  nach  oben  und  imten 
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entgegengetetzt,   nach  rechls  und  linb  ftli«reüiiliflK 
■ieftd  Uiigeiiden  Fläohen  entstehen. 

-  Afi  dieser  ikrerD^nifion  feJgt  lOMiitCelbar,  dttM 
diesdUben  RhombolMler  xun  Yorseheine  kemmen  mlLi* 
mr,  wen»  man  in  den  hexagonaleh  Pyramiden  dw 
dritten  Art  die  abweehsdnd^n  einx^mi  JElftcben  snr 
Vei^rStflemng  bringt  Da  nnn  der  in  f.  299  gegebene 
Beweis  für  die  Ableitung  der  RhomboCder  ans  den 
hexagonalen  Pyramiden  eigenitlich  gans  nnabhftngig 
Ton  der  SteUnng  rnid  Bedeutung  dieser  Pyramiden  ist, 
«o  werden  anoh  die  bexagonalen  Pyramiden  Ton  ab- 
nonner  Flftchenstelfaing  notbweiidig  auf  RhomboCder 
gelangen  lassen,  sobald  ihre  abwechselnden  einzelen 
Flächen  wAolüen,  l^s  m»  Yersehwinden  der  übri- 
gen. Nur  werden  diese  Rhosabo^der  eben  so  von  ab- 
aenner  Flichenstellnng  seyn  m&asen,  wie  die  aus  siP 
abgeleiteten  BhomboMer  normale  FUchenstellung 
hatten. 

Die  Zeichen  der  vier,  ans  einer  und  derscdben 
dihexagonalen  Pyramide  siPi»  abzuleitenden  BhomboS- 

der  von  abnormer  FlächensteUunff  sind:.   +  -r-^r— 

,   .    l  mPn 

und  + 3—. 

f.    315. 

GrAazgMtaltsn  der  RhomboSder  von  abnomer  FUchentteUuif  • 

Für  ei  sss  00  verwandeln  sich  die  Bhomboßder 
von  abnormer  Flächenstellung  in  hexagonale  Pris- 
men, deren  abwechselnde  Flächen  jedoch  eine  ent- 
gegengesetzte Bedeutung  haben. 

Für  9  s=  1  wird  mPn  =«iP,  und  das  Rhombo^ 
der  der  dritten  Art  ein  Rhombo^der  der  ersten 
Art,  oder  ein  R.  von  normaler  Flächenstellung,  wel- 
ches in  derErscheinuqg  durch  nichts  von  demRhom* 
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boSder  ±  — '   oder  +  mH  verschieden  i«t,    obwohl 

^ne  Flfteh«i  mir  als  die  vergnSttefften  reehton  odiur 
J&ikeQ  FlftcbeiAftlfieB  det  letstMOM  gedentut  wtfdeo 

,  FOr  •  =a  2  vefwawUln  8i«h  ilA  BboüboSd^r  4^ 
drUtm^  in  RhombolSdef  di^r.swjeiteik  Act^  odkr 
fe!Bh»mba«4«r  von  diogoailar  Flicb^nttaMuAg,  de- 
MB»  wir.«]^«.  Um  sm.Maiteii  Mde.bi^gtgtteB, 

Die  beiden  hemageMiJien  Pritonml  OQ»  ited  ooP2 
ereoheioen  tetefteidraehvelUitudig,  4^  behdl« 
ten  ihre  ab»fttfceeliide»  gltoheMt  efae  ea^pgoigeeetBte 
]|#d0at«ag. 

AJIfeMNft  schallen  jvif  eka.fSr.da»  Hemgonftl* 
ftjretem  in  «einer  rhoiibo«djdsekc»n  TeteKoMne  die 
B#geI,.dMUi  die  saMMdicbMi  Pjrrwudm  aU  Rbotob4><E« 
der»  Püd  die  eämmtliidiea  Priemen  ala  hexegonale 
Priemen  aoftreten,  und  da»  jeeue JAhomboiSder  eeweU 
ßifi  diM^  BiAmiw  neiaude»  dk^gomle  odAr  .ahMrme 
FUUrUmillrflag  habeo^  Je.nachdeai  eie  eiie.dM; Hanfe* 
reihe,  aus  der  Nebenr^ihe  eder  aas  Zwischenreihen 
stanunen.. 

Abl^tunf  d«r  ^ri^gMka  Tiapexoöder.  r 

Db  trigoh^n  TripteeMetr  sind  die  .ielarleidi** 
•eben  Gestaken  dfBr  dfliexagonalen  Pjrraieideti  sadi 
dien  an  d«a.  abwechselnden  n^rsAalen  MtUAleeiBen  ana« 
lug  gtolegenen  Nachbarflttdien;  ^  #der5,  di^enigen  tetar-» 
to^driiMriiM.QeMiill^n^eilearPyraaiiden,  weloha  dnxob 
Yergrosserang  der  in  den  abWedisebideR  CHiedem 
n%ob  -oben  und  «iiteii  sowohl»  jds  nach  oeobts  und 
lipks  dntgegei^setst.liegendeA  Flitohen  jBttlsl^ben. 

Jede. bleibende  flttebe  kimmt  mit  Tier  andern 
bfetbeiilen,EkUhen,anmDtrtb|^haitla,  «nd^viffdialeo 
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iJlg^wein  eine  vierseitige  f^r^  da  sie  iterursyvfing^ 
lieh  nur  gegen  die  swei  Flächen  derseH>6n  P)Tamiden- 
MUte  gMehe,  g«gM  die  beMen  FUUhM  der  w^^ 
g—geitnuen  PyinnideahlUbe  nngleidi»  Neigung  Imh, 
so  werdenl  sich  anch  f8r  sie  neben  swei  gleichen  Pol» 
knnfMi  swei  mngleid»  Mktolknnmi  ausUMen;  wor- 
am  sieb  fblgein  llsst^  dass  diefliahen  der  tetarleK^ 
drbelien  Ceeish  gfatchsihent Hge  Tnyeüwdde  werde» 
müssen,    ilfee  nonen  MiwelkBuawi  ktasse»  ahet  woder 
In  der  IbeM  der  Basls^   Meh  «herhM]^  in  einer 
Bhene  Regen,  dn  <lt  jede  bksihende  fliehe  dkjenig» 
^oeauhiiin»^  weleheiMitthr  ehwr  heriaeiHaieKante  hil> 
dete,  die  ahweehselnden  Mittelkanten  aber  «eh  dmA 
dbsi  ahewushsfluiien  Badf unoie  der  NebenaaMn  laufen. 
Die  Mue  aosudt  ist  daher  din«  vo»  sechs  ^eieh«^ 
sebenUige»  Ttupesoidea  ownschtissim»  Qemtk^  dsMn 
MkiettEBnten  in  Zieksaelc  Mtf-  und  absieigun^  d.  k 
ein  tvigenales  Trapenetter^ 

IMoZoiehen'Ten  je  yieti,  mm  einer  woA  derselben 
Jlheimigunnten  Pyramide  ahsnleicenden  trigMÜMi  Tra^ 

pexoddern  sind:  i  r  --j-  und  i  /-j^. 

f.    317.. 
GrinstMtoltao  d«r  tsifosUea  l^rapesoSte. 

Für  si=^do  verwaüdefai  sich  £e  trigonalen  Tra- 
pesoMm  ih  ditrigonälo  Pf  Ismen,  indem  dieselbe 
Regel  der  TetmrtoMrio,  astfaoPn  angewendet,  dieVer- 
gvdeserung  der  an  den  nkwedisrinden  neimaden  Set» 
tenlcanien  gelegenen  Hftobenpaare  ferdeit^;  dhek  ha» 
ben-  die  abwechselnden  Fltehen  Aeeer  Pi'smiew  efaie 
enigegengesetste  Bedeutung.     >      i 

F6r  »  =ttf  1  verwavdetn  sieh  die  VrapeneMer  In 
Rhermbo^tder  Ton  normalerFlfteh«nfft«llu«g^ 
leekho  sieh*  ihrer  Emeheinung  nack  dnech  nidiei'  von 
n  %%  Ms9*  usMvasneMenif  'Wiswon» 
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ibfp  *Wrwi  msA  oniere«  Flidmi  •in^  m4i  f^clM 
mA  llnkii  vemchiedem  B^entung  haben» 

Fäf  a  ca  9  verwaadek  iieh  4U  Trap#üo«der  in 
trigonal»  Pyramiden  v«a  diagoaalerFläeheniiteU 
limg»  derfii  oberf  und  «atöre  Fliehen  naeh  reefata 
^u^  linl^s  vanohieden  atnd»  wa<  jedoch  anf  d|e  £v» 
aobeiMng  der  Qeslalt  aelbai  ahae  Einftiaa  bleibt. 
Dif§ir  2(i|Munmeakang  der  Urigenalen  Pyramiden  mit 
4an  AhrifMK  tetarMkifseohen  Geatakan  daa  Systemea 
witd  dveh  ihr  VetkoaunA  in  derWkkliohkait  volU 
kaailMn  beaHUtgt. 

Da«  Priama  ooP  ecaebaint  volUlladig  mit  ai* 
|ei|  tfdif,  jadeeh  ihrer  Bedeutang  nach  eatgegenga* 
aetatm  Flftchw;  daa  Prama  ot9Z  dagegen  aar  arit 
nfiinfn  fdmedkialndan  Fliehen,  ah  trigennlva 
Friajaa  von  diagonakr  FliebeBetelhHig.  ^ 

.  ^JUgemein  erhalten  ivir  alao  far  dag  Hexafoaal«* 
ayatem  in  «einer  trapeaaAiriachen  TetartoMrie  die 
Rege)»  daia  die  Geataken  der  Haaptreihe  alaAom- 
lieAhMT  und  hexagonalea  PriaaM,  die  Geata^ea  der 
Nebenreihe ,  als  trigonale  Pyramiden  nnd  trigonalea 
Prisma,  die  Gestalten  der  ^wischenreihen  endlich  als 
trigonale  Trapezo«d^r  nnd  ditrigQaale  Priemen  auf- 
treten. 


Drittei    Cmpiteh 

«Vo-n  der  Berechnung  der  Gestalten  des 
He  xagonal  systemea. 

|.   318, 
Vorbereitung. 

Das  dreizihlige  Axensystem,  welches  nach  {.  280 
allen,  ifn  Gebiete  des  Hexagonalsystemes  Tora^aein 
menden  Bechnungen  anbaidiarisch  an  Grttiwl«  galagl 
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w«rdm  inMs,  ist  eigentlich  eift  mmi^ldiiibMrLidlies 
((.  24);  dena^  Bacbdeiii  die  Ax«  der  u  elimhiirt  wet^ 
den,  UeiWn  nur  nock  die  unter  60^  gimeigten  Axen 
der  jf  und  t  und  die  Axe  der  m^  welche  auf  Jenen 
beiden  reebtwinkl^  ist  Der  Untemchied  beetebt  atfr 
dnrin,  daee  im  monekUnoMrbehen  Syeteme  eine  der 
gchiefnrinkligen  Axen  v«itienl  n  stellen  \A  (|.  4iX 
tvtfarend  in  ^legenwir^m  Systeme  die  Axe  der  4r 
die  Hanptaxe  seyn  nnd  UeAen  nMun.-  Weil  mm  dl« 
sflinmtltohen  Cnlcfile  im  Gebiete  eines  moneldinoftdri^ 
sehen  Axensystemes  davon  gans  nnahhüngig  sind)  nb 
^se  oder  jene  Axe  die  Hotte  der  Hanptaxe  spielt, 
so  ktenea  wir  die  in  der  Elementaiiehre  f  31  n.  £ 
l^eiiiadsnen  fWmeln  munitldbar  ftr  die  BereAnnng 
des  UexagonabystesM».  in  Ansprach  nehmen,  wenn 
yi\f  in  denselbnn  ^  =r  6(f  setsen,  die  Bnchsta^ken  op 
und  z,  m  und  e  Tertanoehen  %  und  endlioh  statt  o,  b 
nnd  «  die  Grössen  m,  n  ttnd  r  schreiben. 

i%r  irgend  einen  dnrch'  seine  Coordinatea  s^  y 
nnd  s  gegfbenen  Ponct  wird  aho  die  CfentiwidhtMii : 

»  ==^  KS^+sfH^F+^  (5.27) 
nnd  für  irgend  zwei,  durch  ihre  Coordinaten  gegebene 
Puncte  die  gegenseitige  DistänsHnie, 

Für  irgend  eine  Flftche,  deren  Gleichung 

£  +  IL  +  i.  =«  1 

werd^  4ie  Gleichungen  d#r  Normale  ai^s  dem  Mit«- 
telpuncte,  nach  {.28 

JL i_  «0 

Sät         2si(2r~ii) 


^*tHkiA  uiiter  X  babtiil  wir  die  Coordmate,  «Mter  ä  dM  Pa« 
nuds^  £#*f«rBtehei,  wekiter  dcb  auf  die  Hsnptsxe  besieht« 
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r  2r — n 

ond  die  Länge  dieser  Normale: 


Der  Cosinus  des  Neigangswinkels  W  sweier  ilä- 
dien  J^  und  F^j  deren  Gleichungen 

^^  +  -^  +  -1  =  1 

m         n  r 

und    — 7  +  -^  +  -v  =  1 
m         n^        r^ 

findet  sich  nach  f.  29 


/-jSi^(i|2--nr+r2)+S«-r2  •4»i'-(n'2--n'r'+r'2)4-Sii'='r'> 
Zur  Auffindung  des  Cosinus  des  Neigungswinkels 
17  ZM^eier  Linien  L  und  Z^^  haben  Tyir  zuvörderst  in 
den  für  jene  Linien  allgemein  zu  Grunde  gelegten 
GQeichungen  des  (.  30  die  Coordinaten  w  und  z  sm 
vertauschen,  so  dass  bei  allen  hierher  gehörigen  Rech- 
nungen die  gegebenen  Gleichungen  der  Linien  mit 
folgenden  schematischen  Gleichungen  parallelisirt 
werden  müssen: 


/  T  $'  — " 


!i+f=o 


(*+f=' 


Dann  wird  unmittelbar: 
oder  auch: 

I.  26 


Digitized  by  VjOOQ IC 


408  Bdn^  Ary^allögraj^üe. 

Nach  diesen  Yotbereitangen  können  wir  xur  Be- 
rechnung der  einzelen  Crestalten  übergehen;  wobei 
wir  wiederum  für  die  Grundgestali,  es  mag  nun  sol- 
che als  hexagonale  Pyramide  oder  als  Rhombo§der 
gedacht  werden,  jedenfalls  das  Yeriiältniss  der  hal- 
ben Nebenaxe  snr  halben  Hauptaxe  =5 1  :  a  voraus- 
setzen,  und  die  Berechnung  selbst,  in  der  Abtheiloi^ 
der  holoedrischen  Gestalten  sowohl,  als  in  den  ver- 
schiedenen Abtheilungen  hemißdrischer  und  tetartoS- 
drischer  Gestalten,  auf  diejenige  Gestalt  gründen, 
welche  als  der  Repräsentant  ihrer  Abtheilung  su  be*« 
trachten  ist  (veirgl  f.  220). 

A.     Rerechmmg  der  holoMritchen  Gestalten. 

|.    319* 
Berechitung  der  dibexagonalen  Pyramide  mPs;  Zwiscbenaxeti. 

A  u  f  g  a  b  e«    Die  Grosse  der  Zwischenaxen  der  dihexa* 
gonalen  Pyramide  mP»  su  finden. 
Für  alle  drei  Zwischenaxen  gilt  suvörderst  ge« 
meinsdiaftlich  die  Gleichung: 

AT  =Ä  0 

Die  zweiten  Gleichungen  finden  sich  aus  ihrer 
Lage  SU  den  Nebenaxen,  wie  folgt:- 

1)  für  die  Zwischenaxe  der  Axen  der  y  und  zi 

y  —  z  =  0 
3)  für  die  Zwischenalte  der  Axen  d^r  z  und  n : 

2y  +  z  =  0 
3)  für  die  Zwischenaxe  der  Axen  der  ff  und  ui 
2z  +  y  =fc  0 
Die  Gleichung  einer    in    den  ersten  Sextantea 
fallenden   Fläche   der   dihexagonalen  Pyramide  mPm 
ist  aber: 

—  +  -ä^  -f.  z  =*  1 
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Die  Coordinaten  ihres  Dntdiicfaitittspmiotes  mit  der 
Zwischenaxe  desselben  Sextanten,  oder  des  diagonal 
len  Mitteleckpnnctes  werden  daher: 

;r  =:  0,  lind  y  =  z  =  — j-z 

n  +  i 

und  folglieh  die  CentraMistanv  dieses  Ponctes,  öder,' 
Was  dasselbe,  die  Länge  der  halben  Zwischenaxeq: 

Set2t  hian  n  ±=  1,  so  wird  D  £==  |/4,  nnd  be« 
trachtet  man  diesen  Werth  als  den  Grondwerth  der 
Zwischenaxen ,  so  wird  der  Coßfficient  r,  mit  wel- 
chem dieser  Gnindwerth  multiplicirt  werden  muss, 
tun  anf  die  Zwischenaxe  irgend  einer  Gestalt  «iPii 
gelangen  su  lassen: 

2n 


n  +  1 


i    320. 
Portsetzung;  Flächennonoale. 

Aufgabe.    Die  Normale  äüs  dem  Miitetpuncte^atli 
eine  Fläche  der  dihexagonalen  Pyramide  jnPh  za 
finden. 
Vergleicht  maü  die  Gleichmig 

^  ^  +  iL  +  ,»i 

iilit  der  Gleicfanng 

±  +  £  +  ±^i 

ma        n  r 

so  findet  Sich,  iinmittelbar  ans  ihretn  fär  letztere 
Gleichung  berechneten  Werthe  in  §.  318,  die  Länge 
der  Flächennormale : 


N^ 


man^ 


26* 
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oder,   wenn  wir  die,   auch  in  andern  Formeln  sehr 
häufig  vorkommende'  Grösse 

J^4flt«a^(»^  — it  +  l)+3ii*  «  Jf 
setsEen, 

^  —  .  M 

«.    321. 
Fortsetzung;  Kantenlinien. 

A  n  f  g  a  b  e.    Die  Kantenlinien  der  dihexagonalen  Py- 
ramide mPn  zu  finden. 
Die  Kantenlinien   einer  dihexagonalen  Pyramide 
mPh  sind  leicht  ans  den  bekannten  Coordinaten  ihrer 
respectiven  Endpuncte  zu  berechnen;  diese  Endponcte 
sind  nämlich  für  die  Kanten  der  Fläche  F: 
(l)derPoleckpunct;         a;  =  ma^y^^  0,     2=:  0; 

(2)  der  normale  Mitteleckp.  5  47=0,  y=  0,    z=  1 ; 

(3)  der  diagonale  Mitteleckp.;  a?=0,y —        ,  z=i        ; 

nnd  zwar  wird  begränzt: 
die  normale  Polkknte  X  von  den  Puncten  (1)  nnd  (2) 
die  diagonale  Polkante  F    -      -      .    .     (t)  und  (3) 
die  Mittelkante   .  .  .    Z    -      -      -    -     (2)  und  (3) 
Nach  der  in  f.  318  stehenden  Formel  für  die  Di- 
stanzlinie zweier  Puncto  erhält  man  sogleich  folgende 
Längen  dieser  Kanten: 

X=        l^m'^a^  +  i 

Y        ^^'a^in  +  iy+Sn^ 

-  «  +  1 

Für  den  Fall,  da  JC=  F,  oder,  da  die  Dreiecke 
der  dihexagonalen  Pyramiden  gleichschenklig,  und  folg- 
lieh diese  selbst  regelmässig  zwölfseitig  würden,  folgt: 

2 
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Dieser  irrationale  Werth  vpn  u  verbürgt  uiw 
nicht  nur  die  Unmögliehkeit  dodekagonaler  Pyrami- 
den im  Gebiete  der  Krystallformen,  sondern  lehrt 
uns  auch  die  Gränze  kennen ,  dlessei^  und  Jenseits 
welcher  die  beiden  Polkanten  ihr  Grossenverhältniss 
vertauschen.  Es  ist  nämlich  die  normale  Polkante 
länger  oder  kiirzer  als  die  diagonale   Polkante ,  je 

nachdem  n  <  oder  >        ^  ;   und,   weil   1,366... 

der  Näherungswerth  dieses  irrationalen  CoSfficienten, 
so  werden  dihexagonale  Pyramiden  wie  siP^»  ^^i 
oder  mPY  u.  s.  w.  den  regelmässig  xwölfseitigen  Py- 
ramiden mehr  oder  weniger  nahe  kommen.  . 

§.    322. 

Fortsetsong;  VolimMa.  • 

Aufgabe.    Das  Volumen  V  der  dihexagonalen  Py- 
ramide miPn  m  finden. 

Die  Basis  der  dihexagonalen  Pyramide  mPn  wird 
durch  die  Neben-  und  Zwischenaxen   in  12  gleiche 
und  ähnliche  Dreiecke  getheilt,  von  welchen  ein  je- 
des die  halbe  Nebenaxe  =^  1  zur  Grundlinie  und  das 
Product   der   Coordinate    des    diagonalen   Mitteleck- 
punctes  mit  9in60'^  zur  &öhe  hat.    Der  Flächeninhalt 
jedes  solchen  Dreieckes  ist  daher: 
__»j/3 
4(»+15 
und  der  Inhalt  der  Basis  selbst: 
3»j^ 
n+1 
Da  nun  die  dihexagonale  Pyramide  aus  zwei,  m 
ihreh  Grundflächen  verbundenen  einfachen  Pyramiden 
von  der  Höhe  ma  besteht,  so  wird  ihr  Volumen: 

n  +  ± 
und  das  Volumen  einer  jeden  Ton  den  24  Elementar- 
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^yramiden,    au«  welchen  man  sich  die  ganze  Pyra- 
mide sasammepgej^etst  denken  kann: 


V  = 


.4(ii+l)>/3 

§.    323, 
Fortsetzung;  Oberfl&che. 

Aufgabe.    Die  Obeiflftche  jS  der  dihexagonalen  Py^ 
ramide  mSn  zu  finden« 
Das  Volumen  ist  auch  das  Product  der  Oberflfi^ 
che  in  den  dritten  Theii  der  Flächennormsüie,  ode^p 

Y  =  \m      ' 

folglich      S  =  -^ 

Setzt  man  in  diesen  Aosdruck  die  Werthe  von 

V  und  iV,  «o  wird : 

«        6K4w'a»(»«— »H-l)-i-3«*  _   f>M 
«  +  1  "~«»  +  l 

and  daher  der  FlSeheninhalt  jeder  einxelen  Pyrauü? 
denflftche : 

Fort^etzuog;  FiädMliwiidLel. 

Aufgabe.    Die  Flächenwinkel   der   dihexagonalea 
Pyramide  siPi»  zu  finden. 

Wir  bezeichnen  die  ebenen  Winkel  der  Flftchen 
aüalog  den  ihnen  gegenüberliegenden  Kanten  mit  %^ 

V  und  C ;  da  nun  der  Sinus  jedes  Dreieckwinkels  gleiclp 
dem  doppelten  Flächeninhalte  Fy  dividirt  durch  dem 
Product  der  ihn  einschliessendeii  Seiten,  so  wird: 

2F      .  2F      .  ^        2F 

Substituirt  man  für  F,  X,  Y  ^^i  ^  ^^  Werthe 
aus  {.323  und  321,  so  folgt; 
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.     ■   •  ■•  M    ■ 

Berechnet  man  ans  diesen  Sinus,  oder  besser, 
mittels  der  Gleichungen  der  Kantenlinien  die  Werthe 
der  Cosinus,  so  erhält  man  endlich  für  die  Tangen- 
ten, als  die  im  Gebrauche  bequemsten  Fu^ction/BOf 
folgende  Ausdrucke: 

^^*         äK»— 1) 

M 

Anmerkung.  Braucht  man  den  Neigungswin- 
kel o  irgend  einer  vom  Pole  der  Gestalt  auslauüen- 
den  Kante  gegen  die  Hauptaxe,  so  darf  man  nur  in 
ihren  (aus  der  Combination  ihrer  resp.  Flächen  fol- 
genden) Gleichungen  ^  es  0  setsen,  und  ans  den  da- 
durch bestimmten  y  und  z  die  Centraldistanz  D  ihres 
Durohschnittsponctes  mit  der  Basis  aufsuchen;   dann 

wird  fanga  =b  — .  Im  Allgemeinen  aber  ist  die  Auf- 
findung des  Cosinus  des  Neigqngswinkels  irgend  zweier 
Kanten  ein  sehr  einfaches  Problem,  weil  man  nur  die 
C3eichungen  beider  Kanten  zu  bestimmen  braucht, 
um  die  Grössen  zu  erhalteii,  welche  statt  der  Buch- 
staben cc,/9,  y,  (f,  €  und  ^  in  die  Formeln  für  coi  U 
({.318)  substituirt  werden  müssen. 

§.    325. 

Fortsetsong;  Kaatenwinkel. 

Aufgabe.     Die   Kanten winkel   der   dihexagonalen 
Pyramide  m?n  zu  finden. 
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Wir  lassen  d^n  Kanten  ihre  in  §.  321  gebrauchte 

Bezeichnung,    und   setzen   die    Gleichunff   der   einen 

Fläche  F  ^  ^ 

^  +  X  +  ^  =  1 
ma        n     ' 

80  sind  die  Gleichungen  der  drei  Flächen  jP,  F^  und  jP^, 

welche  mit  i'' die Kanjten  X,  Fund  Z bilden,  folgende: 

BrF' ^  +  ^!:Z%+^=i 

ma  n 

ßr/^ £+     y     +-^"* 

ma  n 

mx  F'...  —  —+     ^      +z=i 
ma  *       n        * 

Setzt  man  in  den  Ausdruck  für  cot  W  des  §.  318 
statt  der  Buchstaben  m,  n  und  r  die  Parameter  der 
Gleichung  von  Fj  und  statt  der  Buchstäben  »%  n^ 
und  r^  snccessiv  die  Parameter^  der  Gleichungen  von 
i^,  F^  und  F^j  so  erhält  man; 

2m^a^(n^  +2n^2)+3n^ 
''^'^~       4m^a'(n^—n+i)+3$i^ 
cö»  Y—  _  2«i^«H4n-i^^— 1)+3j>^ 
^  ~      4iH^aH»'— »+1)+3j»^ 
^  4«i*aV»^— n  +  1)— 3»* 

4»^a2(ii^— »  +  l)+3»* 
Die  Cosinus  der  halben  Winkel  sind; 
,~        ma(2 — n) 

Hieraus  folgen  die  Proportionen: 

cos^X  :  eo$^Z  =  flta(2— ^)  :  nyZ 
coi^Y  :  co«4^Z  =  maln — 1)  :    n 
cos^X  :  co$i^ F  =     2  —  11     :  (fl—i)^^ 

und  wiederum  für  JT  es  F  die  Bedingung: 


=  ^A^,  wie  in  i32t 


2 
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Ferner  findet  sich: 

^  «ia(2 — n) 

"^*^  = m«(,-l)^ 

'««**^  =-      _.       n^ 

Setzen  wir  den  Winkel  je  smeier  Nachbarflächen 
eines  und  desselben  normalen  Mitteleckes  =:  %  und 
den  Winkel  je  zweier  Nachbarflächen  eines  diagona- 
len Mitteleckes  a=  17,  so  wird: 

irr  «laCii  +  l) 


»   -  * 

f    326.  r 

Förtsetztmg^  l^antenwlnkel  ftr  Pyramtdisii  ton  der  i^nrm  »F.  "*    . 

Da  dihexagonale  Pyramiden  von  der  FormfliP -r 

in  der  Natur  besonders  hftufig  vorkommen,  und  die 
zur  Berechnung  der  Kantenwinkel  dienlichen  Formeln 
für  sie  einige  Abkürzungen  erhalten,  so  ist  es  be- 
quem,  dieselben  für  den  Gebrauch  uimtittelbar  zur 

Hand  zu  haben«    Man  findet,  i^enn  n  z=s -, 

^  2a«(2«*— 2»— 1)+3 

COM  Y  S^    -*-    •— ^ ■  r    ,      ■ ^    ',, 

^^  4a''(«»— (d+D+a 
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cotiZ  = 


g^ 


V4a''lm*—m+l)+3 


^ 


1 


daker  die  PcopordwieB: 

cp$^X  :  eotitZ  sxs  t^m—S) 
c9ti^Y :  e9$iZ  =      a 
cof^X  i  CO» ^Y  =:t  m  —  2 
Endlich  wird: 

§.    327. 
B«rech]inog  d«r  ^^zagonalea  Pilöneo. 

Setzt  man  in  den  Ausdrucken  der  vorhergehen- 
den {§.  »  =s  oo,  so  erhält  man  die  Formeln  zur  Be- 
rechnung der  dihexagonalen  Prismen  ooP»,  wie  folgt : 

2» 


JV: 


C9$X  =  — 


cotY=  -^ 


n  +  i 

«»+2»— 2 
2(»»— n+1) 

4«t— »'— 1 
2(1»'— «+!) 


^*x=J;^ 


/aagrir 


Für  n  =s  "^r.  würde  das  Prismii  ein  regel- 
mässig zwdifseitiges,  Welchem  dah^r  k^ine  Bealitat 
zugestandea  werden  kann.    Dasjenige  ^eichwinklige 
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zwoUseitige  Prisma  aber,  welches  häufig  vorkommt, 

ist  nicht  die  einfache  Gestat  ocP  "^^  ,  sondern  die 

Combination  ooP.ocP2,  deren  FUcfaen  eine  gans  an- 
dere Lage  haben,  als  die  Flächen  Jener  einfadien  Ge- 
stalt (§.  296). 

Aus  den  Werthen  !Br  coi^X  und  ^osiY  folgt  für 
je  swei  Prismen  ocPn  und  ooPn%  in  welchen  die  dia- 
gonalen Kanten  des  einen  den  normalen  Kanten  des  ' 
andern  gleich  sind,  und  umgekehrt,  und  welche  da- 
her alsinverse  Gestalteii  bezeichnet  werden  können : 
2—11  :  («— l)j^  ÄÄ  (»'— 1)|^  ;  2—nr 

und  daher  »'  =  9  — i' 

§.    328. 
BereduHmg  der  hexagonaleii  Pyramiden  siP. 
Setzt  man  in  den  Formeln  der  §§.  319  bis  325 
n  sa  1,  so  erhält  man  die  Ausdrücke  für  die  hexa- 
gonalen  Pyramiden  der  Hauptreifae,  wie  folgt: 
I,  Co^fficient  der  Zwischenaxe;    . 

r  =  1 
n.  Flächennormale: 

Vim^a^  +  3 
m  Kantenlinien:        ^_____ 

Y  =  |K4«i^a*+3 
2Z=  1 
Die  Linie  Z  ist  nämlich  die  halbe,  und  daher  2Z 
die  ganze  Mittelkantenlinie,  weil  je  zwei  über 
einem  Sextanten  liegende  Flächen  von  siP»  für 
»  SSI  1  in  eine  Ebene  fledlen;  aus  demselben 
Grunde  verschwindet  die  Kante  Y  als  solche,  und 
Y  bedeutet  daher  nur  die  H^enlinie  der  flächen 
von  siP» 
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IV.  Volfunen: 

F  =  mat^ 
V.  Oberfläche: 

8  =±t  3>^4«i«a«  +  3 
VI.  flaofaenwiakd: 

faiif  ^  =  oo,  also  g  =  90* 
/an^ü  =  |/4#i«a*  +  3 

Ef  ist  nämlich  ^  der  halbe,    und  daher  2C  der 
ganze  ebene  Winkel  am  Poleck. 
VII,  Kantenwinkel; 


COiX  =:  — 

uofK 


4«i^a*+3 

uof  y  =  —    1 


4i»»a^  +  3 

Hieraas  folgt:   ^cotX+coiZ  =  —  3;  und  aus 
den  Werthen    der  Cosinus  der  halben  Winkel: 

eoiiX  :  cosiZ  =  ma  :  |/3 
Ferner  bestimmt  sich: 

iangiZ  =:  iang^U  =  2ma^^ 
tangiT  =    /^^ 

».    329. 
Berechnuiig  der  hezagonalen  Pyramiden  mM. 

Setzt  man  in  den  Formeln  der  §{.  319  bis  325 
»  =3^  2,   so  erhält  man  -die  Ausdrücke  für  die  hexa^ ' 
gonalen  Pyr^nuden  der  Nebenreihe,  wie  folgt: 
I.  Co^fßcient  der  Zwischenaxe: 
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n.  flAchennonnale : 

in.  Kantenlinien: 

X  =  K»'a*  +  1 


2Z=  2/i 
Die  Linie  Z  ist  nämlich  die  halbe,  und  folglich 
ilZ  die  ganze  Mittelkantenlinie,  weil  je  zwei  in 
einer  nonaalen  Polkante  zusammenstossende  Flä- 
chen von  mPm  furn=?2ineine  Ebene  fallen; 
,aus  demselben  Grunde  verschwindet  die  Kante  X 
als  solche ,  und  X  bedeutet  hier  nur  die  Höhen- 
linie 4er  Flächen  von  iiiP2. 
rV.  Volumen: 

F  =  ^a^i 

V.  Oberfläche: 

S  =  4>/S/«i^a^  +  1 

VI.  Flächenwinkel: 

tang^  =  ySl^m^a''  +  1  ' 

tangv  =  oo,  also  t?=5  90'^ 

tangK  =  con^  tang2K  =    \^^^.^J 
Es  ist  nämlich  t,  der  halbe,   und  daher  2^  der 
ganze  ebene  Winkel  am  Poleck. 
VII.  Kantenwinkel: 

cotX  8=  —      1, 


co#r=  — 
co*Z  =  — 


2m*a^-f-2 
m^a»  — 1 


«^a*  +  1 

Daher  ist  wiederum  ^co$Y  +  eoiZ  =  —  3;  für 
die  Cosinus  der  halben  Kantenwinkel  folgt: 
co$iY:  cosiZ  =  «m :  2 
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* 
Ferner  bestimmt  sich: 

^ngiY  = Jii 

|.    330. 
Berecfanung  derAbleitangacoefficieiiteo  atu  deti  KantenwinkdiL 
Es  sey  in  jeder  dihexagonalen  Pyramide  mP» 
der  halbe  normale  Winkel  der  Basis  =  v 
diagonale    -  -        -        -      =  * 
ferner  der  an  der  Basis  anliegende  halbe  Winkel 
des  nonnalen  Hanptschnittes  s=?  v' 
des  diagonalen    -      *      *        =  d' 
so  wird  allgemein: 

So  lange  nun  keine  Relation  zwischen  den  bei- 
den Ableitnngscoßffici^en  m  und  n  bekannt  ist,  hängt 
die  Bestimmung  derselben  von  zwei  Winkeln  der 
Pyramide  ab;  wir  woUen  daher  je  zwei  dieser  letz- 
teren als  gegeben  betrachteii,  und  daraus  m  und  n 
berechnen. 

1)  X  und  Z  sind  gegeben;  dann  wird: 

2)  Y  und  Z  sind  gegeben;  dann  wird: 
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3)  X  vaA  Y  Hind  gegeben;  dann  wird: 

m  —  1         'COi^y 
oder  auch: 

2eosiY+  j/ScofjX 
•    "^  coiiY+^coikX 

und    ma  ss  cotiy  W6nnctff£  =  '  .\v — ^-" 


cfder       cof€s=s-^c#/iJr 


i    331. 

Fortsetzung. 

Wenn  die  Pyramide  von  der  Fonn  mP    ^     ist, 

to  iftt  es  am  Tortheilhaftesten,  entweder  F,  oder  Z, 
oder  anoh  U  sn  kennen;  man  findet  dann,  weU 

1)  aua  F....  eMr^^cofiryjU.2m--i=^taHgr 

2)  am  Z cotS  ss  aeot^Zy  n. 2»—i=y3tßngi 

3)  nnB  U....2m—i:=:^ya^+ltaMgi^U 

o 

oder,  kennt  mati  den  Winkel  U'  in  der  Pyramide  2P2, 
so  ist,  wefl  tangiV'^'-^^S^  (§.  329) 

2»— 1  =  ZiangkVcoiW 
Ffir  die  hexagonale  Pyramide  mP  folgt: 

ans  X.,,.  WM  =  cotty  wenn  eoii=/3€oHX 
aas  Z« . . .  sia  =  |/i  tang\Z 
nnd  für  die  hexagonale  Pyramide  siP2: 
aus  F. . . .  flia  s=s  eo^c,  wenn  coti  =:=  2co#4F 

aas  Z «M  =  ttmg^ 

Endlich  folgt  für  das  diliexagonalo  Prisma  ocP»: 
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n 


ans  X 5 —  =  ^^tan^^X 

B.    Berechnung   der  hemiedrisclien  Crettälten« 
a)  Serechntmg  der  kexagonaltn  Skalenoeder. 

§,    332. 

VorbereitQOg. 

Wir   bezeichnen  in  jedem   hexagonalen  Skale- 
noßder  +5*?  (Fig.  375): 

die  kurieren  Polkanten  mit  X, 

die  längeren  Polkanten  mit  Y, 

die  Mittelkanten  mit  Z; 
femer  eine  der,  in  dem  ersten  Sextanten  (der  -f-  y 
ntfd  +  z)  gelegenen  Flächen  mit  F,  und  "diejenigen 
drei  Flächen,  welche  mit  ihr  die  Kanten  JT,  Fund  Z 
bilden,  mit  -P,  F^  und  F^;  endlich  die  ebenen  Win- 
kel der  Flächen,  analog  den  ihnen  gegenüberliegen- 
den Kanten,  mit  §,  v  und  ^. 
Ist  nun  die  Gleichung 

tat  F ^  +  i+  ^=^^ 

so  werden  die  calculätiyen  Gleichungen  der  drei  an- 
dern Flächen  folgende: 


^_     iL       .  (»— ^)g^£ 


für    F" ^-     i-      +       « 

«'    ^ £-a+      ^       +      T     =* 

ma  n 

und  die  Gleichung  der  am  Mitteledipuncte  gelegenen 
Nachbarfläche  von  F 
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Aus  der  successiren  Combination  der  GieicbuDg 
▼on  F  mit  den  Gleichangen  von  F\  IT  und  F^  er- 
hfXi  man  die  Gleichungen  der  drei  KantenÜnien  von 
F,  wie  folgt: 


für  j: 


x^  (gn— 1)»  . 

sr  +     -2       = 

für  K  ....  I      «w  « 

(       y  —       z       =    0 


1 


für  Z 


O 


iL         +        ;?         ^    1 

2         ^ 


Die  Polkanten  fallen  also  in  die  diagonalen  Haupt- 
schniue,  und  die  Mittelkanten  in  Parallelebenen  der- 
selben Hauptschnitte  (vdrgl.  §.  302). 

Endlich  erhält  man  durch  successive  Combina- 
tion der  Gleichungen  von  Z  mit  den  Gleichungen  von 
X  und  Y  die  Coordinaten  der  beiden  Mitteleckpuncte 
der  Fläche  jP,  nämlich: 
für  den  Mitteleckpunct  an  JC: 

für  den  Mitteleckpunct  an  F: 

für  den  Poleckpunct  ist  aber: 

^  X  =  «a,    y  =  0,    2?  =  0 
Die  Axendistanz  der  Mitteleckpuncte  ist  daher 
in  aUen  hexagoualen  Skaleno^dern  constanft  s=  |/4. 

§.    333. 

Zwischenaze,  Fl&cbennormale,  Kantenliiiieii. 
Der  vorbeigehende  |.  enthalt  die  Elemente  zur 
I.  27 
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voUstftndlgM  Berechtaang  der  hexagonalen  Skaleno^ 
der.  Da  die  Zwisoheaaxen  und  Fiächennoniiale  ihren 
tumprünglicheB  Werth  behalten,  se  wird  die  Berech- 
nung derKantenlinien  dag  erste  tmfznlösende  Problebn« 
Es  sind  die  drei  Eckpuncte^  welche  diese  Kanten- 
linien in  der  Fläche  F  begränzen: 

(1)  der  Poleckpnncty 

(2)  der  Mitteleckponct  an  X, 

(3)  der  Mitteleckponct  an  Y; 
und  zwar  wird  begränzt: 

die  Polkame      X^  von  den  Puncten  (1)  und  (2) 
die  Polkante       F,    -       -        n    -      (1)  und  (3) 
die  Mittelkante  Z,    -       -        -    -      (2)  und  (3) 
Da  nun  aus  dem  Torigen  §.  die  Coordinaten  die- 
ser Puncte  bekannt  sind,  so  findet  sich  nach  der  For- 
mel (Br  jR  in  §.  318; 

3ii  ^^  3it 

^  ~  3» ^  3» 

^  _  2Vm^a\2—ny+Sn^  _2B 
^  ~  3«  —  3» 

§.    334. 
yolninen  oad  Oberfläche. 

mPm 
Jedes  SkalenoSder  ±-2~  ^^^^  durch  die  norma- 
len und  diagonalen  HanpüK^hnitte  in  12  onregefaftässige 
Tetraeder  pder  einfache  dreiseitige  Pyifainiden  getheilt. 
Betrachtet  Man  für  jede  dieser  ElementärpyraiAiden 
die  in  den  normalen  Hauptschnitf  £Eillende  Fläche  als 
Grundfläche,  so  bildet  das  Prodnct  aus  einer  der  Coor- 
dinaten y  oder  x  des  Mittel eckpunct es  in  $üi  60*  die 
Hohe  derselben.  Die  so  bestimmte  Grundfläche  ist 
aber   ein  gleichschenkliges  Dreieck,    dessen  Gmnd- 


•    ' 
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lini^  =  3i»a,  dessen  H5he  =  1,  und  dessen  Inhalt 
folglich  =  ma. 

•  Nim  ist  die  entsprechende  Coordinate  des  Mittel- 
eckpUnctes:  y  =  4,  bIbo  ffsinG(f^:s=  |4,  die  Höhe 
der  £lementarpyramide;  folgBeh  ihjr  Volumen:  . 

ma 

"""^ 

und  das  Volomen  des  ganzen  Skalena^ders : 

r  =  12tj  =  4may\ 
worans  sich  ergiebt,  dass  das  Volomen  4er  hexago* 
naien  SkalenoSder  gleichfalls  eine  von  der  Ableitungs- 
sahl  n  gänzlich  unabhängige  Grösse«  ist  (vergL  $«  236). 
Weil  das  Volnmen  F  auch  ein  Produot  aus  der 
Oberfläche  8  in  den  dritten  Theil  der  Flächennor- 
^  male,  so  wird 

*  N  * 

oder,  nach  Substitution  der  Werthe  von  V  und  Ai 
S  =.  4>4«i»g^(»^— ^+l)+3ii^  _  4M 
n  n 

und  der  Flächeninhalt  einer  Fläche  des  SkalenoSders : 

§.    335. 

Flächenwinkel. 

Da  der  Sinus  jedes  Dreieckwinkels  gleic)}  dem 
doppelten  Flächeninhalte,  dividirt  durch  das^  Prodnct 
der  ihn  einschliessenden  Seiten,  so  wirdi 

.  ^         2F       .  2F       .  y         2F 

,  Substituirt  man  f&r  jP,  JT,  Y  und  Zifare  bekann- 
ten WerAe  aus  f.  334  und  §.333,  so  folgt: 

27* 
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Saehl  man  hiennif  mitteLi  der  GleichmigeB  der 
Kantenlinien  der  Fläche  F  nach  §,  318  die  Cosinus 
derselben  Winkel  £,  t;  ,and  C9  so  g^cuigt  man  end- 
lich durch  Combination  beider  Functionen  auf  die 
Tangenten,  als  die  im  Gebrauche  bequemsten  Aus- 
drucke:      ; 

t       5:  3nitf 

tang^  «      2«i'«»(»+i)(2— i»)+3ii* 

^M 

^^"^  ~      2m'a^i2M—lX2—n)—3M^ 

.  ^3nM 

wwff  t  ^      2«i>H*+l)(2ii— 1)+3«« 
Beseichnen  wir  den  Neigungswinkel 
der  längeren  Polkante  zur  Axe  mit  a 

-    kärzeren      -    -        -        -  -    /J 

beider  Polkanten  eines  Hauptschnittes    -    xp 
so  wird: 

/        «11(11  + 1) 
e^3 

und  daher  fSr  ipy   oder  den  ebenen  Winkel  des  dia- 
gonalen .  Hauptschnittes : 

3man*^ 
tangiiß  =.  a|i^i(2s— l)(ii+l)— 3«* 

f    336. 
Kantenwinkd. 

Setzt  man  in  dem  Ausdrucke  für  cot  W  des  §:318 
statt  my  n  und  r  die  Parameter  der  Gleichung  ton  JP\ 
und  statt  si^  n'  und  r^  successiT  die  Parameter  der 
Gleichungen  von  F\  F*  und  jP*,  so  erhält  man  rer- 
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möge  der  Bedeatung  dieser  Flächen  za  einander  die 
Cosinus  der  Kantenwinkel  JT,  Y  und  Z,  wie  folgt  f 

2^*g»(2ii^— 2ii~l)+8n» 

^'^'^""        4fli»a2(ii»— n+l)+3ji»      . 

Die  Cosinns  der  halben  Kantenwinke^  finden  sich 
entweder  nach  der  bekannten  goniometrisdien  For* 
mel,  oder  duifch  snccessive  Comhination  der  Glei- 
chung von  F  mit  den  Gleichungen  der  diagonalen 
Hauptscbnitte  in  den  Sextanten  (yz)  und  (zif)  und  des 
Scl^uttes  durch  die  Mittelkante,  wie  folgt: 

.    m 

Wegen  das  einfacheren  Aiudnickes  and  der  dar- 
anf  m  grfindenden  Vergleichungen  ist  jedoch  der  Si- 
nn« Ton  \Z  noch  wichtiger  als  der  Cosinus,  nBmUoh: 

Hieraus  fc^n  die  Proportionen: 
eo$^X  :  eo$^Y  «=  1  :  »  —  1 
coiiX  :  $in\Z  =  1  :      n 
eo^Y  :  9in^Z  s=  n—1  in 
und  die  Gleiehui^: 

iiniZ  SS  eoiiX  +  eosiY 

=  2co$i(Y+X)co${(Y—X) 
In  jedem  SkalenoSder  ist  also  der  Sinus  der  hal- 
ben Mittelkante  gleich  der  Summe  der  Cosinus  der 
beiden  halben  Polkanten. 
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Endlich  findet  sich: 

zangtM  =        ma{n—i)y3  ma{»^l)^ 

^  ^m^aH2'^y+3n^        ^ 

es  ist  nämlich  der  Winkel  Z  in  den  SkalenoSdern 
identisch  mit  dem  Winkel  T  in  den  dihexagonalen 
Pyramiden. 

,  Anmerkung.  Ans  den  halben  Kantenwinkeln 
bestimmt  sich: 


n  = 


iiniZ 


coiiX 

9m^Z  —^  cositY 
Ueber  die  Berechnung  der  Ableittingszahlen  wird 
weiter  unten  das  Nothigste  beigebracht  werden. 

f    S37. 
Bereclumiig  der  Gränzgestalt  ^^« 

Setst  man,  in  den  Ausdrucken  der  vorhergehen- 
den §§.  IS  =±:  oo,  so  erhftlt  man  die  zur  Berechnung 
des  dihexagolen  Prisma's  in  seiner  skalenoddruchen 
Hemi§drie  dienlichen  Formeln.  Da  r  und  N  ihre  aus 
f.  327 -bekannten  Werthe  beibehalten,  so  können  uns 
nur  die  Kantenwinkel  interessiren;  f3r  sie  findet 
man : 

coiX  =  — 


2{n^-n+i) 


eoiZ^--  2(ii^^Vl)  ~  ^'^  ebendas. 
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HieiiaiiB  folgt,  dass  die  MUtelkante  Zhi  defn  Ska- 
lefio^dem  von  unendlich  grosser  Axe  mit  der  norma- v 
len  Seitenk&nte  d^  dihexagonalen  l^rismen  ooP»  iden- 
tisch wird«  Diejenige  Kante  X  aber,  auf  wjeLche  sich 
der  Torstehepde  Werth  von  coiX  bezieht,  ist  bei  der 
gewöhnlichen  Erscheinungsweise  der  hemi^drisch-di- 

hexagonalen  Prismen  --^  nicht  wahrzunehmen,  weil 

selbige  dann  mit  allen  12  Flächen  auftreten.  Wenn 
Jedoch Hemimorphismus  Stattfindet,  dann  bildet  sich 
anch  diese  Kante  in  der  Wirklichkeit  aus,  indem  sie 
keine  andere  als  die  scharfe  Seitenkante  der  beiden 
ditrigonalen  Prismen  ist,  tn  welche  ooPn  durch  den 
Hemimorphismus  wirklich  zerlegt  wird.  Die  Resul- 
tate des  CalcUls  stimmen  also  vollkommen  mit  jwen 
der  Ableitung  uberein  (vergl.  §.  296). 

§.338. 

Berechnimg  der  Rhombo^der  ±  f-tl  oder  +  Siß. , 

Setzt  man  in  den  fiir  die  Skaleno^der  berechne- 
ten Formeln  n  =  1,    so  erhält  man   die  Avujtdräcke 

mP 

fBr  die  RhomboSder  +-^  oder  jhmll,  wie  folgt: 

I.  CoSfßcient  der  Zwischenaxe: 
n.  Flächennormalä: 

in.  Kantenlinien:       

^  =  4Kffl'#^  +  3 

Z=      X 

Die  Linie  Y  tritt  jedoch  nicht  mehr  als  Kanten- 
linie hervor,  sondern  ist  nur  die  geneigte  Dia- 
gonale der  Rhomboßderlächen ;  das  Perpendikel 
vom  Mitteleek  auf  diese  geneigte  Diagonale,  oder 
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die   halbe   horizontale  Diagonale,    ist    in   allen 
Bhomboädern  constant  =  1 ,  and  daher  das  V er* 
hältniss  beider  Diagonalen  =  3  :  /4»i'a*+3. 
rV.  Volumen: 

V.  OberflÄche: 
VI.  Flächenwinkel: 

^'"^^  =  i^^  =  '""^^ 

daher  co»2\i  =  j^s^j^^s+s)  =  "  ''•'^S 

S  and  ^'Sind  nftmlkh  die  halben,    und  daher  2^ 
und  2^  die  ganzen  Ilächenwinkel  an  der  geneig, 
ten  Diagonale. 
Ferner  wird: 

coia  s=:  2ma]f\  • 

C9iß  SS  ma^\ 
Der  Winkel  a  ist  aber  der  Neigungswinkel  der 
geneigten  Diagonale  gegen  die  Axe;  in  jedrai 
Rhombo^der  ist  daher  die  Tangente  des  Neigungs- 
winkels der  Flächen  zur  Axe  halb  so  gross  als 
die  Tangente  des  Neigungswinkels  der  Polkan- 
ten zur  Axe. 

Endlich  findet  sich  der  ebene  Winkel  des  dia- 
gonalen Hauptschnittes 


nnction 


3mg^^3 


2i»«a* 
und,  als  Function  Ton  X 
1 


2miJr 
YII.  Kantenwinkel: 

co#  F  =  —  1,  also  F  =  180^ 
coiZ  =  —  C09X 
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tangiZ  =  -;=^Ä=  =  conX 
^  »^«f^a^  +  3 

Für  «1*«"  =^  4  wird  JT  =r  90^,  und  das  Rhom- 

boSder verwandelt  sich*  in  das  Hexaeder  i   daher 

scheint  derWerth  si^a*  =  ^  in  der  Natur  nicht 

vorkommen  au  können, 

§.    339. 
Berechnung  der  Gränzgestalt  ^i- . 

Setet  man  dagegen  in  den  für  die  Skaleno^der 
berechneten  Formeln  it  =  2^'  so  erhält  man  diesel- 
ben Ausdrücke ,  welche  oben  für  die  hexagonalen  Py- 
ramiden siP2  gefunden  wurden.  Die  Resultate  der 
Ableitung  finden  daher  in  denen  der  Berechnung  ihre 
vollkommene  Bestätigung,  und  der  zwischen  den  Skä- 
lenoSdern  und  hexagonalen  Pyramiden  der  Neben- 
reihe obwaltende  Zusammenhang  folgt  aus  den  Be- 
rechnungsformeln der  SkalenoSder  mit  derselben  Evi- 
denz wie  aus  ihrer  Ableitungsconstruction.  Wie  a6er 
in  der  Ableitung,  so  geht  er  auch  in  der  Berechnung 
verloren,  sobald  man  die  Resultate  der  letzteren  als 
Functionen  der  secundären  Ableitungscoßfficienten  aus- 
drückt. 

§340. 
Berechnung  der  hexagonalen  SkalenoSder  (ur  das  Zeichen  mBß. 

Wir  sahen  ob^  in  §.304,  dass  dem  secundären 
Zeichen  m'it'^'.das  primitive  Zeichen 

2         ~    2 
entspricht.    Wollen  wir   also  die    in  den   vorherge- 
henden §§.  enthaltenen  Resultate   der  Berechnung  so 
ausdrücken,  dass  sie  sich  nicht  auf  das  primitive  Zei- 
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ehen  -K-j  sondern  anf  das  secundär«  Z^eichen  m'R^' 

beliehen,  ao  haben  wir  nur  dard^ängig 

für  M  den  Werdi    «iV 

--        '  2«' 

för«     .       .    .,   jqpx 

m  Bobstitairen,  worauf  sich,  nach  Unterdrücknng  der 
Accente,  dieselben  Resultate  für  m^S"  in  folgender 
Fonn  darstellen: 

I.  CoSfficient  der  Zwischenaxe: 
__     4» 
*"  ~  8«+l 
n.  Fla<^ennonnaIe: 

m.  Kantenlinien^ 

y  »  4i4i»it^(3iH-i)^+i2:=  4«' 

Das  Perpendikel  Tom.Mitteleckpwict  auf  die  län- 
gere Polkante  ist: 

-       2M' 

rV.  Volomen: 
V.  Oberfläche: 


S  =5  4K»»a«(3ii»+l)+3  =  AM' 
VI.  flächenwinkel: 

*«^*  3Jf^       ,- 

'**^*  **  «i»a*(3«+l)  +  3 
3Jtf' 


6Jf' 
'"'^^  ~  •i»a»(3i»+l)(3ii-l)+6 
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,  Ferner  wird:* 

ma^n  +  i) 

Endlich  findet  sieh  der  ebene  Winkel  de«  diago- 
nalen Haaptachnittes: 

i2man^3 

^^^  ~  «i*a»(3ii— 1)(3»+1)— 12 
VH  Kantenwinkel:  ' 

_^       «»a«(3it«— 6«— 1)+6 

***'* 2«i'«H3»»  +  l)+6     ♦ 

,-.ir—       ai*a«(3»«+6w-lH-6~ 
*""  "~         2««a»(3ii*  +  l)  +  6 

^^^-      «*««(3««  +  l)+3 
FSr  die  halben  Kantenwinkel  folgen  die  Propor- 
tionen: 

co#^X: «MlFss  «-l-t : »-11 

■  co*|^Ji::*«ij^Z  =  *+l:   2» 

Endlich  findet  sich  aach: 

{.    341. 

Bendurang  tob  ooiZ*. 

Setst  man  in  den  Formeln  des  vorhei^dieilden 
{.  si  s=  oo,  so  erhält  man  die  Ausdrucke  für  die  ti- 
hexagönaleq.  Prismen: 

_      4« 
*"^3«-|-l 
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1^3«»  + 1 
2/3«M-l 


f/3«»  + 1 


2=' 
eosX  =  — 

co$Z  =  — 


3»  +  l 

3«»— 6»— 1 
2(3»»  + 1) 

3»''  +  6«»  — 1 

2(3»»  + 1) 

3»»  — 1 


3»»  +  l 

wobei  zu  eriDnern,  dass  Z  die  normale  Seitenkante 
itt,  and  X  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  solche  in 
f.  337  angegeben  worden. 

5.    342. 

KantflQwinkel  der  wichtigsteo  SkalenoSto. 

Da  in  der  Natur  die  Skaleno^der  von  der  Form 
mRij  «tilS  mRi,  mB^,^  mJR'  undmK^  besonders  häufig 
Torkommen,  und  die  Kantenwinkel  im  praxi  den  wich- 
tigsten Gegenstand  der  Berechnung  bilden,  so  ist  es 
gut,  die'  n  ihrer  Auffindung  för  jene  Skaleno€der 
dienlichen  Formeln  besonders  sur  Hand  zu  haben. 
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Man  JBtm 

Skalenoä- 
der 

det  für  jedes 
coiX 

co#F 

COfZ 

mB^ 

4m'a'^9 

26»t'a'4-9 

2;»t»a^-9 

ib»i^a2+9 

2:8w^a^+9 

2eiii^a*+9 

mR^ 

'   2Sm'a=»4-Ö 

llm^«'-S 

26»t-*a^+6 

lSw2a«+3 

mBi 

2m' «^+9 

44m'«^-H-9 

46jii^a*— 9 

^  52»! -a^ +9 

S^m^a^^S 

5im2a2+9 

fmB^ 

4»»^«^ +3 

^22»i'«H3 
28m'a^4-3 

26m -«^-S 

i8«i'a'+8 

28m  «» +3 

mR' 

221»' a^+S 

52iii'a»+S 

74m2a»— 3 

76»i«a»+S 

76m'a^4-S 

76m^a^+S 

mR' 

52m'a'+8 

94iit'a2+5 
1481» -a^ +3 

146m»«2_s 

148»i'a>+8 

148m^«^+3 

Ferner  gelten  für  die  halbe«  Kantenwinkel  die 
Proportionen: 

in  «jRt;  coi^X  :  coi^Y  :  #|i»4-Z  =  4  :  1  :  >5 

-  «iJB*; =3:1:4 

-  mRi\ ..=5:2:7 

-  mR^\ =2:1:3 

-  «iJB*; =3:2:5 

.  mR'\ =4:3:7 

i    343. 

Berechming  der  Ableitongscoefficienten  aus  den  Winkeln  Ton  mü"« 

Mitteis  der  beiden  Cotangenten: 

und  der  Relationen,  welche  iwischen  cos^X^  eoi^Y 
und  $in\Z  Statt  finden,  ist  man  im  Stande,  die  Ab- 
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leitangnahlen  m  nnd  n  eioei  SkalenoSders  ^il"  ans 
je  zweien  «einer  Kantenwinkel  zu  bestimmen«. 

1)  Jl  nnd  Y  sind  gegeben;  man  findet  n  ans 

»+ 1 cojrfX 

«  —  1  *"  coi^Y 
dann  f3r  den  HüUswinkel  a: 

coia  =  7 fr-75  cot\Y 

und  endlicb; 

•••'^  a(3j»+l> 
oder  auch.  Cor  den  Hül&winkel  ß: 

and  endlich: 

2/acof/g 

a(3ii  — 1) 

2)  X  und  Z  sind  gegeben;  dann  wird: 

2i»     _  i*i£^ 
»  +  1        co#-J- JT 
woran»  sich  n  bestimmt;  hierauf  erhftlt  man: 

cot /r  «  -^^jj^  =  n^äcoHZ 

wo  /}^  der  Neigungswinkel  der  Polkante  des  ein- 
geschriebenen Rhombo^ders  »il  vur  Axe;  und 
endlich:  - 

a 

3)  Fund  Z  sind  gegeben;  dann  bestimmt  sich  n  aus: 

2»  t^/ij^Z 

« —  1  ^^  co$iY         w       ; 

Mittels  I»  bestimmt  man  coiß^^  wie  vorher,  und 

daraus  wiederum 

^        go//r/3 
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Fortsetsnng. 
Kennt  man  einen  der  Ableitüngsco^fScienten,  so 
ist  jedenfalls  ein  Winkel  asur  Bestimmung  des  Skä« 
lenoSders  «ijR*  hinreichend. 

A.  Ist  M,   nnd  folglich   anch    das   eingeschriebene 
RhomboMer  mB  bekannt ,  so  findet  man: 

1}  aus  JT . . . .  »  =»  lasy(9— -*^0^*+^' 
wenn  iimq>  =  2coiiXco$i^Z^ 

2)  aus  Y  ....  n  =i  taug (tp+rZ^ cot iZ^ 

wenn  »inq>  z=ss  2eo$iYeo$iZ^ 

3)  ans  Ä 11  =  tangiZcBHZ^ 

indem  Z^  in  allen  diesen  drei  Fällen  die  Mittel« 
kante  des  eingeschriebenen  Rhomboßders  mB  be- 
deutet. 

B,  Ist  m  bekannt,  so  findet  man: 

1)  ans  X. . . .  cosß  i=s  >      ~  ,4  cotiX  v 

nnd      si=Mf£l^ 

2)  ans  Y.:..c9ia  =5  ^^^^li^co/iF 

3)  ans  Z...  coiß'ssz — -i — = 

,     nnd    -it^^^^^K» 
a 

Unter  diesen  Fall  gehören  anch  sämmtliche  Rhom- 
boßder,  indem  für  sie  11  =  1  ist;  daher  wird  all- 
gemein för  mB: 
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Oder  hat  man  auf  ii^end  eine  Art  den  Winkel  u 

beobachtet  y  so  wird 

cotfi  1/3 
m  =  — TT^— 


2a 


§.345 

•  Polkanten  von  n^Bß  aU  Functionen  der  Polkanten  ihrer  Rhombo^er. 

Wie  die  Tangente  der  halben  MitteUcante  Z  in 
jedem  Skaleno^der  mJR"  ein  rationales  IVf ultiplom  der 
.  Tangente  der  halben  ^  Mi ttelkanjte  ^^  des  eingeschrie- 
benen RhomboSders  «uB,  so  sind  auch  die  Tangenten 
seiner  halben  Polkanten  X  und  Y  rationale,  nur  von 
n  abhängige  Multipla  der  Tangenten  der  halben  Pol- 
kanten X'  und  X^  in  den  beiden  zugehörigen  Rhom- 
boedern;  und  es  lässt  sich  daher  der  Werth  von  n 
wie  ain3  den  Wjnkeln  Z  und  Z%  so  auch  aus  den 
Winkeln  X  und  X\  oder  Y  und  X**  auf  eine  sehr 
einfache  Art  bestimmen. 

W(r  wissen,  dass  in  jedem  Skal^noSder  m/l"; 

^  «»«(/i+l)|/3 

°  ma{n — 1)|/3 

und  daas  in  jedem  BhomboSder  m'Rx 

iang^X   =•     „.„j/3 

Knn  ist  nach  %.  307  -für  mJR": 
dag  RhomboSder  der  kürzeren  Polk.  =  \n{Zn — 1)11 
-    -    -         -    längeren     -  -  =\m(ßn':^i)R 
Setzt  man  in  die  Formel  für  langiX'  statt  m'' 
erst  im(3n — 1)  und  dann  imißn+i),  so  folgt: 

för  i«i(3»— 1)Ä ....  tang-kX'  =  ^^.  tangiX 


(ur  i«i(3«+l)ß ....  taBgiX"  =  ^-J-tang^Y 


3»— 1 
w— 1 
3»+!' 
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Kennt  man  also  bereits  einen  der  Winkel  X'  oder  JiT^ 
i¥ie  dieses  sehr  oft  der  Fall  ist,  und  hat  man  in  «Ui" 
den  Winkel  X  oder  Y  gemessen,  so  fuhrt  diese  einzige 
Messung  auf  die  Bestunmung  von  f»;    denn  es  wird: 

^T^  =  iang^XeofiX' 
^±i  =  iangiYconX' 
f.    346. 

MetaatatiBche  Skaleooeder. 

Wenn  wir  aus  irgend  einem  stumpfen  Rhom-* 
holder  mBy  dessen  Polkante  jedoch  <  120"*  ist,  die 
Beihe  der  Skalenoßder: 

mR «il» «til« 

ableiten,  Indem  wir  der  Ableitungszahl  n  suocesslv  im^ 
mer  grössere  und  grössere  Werthe  ertheilen,  so  werden 
die  kürzeren  Polkanten  der  successiv  abgeleiteten  Ska- 
leno^der,  von  den  Polkanten  des  BhomboSders  mR 
ausgehend,  anfangs  immer  schärfer  und  schärfer  wer-» 
den,  fSr  einen  singulären  Werth  von  n  ein  Minimum 
erreichen,  und  darauf  wieder  stumpfer  werden;  bis. 
sie  endlich  für  »  =  oo  den,  der  Gränzgestalt  mR^ 
^t=  ocP2  zukommenden,  Winkel  von  120^  erreichen. 

Da  sich  nun  je  zwei^  in  einer  oberen  (oder  unte- 
ren) Polkante  X  zusammenstossende Flächen  vonisJR" 
auf  zwei  Mittelkanten  des  eingeschriebenen  BhomboS- 
ders  stützen,  durch  welche  zugleich  eine  untere  (oder 
obere)  Fläche  desselben  Rhoinboeders  geht,  so  schnei- 
den sie  diese  letztere  Fläche  immer  in  denselben  zwei 
Linien;  und  da  sie  beide  für  jeden  Werth  von  n  glei- 
che Neigung  gegen  die  BhomboSderlläche  haben,  so 
folgt  aus  bekannten  Sätzen,  dass  ihr  gegenseitiger 
Neigungswinkel  X  ein  Minimum  wird,  sobald  sie  selbst 
imd  folglich  auch  ihre  Durchschnittslinie  auf  der  be- 
zeichneten Rhomboederfläche  rechtwinklig  sind.  Folg- 
I.  28 
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lieh  ist  das  gesuchte  Minimiim  des  Polkantenwinkeb 
X  Ton  mR^  gleich  dem  Polflächenwiiikel  des  einge- 
schriebenen Rhombo€ders. 

Weil  aber  die  Polkante  JT,  nachdem  sie  ihr  AC- 
nimum  erreichte,  wieder  hlM  su  120^  zunimmt,  so 
muss  sie  offenbar  für  irgend  einen  zweiten  singulären 
Werth  von  n  der  Polkante  des  eingeschriebenen  Bhom» 
boäders  gleich  werden. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  es  in  jeder  Beiha  Ton 
Skaleno§dern,  welche  sich  aus  einem  stumpfen 
Rhombo§der,  dessen  Polk.  <  120%  ableiten lässt,  zwei, 
durch  den  Winkelwerth  ihrer  kürzeren  Polkante  emi- 
nente Skalenoäder  giebt,  indem  dieser  Winkel  ei- 
nerseits dem  Polflächenwinkel,  anderseits  dem  Pol- 
kantenwinkel des  eingeschriebenen  RhomboSders  gleich 
ist.  Es  findet  also  gleichsam  eine  Uebertragung  oder 
Abtretung  (Meta$ta9i$)  der  Winkel  des  RhomboSders 
auf  die  Skaleno^der  Statt ,  weshaljb  auch  diese  letz- 
teren als  metastatische  Skalen^Sder  bezeich- 
net worden  sind.    Wir  unterscheiden  sie  als: 

1)  M.  8.  der  ersten  Art;  der  Polkanten  Winkel  JT 
ist  dem  Polflächenwinkel  des  eingeschriebe- 
nen Rhembo§ders  gleich. 

2)  M.  8.  der  zweiten  Art;  der  Polkantenwinkel 
X  ist  dem  Polkantenwinkel  des  eingeschrie- 
benen RhomboSders  gleich. 

M.  8.  der  ersten  Art  giebt  es  übrigens  für  jedes 
stumpfe  RhomboSder,  seine  Polk.  mag  ^  oder  <^ 
120^  sejm. 

§.    347. 

Fortaetziing. 

Aus  der  Gleichheit  der  Polkantenwinkel  X  mit 
dem  Polflächenwinkel  des  eingeschriebenen  Rhombo^ 
ders  mR  ergeben  sich  für  die  metastatischen  Skale- 
noSder  der  ersten  Art  noch  folgende  Eigenschafifcen; 
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1)  dass  ihre  Polkantenliiiien  X  eiiureki  auf  den  ein- 
seien  Flächen  von  mR  rechtwinklig  sind; 

2)  dass  ihre  Mittel^pntenwinkel  die  Supplemente 
der  Mittelkantenwinkel  von  mR  sind; 

3)  das8  der  ebene  Winkel  t;  ihrer  Fliehen  ein  rech- 
ter ist 

Diese  letztere  Eigenschaft  lässt  am  leichtesten 
anf  den  Bedingungswerth  von  n  gelangen ;  wir  fanden 
allgemein : 

.  Silf^ 

da  nun  v  =  9(f ,  so  wird 

«i»a'(3»— 1)  —  3  =3  0 

Ans  diesem  Werthe  von  n  ergeben  sich  nächste* 
hende  Folgerungen:  ' 

1)  Da  n  jederzeit  rational  gefordert  wird,  so  muss 
auch  a}  rational  seyn;  eine  Bedingung,  die 
jederzeit  erfüllt  ist,  sobald  a  rational,  oder  auch 
eine  Quadratwurzel. 

S)  Da  n  jederzeit  >•  1  gefordert  wird,  so  mu9s 
m^a*  <<49  und  folglich  das  Rhombo€der  mR  ein 
stumpfes  RhomboSder  seyn  (§.  287  und  338). 

3)  Da  it,  den  bisherigen  Erfahrungen  zufolge,  von 
sehr  einfachem  numerischen  Ausdrucke  zu  seyn 
pflegt,  so  muss  auchM^a'  einen  dergleichen  Aus- 
druck haben.     Setzen  wir  z.  B.  mit  Haüy 
für  Kalkspath:      a^  =4 
für  Silberblende:  a^  =  \ 
so  finden  sich  die,  aus  den  beidei^eitigen  Grund- 
gestalten R  abzuleitenden  metastatischen  Skale- 
no^der  der  ersten  Art: 

für  Kalkspath      ü^  . 

für  Silberblende  ....  R^ 

28* 
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Weil  aber  neuere  Beobachtungen  gezeigt  haben, 
das«  für  Kalkspath  a^  =  0,73,  für  Silberblende  a^ 
=3  0,64  anzunehmen  üt,  so  werden  die  Werthe  von  n 
fiir  beide  Species  8o  eon^licirt,  das«  man  das  wirk- 
liche Vorkommen  ihrer  metastatischen  SkalenoSder 
R*  mit  Recht  bezweifeln  müss. 

Anmerkung.  Dass,  und  für  welchen  Bedin« 
gungswerth  von  m  es  ein  Minimum  der  Polkante  X 
geben  muss,  lässt  sich  auch  aus  dem  Ausdruck  für 
eosX  finden,  den  Mk  der  Kürze  wegen  mit  yn  be- 
zeichnen will.    Diflferentiirt  man  die  Gleichung 

cosX  =  9>s 
so  wird 

d.  co#X=  dnqf^n 
und  setzt  man  <f'n  =  0,  so  ergiebt  sich  der  entspre- 

obende  Werth  Ton  «=2  ^    ^"^   ,  welchem,  weil  der 

zweite  Differentialquotient  positiv,  ein  Minimum  ent- 
spricht. 

|.    348. 
Fortsetsang. 

Aus  der  Gleichheit  der  Polkantenwinkel  X  mit 
dem  Polkantenwinkel  des  eingeschriebenen  Rhomboß- 
ders  mR  ergiebt  «ich  für  die  metastatischen  Skale- 
noISder  der  zweiten  Art: 
.  dass  der  stumpfe  Winkel  t;  ihrer  Flächen  dem  Pol- 
flftchenwinkel  des  eingeschriebenen  Rhombo^ders 
gleich  sej. 
Setzt  man  tangiX  in  mR*  gleich  faftgiXin  mK, 
so  folgt: 

8i»»4i*(ii— l>i  =  3(i»+3)(»— 1) 
und  daher 

9' 
•  ^  8si»«^— 3 
Aus  diesem  Werthe  von  n  ergeben  sich  die  nach- 
stehenden Folgerungen: 
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1)  Da  n  rational  seyn  mogs,  wenn  das  Skalenofider 
Realität  haben  soll,  so  wird  auch  f3r  a*  ein  ra- 
tionaler Werth  gefordert. 

2)  Da  H  jedenfalls  >  1  gefordert  wird,  ao  mnss 
auch  m^a^  <C  iy  und  folglieb  das  BhomboSder 
mR  ein  stumpfes  seyn. 

3)  Da  n  immer  positiv  gefordert  wird,  so  darfauch 
m^a^  nie  >  4,  oder  die  Polk.  X  nie  >  120^ 
seyn. 

4)  Da  n  in  allen  bis  jetzt  beobachteten  FftUen  von 
ziemlich  einfachem  numerischem  Ausdruck  ist, 
so  wird  auch  m^a^  von  dergleichem  Ausdruck 
seyn  müssen.  Nehmen  wir  z.  B.  mit  Haüy  die 
im  vorigen  §.  angegebenen  Werthe  von  a^  für 
Kalkspath  und  Silberblende  an,  so  werden  die, 
aus  den  beiderseitigen  R  abzuleitenden  metasta- 
tischen SkalenoSder  der  zweiten  Art: 

für  Kalkspath      R^ 

für  Silberblende R* 

§.    349. 
InveTBe  Rhomboeder. 

Für  jedes  RhomboSder  mR  ist  ein  anderes  Rhom- 
boSder  m^R  möglich,  dessen  JKantenwinkel  den  Flä- 
chenwinkeln  jenes  gleich  sind,  und  umgekehrt«  Man 
kann  je  zwei  dergleichen  Rhombo^der  nach  dieser 
gegenseitigen  Vertauschung  oder  Umkehrung  (tnver^ 
sio)  ihrer  Kanten- und  Flächenwinkel  als  inverse 
Rh ombo§der'  bezeichnen.  Das  eine  derselben  muss 
allemal  ein  spitzes,  das^  andere  ein  stumpfes  Rholn- 
boSder  seyn,  weil  die  Polflächenwinkel  von  mR 
den  Mittel  kantenwinkeln  von  m^Ry  und  die  Pol- 
kantenwinkel von  mR  den  Mittelflächen  winkeln 
von  m^R  gleich  sind,  und  umgekehrt. 

Da  nun  allgemein  für  den  Polflächenwinkel  2^ 
des  RhomboSderii  mR 
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und  für  die  Mittelkante  Z  des  Rhoraboöders  m'R: 
.    cobZ  =  ^-^^^^«^ 

so  folgt  aus  der  Gleichsetzoiig  beider  Werthe 

_,^/  3 

mm  =  -— - 

als  die  Bedingungsgleichung  für  die  AbleitnngszaMen 
je  zweier  inverser  Riiomboäder. 

Setzen  wir  z  B.  imKalkspathe  mit  Hafi;  a^  =  |, 
so  würden  folgende  Rhomboäder  inyerse: 
E  und  2R 
f  A  und  4R 
iR  und  8R  n.  s.  w. 

oder  allgemein  mit  und  —R. 

m 

Aus  der  Umkehrung  der  Kanten-  und  Flächen- 
winke] folgt,  dass  auch  die  Winkel  ihrer  respectiven 
diagonalen  Hauptschnitte  gleich  sind,  so  dass  nämlich 
der  am  Poleck  gelegene  Winkel  des  einen  dem  am 
Mitteleck  gelegenen  Winkel  des  andern  gleicht. 

Das  Verhältniss  der  inversen  RhomboSder  lässt 
«ich  am  kürzesten  und  bestimmtesten  mittels  eines 
bekannten  Ausdruckes  der  Triedrometrie  bezeichnen^ 
indem  man  sie  als  solche  Rhombo^der  definirt,  de- 
ren Polecke  supplementäre  Triäder  sind.  Dar- 
aus folgt  unmittelbar  nicht  nur  die  gegenseitige  Ver- 
tauschung ihrer  Kanten-  und  Flächenwinkel,  sondern 
auch,  dass  von  je  zwei  inversen  Rhombo^dern ,  wenn 
man  sie  in  gleicher  Stellung  um  einen  gemein- 
schaftlichen Mittelpunct  denkt,  die  oberen  oder  unte* 
ren  Flächen  des  einen  auf  den  unteren  oder  oberen 
Polkanten  des  andern  rechtwinklig  sind,  und  vice 
Vena,  Fragt  man  also  für  irgend  ein  Rbombo^der 
+  mR  nach  derjenigen  Gestalt,  deren  Flächen  auf  aei- 
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nen  Polkanten  rechtwinklig  aiad,    so  kann  diesellli 

i^  Btrechmmg  dir  kexagouaten  Pfframideu  vmt  abnorw§er  fU^ 
ehnuieihing* 

§-    360.      ■ 

Balbgieiter  der  Baik: 

Die  Resultate  der  Berechnnng  der  hexagonalen 
Pyramiden  der  dritten  Art  lassen  sich  unmittelbar  aus 
den  Formeln  für  die  Pyramiden  der  ersten  Art  ablei- 
ten^  wenn  man  in  dieselben  statt  der  halben  Neben- 

WO»  den  Halbttesser  der  Basi« ;  v^ii  y^-^  ^inföh^ 

Das  einzige  cur  Berechnung  erfonderlifihe  dement  ist 
daher  dieser  Halbmesser,  dessen  Bestimmung  von  den 
Coordinaten  des  Mtteleckpunctes  abhängt. 

Die  Gleichungen  derjenjjsen  beiden  Mjttelkanten, 
welche  cur  Darstellung  des  im  ersten  Sextanten  ge- 
legenen Mitteleckpunctes  contribtiireri,  sind: 

;p  s=s  0    und -^  4-       z      =a  1 

X^O    und  y   +  (jtH^^  1 

folglich  werden  die  Coordinaten  des  Mitteleckpunctes : 
^  =  0 

- j         n 

n{n-i) 
—  :    n^—n+l 
und  die  Centraldistanz  dieses  Pnnetes,  oder  der  ge- 
suchte Halbmesser: 

K«'— «+1 
Die  Gleichung  deiiselben  Halbiuessers  aber  wird: 

z  ^      ' 
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tfler  orihoaMlrtsdi  aiufgedrilckt: 


3h 


0 


|/3        2»— 1 

daher  die  Tangente  des  Winkels  ^,  welchen  er  lait 
der  Axe  der  jf  bildet ,  oder  des  Winkels  der  schein- 

hären  Yerdrehnng  der  Pyramiden  ^%£^' 

§.  351. 
EBtoltate  der  Beredumn^ 

Mittel«  des  gdiudenen  Halbmessers  jR  erhalten 
wir  nun  nach  der  angegebenen  Methode  ans  f.  S28 

folgende  Resultate  ftr  j^* 

I.  CoCfficient  der  Zwischenaxe: 

2« 
♦•  =  jt:j,  wie  in  §.819, 

II.  Flächennormale: 

Nz=z^^  y  wie  in  f  320, 
ID.  Kantenlinien: 

Polkante      ==  Vn*aJJ-n+i)+^  ^ 


Mittelkante 


n 


VI.  Volumen : 

V.  Ob^ache: 

S—      3«J!f 
~  «*— ii+l 
VI.  flSchenwinkel: 

Jlf 

an  der  Basis,  l4mg(p  ss  — 

n 


am  Pole,^  ioMg^  =  -« 
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YB:  KMMHrlnkel: 

4«i*a*(ii»— «i+y-HI«    ' 
M.^  II.         9  4«»«»(«»— «+1)— 3«» 

Mittelk.  C0,Z  :^  ~  4i,»a  ji»»->4-l)+^' 
Setst  man  in  diesen  FopneUi  ii  =  l.,  lo  verwan- 
deln sich  sflbige  in.  die,  SUr  4ie  hexagonabn  Pyra- 
miden der  Hanptreihe  aa%e£iu|dene^]^ormeln  dei(f.  328, 
und  aeM  man  ii=s2,  bo  verwandeln  sie  sich  in  die, 
for  die  he:(agonalen  Pyramiden  -  der  Nebenreihe  anf- 
geSnndenen  Formeln  des  4-  329;  wodurch  die  Besnlr 
täte  der  Ableitung  ihre  vaUJkpmmene  Bestitigong  er- 
halten, dass  die  hexagonalen  Pyramiden  «P  und  «iP2 

als  GrSnsgestalten  von  7—9^  keine ,  von  ihrer  ho- 

loSdrisebM  Erscheinnngsiiveis^  verschiedenen  Resnl- 
tate  liefern, 

Yvk  mssOD  dagegen,  erhflt  man  die  F(ärnMAi  fSr 
die  hexagonalen  Prismen  der  dritten  Art,  welche  Von 
den  Prismen  ooP  und  ooP2  nü  durch  den  HaHknes- 
ser  ihrer  Basis  und  durch  die  scheinbare  Verdrehung 
um  den  ^Winkel  &  verschieden  sind. 

f.    352. 

Varlicreitung. 

Wir  bezeichnen  in  Jedem  hexagonalen  Trape- 
idkfer  r^  oder  l^  (Fig^STG) 

«tte  normalen  Mittelltttiten  mit  Z         ;.   ,  \ 

die  diagonalen  Mittelkanten  mii  ^ 

die  Polkanten  mit  JT, 
unterscheiden  jedoch  für  eine  und  dieselbe  Flftche  die 
an  der  diagonalen  Mittdkante  anfiegende  Polkante 
durch  ][\    Femer  bezeichnen  wir  die '  obere  Fläche 
im  ersten  Sextanten  mit  F^  und  die  vier  Fiteren, 
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welche  mit  ihr  die  Kanten  Xj  X%  Z  n&k  §i^  biUfen, 
not  F'i  Jf,  F^  und  ^^\  endlich  die  ebenei^  \yinkel 
der  ¥\%Ak^  Fi  nfonlich:  • 

den  W^el  zwischen  X  und  X^  nüt  ( 
-       ^:.   .        -      -      Z  und   Zi     -    Q 
.       J   .        .      i      X  und   Z    ^.    CT       ' 
*    -'j'i  :-^  -.       1'   -^J    'pTuhd  Z*  '.    %: 
fat  ntrn  die  Gleichung 

:     ÄE-F..,.  —  + -^  +  «  =  1 

so  werden  die  calculätiTe^  Oleichungen  VSt  die  übri- 
gteh  vier  Flächen  folgende  i  ^ 


Ittr  1^»'...*— —  +      y-    -h   -^     »1 
*^  * 

Die  Buccessive  ComUnation  der  Gleichung  von  F 
mit  den  Gleichungen  von  i^,  i^,  1?^  und  JP"'  fuhrt 
auf  die  €HiädMingeR  diir  Kantenlinien: 

■  N» l 1_ 

für  X  • , 


fBrr 


für  Z 


«  . 

+  i   =  0 

Mä-hi) 

2 

:+      ^,,=    ' 
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..     .  ■■^.■■,  .         jr^-JL;,.  • 

ßrZ'....         -«*(*-*>  •         "^^ 

(         >.      +     ^    ^5P. 

Ans  dm  «weiten  61eiGlrail|[«i  von  Z  nnd  Z-Idgt^ 
dass  die  diagonalen  Mittelkanten  den  boxmiden  Hqiipt^ 
schnitten,  nnd  die  nonnalcn  Mittelkanten  den  diago- 
nalen Hauptscfanitten  paraUel  sind.  -     '^ 

Endlich  finden  sidi  die  Coprdinaten  dei^  an  der 
Kante  X  gelegenen  Mitteleckpunctes  durch  €|pmbi- 
nation  der  Gleichung  Von  F*^  mit  den  Qleichungen 
derselben  Polkante,  wie  folgt r 

■  *  ~    '    u(n^i)  "   .^        '^ 

_  ■•'       2  ■ 

§•    353.  .    .       , 

Kantenlinien. 

Da  die  Zwischenaxen  nnd  Fl&chenhormalen  in 
den  TrapezoSdem  denselben  Werth  behaupten  wie 
in  den  resp.  Muttergestalten^  so  bildet  die  Berech- 
nung der  Kantenlinien  X^  Z  und  Z'  das  zun&chst  auf- 
raldsende  Problem.  Wir  wollen  diese  Bereychnu^g  an 
deigenigen  drei  Kanten  vornehmen,  welche  in  dem 
Afitteleckpuncte  susammenlaufen,  dessen  C^ooj;dinaten 
XU  Ende  des  vorigen  {.  bestimmt  wurden. ,  Dieser 
Punct  ist  also  ein  gemeinschaftlicher  Gränzpunct  für 
alle  drei  Kanten,  deren  zweite  Gränzpuncte  folgende: 
für  JT,  der  Poleckpunct,  dessen  Coordini^tea; 

^£=«1«,  jircsO,  z=3  0 
für  iZ'^  der  Endpunct  der  Zwischenaxe,   dessen 
Coordinaten : 
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Sit  |£  der  Fkelie  J^,  derEadponct  der  Axe  der  jr, 
deuen  Coordinatei^: 

Die  CombinatioD  der  Coordioatea  je  sweier  CStOas- 
poiiete  einer  ood  dewwibwt  Lbiie  nacli  der  Regel  ia 
f.  318  giebt  mg^eidi: 

r  2(«i— l)^«i»a»(2-H»)»  +3«* 

-*•"  «(n+l) 

Sollen  Z  und  Z'  g^eieb,  and  folglich  die  FUefaen 
■ymmetritdie  Trapesoide  werden,  so  ma«s 

(2-»)»  as  3(11—1)* 

oder      «    -   i^^ 

Beyn;  ei  kSiinen  daher  nu^  die  regelmässig  sw5l&ei- 
tigen  Pyramiden  von  dergleichen  Trapezoiden  nm- 
sclilostene  TrapezoSder  liefern,  welche  also  eben  so 
unmSglich  sind  wie  jene. 

f.    354. 

Volnmen. 

Man  lege  durch  die  vier  Kanten  einer  Jeden  Flä- 
che F  und  durch  den  Mittelpnnct  der  Gestalt  schnei- 
dende Ebenen,  so  wird  das  Trapezo^der  invl2  vier- 
seitige (einfache)  Elementarpyramiden  getheilt,  von 
welchen  sich  wiederum  eine  jede  auf  folgende  Weise 
in  vier  dreiseitige  Theilpyramiden  oder  unregelmässige 
Tetraäder  zerlegen  lässt.  Man  verbinde  in  jeder  Flft^ 
che  F  (Fig.  374)  den  Poleckpunct  mit  den  Mittel- 
puncten  der  beiden  Mittelkanten,  und  diese  beiden 
Puncte  selbst  durch  gerade  Linien,  so  entsprachen 
die  drei  Verbindungslinien  den  Kantenlinien  dersel- 
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ben  Flache  in  der  dihexagenaiettPyiAMiidefliPil«  Legt 
man  nun  durch  jede  dieser  drei  Linien  und  durch  den 
MiUelpunct  der  Get tfdt  schneidende  Ebenen,  so  thei- 
len  dieselben  die  Elementarpyramide  t;  in  vier  Theil^ 
pjramiden  ff^  g>%  f>'  und  <p\nni  es  wird: 

.    t;  =  y  +  9'  +  9*  +  y*' 
Nun  ist  zuvSrderst 

Volumen  9  =  1;  in  §.  322,  «  4/Jl^f) /g 

Für  9%  9'  und  9^  wählen  wir  diejenigen  ihrer 
respectiven  Flächen  su  Grundflächen,    welche  an  9 
anliegen,  oder  in  den  normalen,  diagonalen  und  ba- 
sischen Hauptschnitt  fallen;  sie  finden  sich: 
für  9'  a    ima 


fBr  9" 


& 


2(«+l) 


Unter  Voraussetzung  dieser  Grundflächen  bestim- 
men sich  die  Höhen  von  9%  qi"  und  9"^  aus  den  Coor- 
dinaten  des  Mitteleckpunctes  in  §.352  wie  folgt: 

Hohe  von  9'  =  zünW  =  ^!^lÄ? 

.  .      -    «•«  *  =  ma(n-i)(2-m) 
Also  wird: 


-    -  y    = 


aig«(2 — ») 
2(»+i)Y3 


^,  _  ma(n^i)(2-n) 
^  4(»+l)V3 


and  das  Volnmen  d«r  EHementarpyramide : 

t;  =  «,  +  «,'  +  «,»  +  «•_,  *'«(?!?=l5 
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endfich  ia»  V<rfamen'^BM  Tmpesoedets  Helbat: 

f.    355. 
Ob«rfl&ch«k 

Da  das  Volnmen  eine  Function  der  Obeifliche 
5  und  Hächennonnale  iV,  indem 

«0  wird  auch 

and,  nach  Substitution  der  bekannten  Werthe  von  F 
imd  JV^, 

WO  Jlf,  wie  immer,  t=  /4«i«a«(ii'— «+l)+3ii*. 

Der  Inhak  einer  Fläche  des  TrafexoMen  wird 

and  der  Inhalt  der  nach  aussen  gewendeten  Il&chen 
der  drei  Theilpyramiden  q>\  qT  und  f'^ 

i    356. 
Flachenwinkel« 

Setzt  man  in  den  «weiten  Ansdruek  für  eotV 
des  §.  318  statt  der  Buchstaben  Oy  ß^  ^^xl  s.  w.  sae- 
eessiv  die  Parameter  aus  den  Gleichungen  Ton  X  und 
X\  Z  und  Z\  JC  und  ^,  und  X'  und  V^  so  erfaftit 
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map  die  CoMmui  der  Winkel  ^  ^,  «  and  ^  Ton  «ei- 
chen icli  nur  den  enteren'  herachreibe: 

Der  Sinns  TÖn  ^  findet  «ich  ans  diesem  Cosinnsi 
die  Sinus  der  übrigen  drei  Winkel  aber  weit  leich- 
ter durch  die  Gleichungen:  • 

So  erhält  man  endlich  die  Tangenten,  als  die  im 
Gd>rauche  he^emsten  Functionen:  nSmIich; 

?«V6=*  2«*o*(»*— »+1)+»' 

.      ^  n'M 

'^^'^    a»»«» (»«— n+ix»— 1)— «»(2=55 

_^ »(«»+t)iy 

'*^**"      2»»a»(««-^i+l)(2— «)-3»«(»-l) 
_  nJU 

*"V^—  2»«a*(»— 1)(2-«)— 3«* 

§.    357. 
Kantenwinkel. 

Combinirt  man  die  Parameter  der  Gleichung  von 
f  sttccessiv  mit  den  Parametern  der  Gleichungen  von 
F'y  F*  und  F'^  nach  der  Regel  für  die  Auffindung 
Von  eo$W  ia  |.  318,  so  erhält  man  unmittelbar: 
y  ai»»g»(«».->t+l)+3«' 

^,Zr 2si»«»(4i»-Hi»-i)-3n» 

'*""      4«*a»(j»»-«+l)-|-3ii» 
^  «.  a«i*a»(«*+2«— 2>— 3»*  «.   .  ««^ 

"*"^ 4s»»aV^l)+^»  =««>*Zin§.336. 

Ferner  wird 

iamgiZr  SS  ^^4^1^^  in  f.  336 

tm^;iZ  =±:  teMgriT  ebendas« 
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in 
Für  die  ans  ttP    ■       abgeleiteten    TrapesoSder^ 

welche  in  derNatur  besonders  hänfig  vorkonmeD,  wird : 

C09JL  _  -  ^^^-^—^^^^.^^ 

and  Am^lZ^  =  (2m— 1)  D,  wenn  man  die  für  jede 
Krjstallreihe  eonstante  Grösse  — ^-;=   mit  D  be- 

zeichnet  Für  den  Qoan  ist  z.  B.  D  =  f^H  —  0»4272..^ 
lind  daher 

C.     Bereehmmg  der  tetsrtoedrisehen  Gettatten. 
«)  ßtMchnung  der  RkomMdw  von  abniMrmer  FlSckenttMaig, 

f.    358. 
Methode  und  Ref oltate  der  Berechnung. 

Die  Berechnung  der  RhomboSder  von  abnormer 

Flächenstellang,  oder  der  tetarto€drischen  Gestalten 

r  siPn 
il  -j—K^  ist  ein  sehr  einfoches  Geschäft,    Weil  näm- 

lieh  die  in  f.  338  für  die  RhomboSder  —  au^efim- 

denen  Resultate  von  der  Fiftchenstellang  dieser  Gre- 
stalten  insofern  ganz  anabhängig  sind,  wiefern  sie 
überhaupt  für  jedes  Rhombo§der  gelten,  das  aus  ei- 
ner hexagonalen  Pyramide  von  dem  Axenverhältnisse 
1  :  ma  abgeleitet  wurde,  so  haben  wir  nur  statt  die- 

ses  Verhältnisses  das  Verhältniss    ,  :  wm  za 

Grunde  zu  legen,  um  aus  denselben  Formeln  die  Aus- 
drücke für  unsre  tetartoSdrisohen  Rliombo€der  absa* 
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leiten;   denn  diese  Rhomboider  werden  Ja  ans  den 
hexagonalen  Pyramiden  ^  der   dritten    Art  gerade  so 
abgeleitet,  wie  die  Rhomboädeir  mR  aW  den  hexago« 
nalen  Pyramiden  der  ersten  Art    Man  erhält  so: 
I.  CoSfficient  der  Zwischenax«:     * 

^^■^»  +  1 
n.  Flächennormale: 


JV': 


man 


in? 


M 
III.  Kantenlioien: 


,  ar'»»— «+1 

horizontale  Diagonale  = 


2» 


geneigte  Diagonale       =s 


rV,  Volumen: 

y man* 


V.  Oberfläche: 

o_      4«Jlf 
"~  «*— «+1 
VI  Flftchenwinkel: 


3« 
M 


PoIflSchenwinkel'  ^y  tang^  = 
Vn.  Kantenwinkel: 

Polkante      JT,  cosX  =  ^'«*(»^-*+l)-3«- 
'    Mittelkant«  Z,  co«Z  =  —  co* JiT 

f.    359. 
Gränigsstalten  dieaer  Rbomboeder.  . 

Für  M  =>  e»  verwandeln  sich  diese  Formeln  in 
diejenigen  für  die  keicafronalen  Prismen  von  abnor- 
t  29        • 
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m^f  Flftcheiutelloiig,  derett  abweebtelttde  FISdi«iv 
wie  Oberhaupt  die  alleir  bexagonalen  Pmmeii,  wel- 
che Grftnzgestalten  von  RhombtHSderfi  sind,  eine  en#-> 
gegengefletxte  Bedeutung  haben ;  daher  Xc=  60%  wfth- 
rend  Z  »  120^ 

Für  n  =x  1  gehen  dieselben  Formeln  in  diejeni- 

mP 

gen  über,  welche  fnr  die  RhomboSder  -^  oder  mR 

in  |.  338  angegcd>en  wurden.  Diese  RhomboSder  sind 
daher  in  ihrer  .Verbindung  mit  Rhombo§dern  der  drit- 
ten Art  als  tetartoädrische  Gestalten  zu  deuten,  wie 
sie  denn  aucn  eigentlich  nur  aus  den  vergrdsserten 
Flächenhälften  der  abwechselnden  Flächen  von  siP 
bestehen«  • 

Ffir  n  7=s  2  beziehen  sich  die  Formeln  auf  solche 
Rhombo^der,  welche  durch  Vergrösserung  der  ab- 
wechselnden Flächen  von  fliP2  zum  Vorscheine  kom« 
men,  und  bereits  oben  alh  Rhomboßder  von  diagona- 
ler Flächenstellung  oder  R.  der  zweiten  Art  bezeich- 
net wurden.    Man  eriiält  für  sie: 

Kantenlinie,  JC=  iVm^a*+^ 
Volumen,     ^«^ 


Oberfläche,  S  «  ^I/^S: 

Flächenwin^el,  tangi^^^, 

KantenwiidLel.^   cdt  Jf  ss 


h)  BertehnuHg  der  trigontOin  Trmptsoedtr. 
|.    360. 
VorbereitOttg. 
Wir  bezeichnen  in  jedem  trigonhlen  T'^pezoÄiltit 

±  r?J?  oder  ±  /^ij?  (rig,  377» 
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did  Polkanten  mit  X^ 

die  längeren  Mittelkanten  mit  Z^         \ 

die  kürzeren  Mittelkanten  mit  Z^^ 
und' unterscheiden,  wo  es  nothig,  für  eine  jede  HS«« 
che  die  an  Z^  anliegende  Polkante  durch  X^.  Fer- 
ner bezeichnen  wir  die  im  ersten  Sextanten  gelegene 
Fläche  mit  Fj  und  diejenigen  vier  Flächen,  welche 
mit  ihr  die  Kanten  Xj  X\  Z  und  Z'  bilden,  mit  jp, 
F^j  F"  und  F'\i  endlich  die  ebenen  Winkel  jeder 
Fläche  in  der  Folge,  wie  sie  zwischen  X'  und  X, 
JTund  Z,  ZmkdZ'j  Z"  und  X'  liegen,  nut  {;,  ir,  p  und  $. 

Ist  nun  die  Gleichung 

f^  F ^  +  l.  +  z=:i 

so  werden  die  calculatiyen  Gleichungea  der  vier  Bt^ 
dem  Flächen  folgende: 

ßri^ ^-      H       ~^?=l)5«l 

ma  ^  n 

ma  n  n 

ter/!vr...._*.+     iL     -,(«-')'   ^i 
ma  n  n 

Die  niccessiTe  Combination  der  Gleichung  von 
F  mit  den  Gleichangen  der  fibrigen  Flächen  fuhrt  aof 
folgende  Gleichungen  der  Kaatenlinien :      - 

*        _      y     —     ^ 


...:\^ 


J?-      -^    -^    =    0 


1 ^        I     y L-_ 

»+1     ■*■   2-»    ^  " 


39« 
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_      =    0 
ßrZ 


für2', 


X 

y 

«a(2— «)      ' 

.    f     + 

*           1 

2» 

% 

*w(2»— 1)   ^ 

y     + 

M 
Z 

2 

=  1 


-K-       =    n 


Aui  d^r  ertteren  Gleichung  yon  Z/bIgt,  das«  diese 
Kante  durch  die  Axe  der  z  geht,  und  aus  der  zwi- 
schen X  und  z  absoleitenden  Gleichung  von  Z\  dass 
diese  Kante  durch  die  Axe  der  p  geht.  Die  Mittel- 
kanten jedes  trigohalen  Trapezoäders  gehen  also 
durch  die  Nebehaxen,  und  zwar  schneiden  die  länge- 
'  ren  Mittelkanten  ihre  resp.  halben  Nebenaxen  in  der 
Centraldistanz  1,  die  kSrzeren  Mittelkanten  die  ihri- 
gen in  der  Centraldistanz  n;  übrigens  lehren  die  Glei- 
chungen zwischen  y  und  z,  dass  beiderlei  Kanten  in 
Parallelebenen  disr  diagonalen  Hauptschnitte  fallen. 

Die  Combination  der  Gleichungen  von  JT  mit  der 
Gleichung  von  F""  fuhrt  endlich  auf  die  Coordinaten 
des  dieselbe  Kante  begränzenden  Mitteleckpunctes: 

^= 3S 

«  =  -4(2-«) 

f.    361. 
Kantenlinien. 

Die  Coordinaten  des  Mitteleckpunctes  lassen  so-* 
gleich  ^r  Berechnung  der  Kantenlinien  gelangen.  Es 
laufen  nämlich  von  dem  bestimmten  Mitteleckpmicie 
aus: 

die  Polkante  X% 

die  Mittelkante  Z^^  und 

die  Mittelkante  Z  der  Fläolie  i^. 
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Bc^rücksichtigt  man  zunächtt  d^e  halben  ftlittel- 
kanten,  so  werden  die  drei  su  berechnenden  Linien, 
ausser  von  dem  gemeinschaftlichen  Mitteleckpnncte, 
von  folgenden  Poncten  begränzt: 

X'  vom  Poleckpnncte,  dessen  Coordinaten  j;s=M«r, 

\V  von  dem  dnrch  sie  bestimmten  Endpuncte  der 

Axe  der  y,  dessen  Coord.  ar  =  0,  yssn,  zssO; 

^Z  von  dem  Endpnncte  der  Axe  der  v,  dessen  Coor«- 

dinaten  ^  =  Ö,  y  =  l,  2;  =  —  1. 

Combinirt  man  die  Coordinaten  je  zweier  GrSnz- 

pnncte  derselben  Linie  nach  der  bekannten  Regel,  so 

erhält  man: 


3» 
Z= 

§.    362. 

V  o  1  a  m  e  n,  ' 

Die  Berechnung  des  Volnmens  wird  für  diese 
Trapezo§der  ganz  anf  dieselbe  Art  gefShrt,  wie  för 
die  hexagonalen  Trapezoäder.  Man  zeirlegt  nSmlich 
erst  die  ganze  Gestalt  in  6  vierseitige  Elementarpy- 
ramiden ,  nnd  dann  jede  dieser  letzteren  in  vier  drei- 
seitige Theilpyramiden  9,  9',  q/'  nnd  y**,. deren  Vo- 
Jnmina  besonders  zu  berechnen  und  zu  addiren  sind, 
um  das  Volumen  jeder  Elementarpyramide  zu  erhalten. 

Nimmt  man  fax  (p  ihre  in  die  Ebene  des  Mittel- 
qnerschnittes  fallende  Fläche  als  Grundfläche,  so  wird 
ma  ihre  Höhe;  diese  Grundfläche  iiber  ist  ein  Dr^ieck^ 
dessen  einer  Winkel  60"^  beträgt,  und  von  den  Sei- 
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ten  1  and  n  eingeschlossen  wird;  sein  Inhalt  ist  da- 
her ==  in^i  woraus  sieh  das  Yolnmen  von 

ffurn 

bestimmt.  Betrachtet  man  ferner  diejenigen  Flächen 
der  drei  übrigen  Theilpyramiden ,  mit  denen  sie  aa 
f  aiiliegen,  als  deren  Grundflächen,  so  werden  diese 
Öfundflächen 

für  9^  s=  liPia 

für  (p'^  =  ima» 

für  9'*  ==  in^ 
und  die  entsprechenden  Höhen  aus  den  Cpostitiv  ge* 
nommenen)  Coordinaten  des  Mitteleckpunctes 
für  9)'  =  y  -znnQOr  =  (;2ii— l)/j. 
für  9^  =     ZiinW"        =  (2— ii)j4 

an4  die  Volniiiina  Ton 

^_ma(2n-iX2-n) 
^  ~~           ±2^ 
folg:lkli  da«  VoloiaeB  ist  Elementarpyramidet 
«  =  9+y'  +  y«'  +  9,»  =  _L__ 1 

ufed  das  Voliuien  dei  Trapexofiders  «elbst: 
F  =:  6i»  =  2ma(!^-n*-i)  ^i 

f.    363. 
OberfUch«, 

W^  jtdeneh 

«      3r 
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so  wird  nach  Sabsütntion  der  bekanntea  Wertb«  too 
F  und  JV: 

_        2(4«— ««— l)J!f 

Ä    2=S    — ^_— — — 

und  daher  d^r   Flächeninhalt    einer    jeden    einxelen 
fläche  des  Trape^oeders:  / 

t^^S  =^ 3;; 

und  die  Flächeninhalte  der  nach  aussen  gewendeten 
Flächen  der  vier  Theilpyramiden: 
far  9  ....  M  =      \M 

für  ^V...  t"  =^S(2-l•)if 

i    364. 
FUcbeowiai^el,  . 

Combinirt  man  nach  der  Formel  fSr  co$  {7  in  §.  318 
snccessiv  die  Parameter  der  Gleichungen  von  X  and 
X%  X  nnd  Z,  X^  und  2^,  Z  und  JS%  so  erhält  man 
dfeCetkras  der  Winkel  ^,  ir,  $  nnd  f,  von  denen  ich 
jMloeh  nur  den  ersteren  hersetM: 

Der  Sinns  von  ^  bestimmt  sich  leicht  aus  co$Kj  wäk* 
rend  die  Sinus  der  übrigen  Winkel  aus  den  bekann- 
ten  Flächeninhalten  t^,  t%  ^  und  den  gleichfalls  be* 
kannten  Werthen  der  sie  einschliessenden  leiten  ge- 
Anden  weedto.  So  gekmgf  man  endlich  auf  die  Tan* 
als  die  im  Gebrauche  be^emsten  Functionen: 

w  3mM 

^^^  ^           2si^«^(»*r.ji+l)-3ii* 
^ SmM ,^_^ 
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9»*3f 


tangl  ==  — s- 


2»»a»(ii»-»i+l)(2»i— 1)— 3«'(2— ») 
^^  2«»a'(2i»— 1)(2— «)— 3»» 

f.  3ä5. 
Kaqtenwinkel. 
Setit  man  in  die  Formel  für  eoi  W  des  |.  318 
statt  m,  »,  r  die  Parameter  der  Gleichung  von  F,  nnd 
statt  m\  %'  und  r'  successiv  die  Parameter  der  Glei* 
chungen  von  F'y  F^  und  /?*'%  so  erhält  man  unmic- 
teilbar  die  Cosinus  der  Kanten  JT,  ZnnAZ'j  wie  folgt: 

f.    365  a. 

Gr&nzgMtalten  der  trigonalen  Tmpesoeder. 

for  M  sc  (x>  verwandeln  sich  die  Formdn  der 
Torhergehe^den  ff*  In  diejenigen  fBr  die  ditrigmialen 
Prismen,  dcFen  Kantenwinkel: 

coiX  =  ij  also  Jr  =  60* 

^  2(»^— n+l) 

Z  und  ^  sind  die  eigentlichen  Seitenkanten  dieser 
Prismen,  X  dagegen  der  Neigungswinkel  je  sweier 
abwechselnder  Flächen  (vergl.  f.  317), 

Für  M  =3  1  verwandeln  sich  dieselben  Formeln 

«P 

in  diejenigen  fSr  die  Hhombo^d^r  -^  oder  mJB,  snm 
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Beweise,  dass  die  hexagonalen  Pyramiden  der  Haupt- 
reihe  auch  in  ikrer  trapeatoedrischen  Tetiurto^- 
drie  fSr  die  Erscheinmig  dasselbe  Resultat  liefern  wie 
in  ihrer  skalenoSdrischen  HemiSdrie. 

Für  n  =  2  endlich  erhalt  man,  gans  in  lieber* 
einstimmung  mit  den  Resultaten  dar  Ableitung,  die 
Formeln  für  die  trigonalen  Pyramiden,  wie  folgt: 

Kaatenlinien: 

^  Z  =  2|/3,  und  2^  =s  0. 

Volumen: 

Oberfliche: 

Flächenwinkel : 

^^  —      «i«a^— 2 
tanga  =  |/iK«i'a»+l 
Kantenwinkel: 

«I««*— 2 


CO#X=s 

eo$Z  = 


Vierten   Capitel 

Von  den  Combinatioi^en  des  Hexagonal- 

systemes. 

A,    Allgemeine  Entwieklang. 

|.    366. 
GmadgestalL 
Die  Zähligkeit  jeder  Combinatlon  bestimmt  sich 
a«eh  in  dieson  Systeme  aadi  'A^  dUgemeiBen  Regel 
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tl6i  f.  06^  wählend  dB«  abrigM  BefttioMinDgen  ^r 
aUgMüeineft  Entwickläng  die  (Snuidgestalt  der  Kiy- 
•tallreäbe  oder  doch^  wenigiteiH  die  Lage  der  Axe& 
als  bekannt  voraossetsen ;  in  weleher  Hinsieht  filr 
g4genw&rti^s  System  die  in  f.  249  fär  das  tetrago- 
nale  System  ati%®steUten  Regeln  bnchsttthUdi  ansu- 
wenden  sind.  Wie  man  die  Grandgestalt  in  jedem 
Falle  zu  denken  habe,  das  hängt  freUick  von  dem 
Charakter  der  in  der  Coml^ination  enthaltenen  Ge- 
stfJten  ab.  Brschefaito  blpe  holoedrische  Gestalten, 
oder  sind  bestimmte  Anzeigen  der  tri|pezo4MlrischeB 
oder  pyramidalen  HemiBdiie  Torhsmden,  so  wird  die 
GmndgestaU  als  eine  hexagonale  Pyramide  vorgvstellt 
werden  müssen ,  während  sie  dagegen  als  ein  Rhom- 
beider  zu  denken  ist,  sobaM  rhombo^drisehe  HemiS- 
drie  oder  auch  Tetarto^driß  Statt  findet.  Wegen  die- 
ses verschiedenen  Charakters  der  C^wAdgestalt,  und 
wegen  der  Unsicherheit,  welcher  diese  Bestimmungen 
zum  Theil  unterworfen  sind,  scheint  es  vortheilhaf- 
ter,  zunächst  immer  nur  die  Stellung  des  Axensyste- 
mes  und  das  Grundverhältnlss  t:a  zu  bestimmen. 

|.    367. 
Charakter  <dfir  Kombinationen. 

In  deii  meisten  Fällen  lässt  sich  der  Charakter 
einer  Combination  sehr  bestimmt  au^  den  Symmetrie- 
verhältnissen  derselben  beiirtheiJeo,  indem  er  nur 
daskn  entweder  ganz  unbestimmt,  oder  doch  zweideu- 
tig bleibt,  wenn  die  Cembinatioii  nur  aus  den  der 
HoloSdrie  und  HemiSdrie  gemeinschaftlichen^  Gränz«- 
gestälten  besteht',  oder,  der  Krystall  anr  nach  einer 
Richtung  der  Hauptaxe  ausgebildet  ist.  Combinatio- 
neu  wie  oP.ooP,  oP.ooP2.ocfr  u.  a.  gestatten  ddier 
gar  kein  Urtheil  über  den  Charakter  der  Krystall- 
Mihe^  üM  selbst  Mlebe  C^aMn^lioiiett^  bi  -weloben 
>P¥tyda  J^mwnM«  dsm  e^i«M  B^ibß$  o^er  wdot 
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,  ans  denjenigen  beiden  Beiliett  anfiareieDy  die  sldi  im. 
Verhältnisse  der  normalen  nnd  diagonalen  Flächen- 
Stellung  befinden^  lassen  es  unentschieden,  ob  die 
Krystallreihe  als  holoidrisch  oder  als  trapezoidrisch« 
oder  pyramidal -hemi<gdriBch  na  deuten  sey«  Diese 
Unbestimmtheit  liegt  in  der  Natur  der  Sache  und 
kann  der  wissensehaftlidben  Methode  nicht  sosn  Vor- 
wurfe gereichen,  weil  selbige  keine  Kriterien  für  Un- 
toMchiede  aufstellen  kann,  welche  in  der  Erschei- 
nung selbst  daioh  keine  Merkmale  herrorgehoben 
sind.  Die  rhomboSdrische  HomiSdrie  dagegen  offen- 
bar sich  jedenfialls  sehr  bestimAit,  sobald  nur  ausser 
oP,  ooP  und  den  Gliedern  der  Nebenreihe  noch  andre 
Crestalten  in  der  Combination  enthalten  sind.  Der  te« 
tartoMrische  Charakter  endlich  giebt  sich  gleichfalls 
deutlich^ SU  erkennen,  wenn  nur  ausser  oP  und  ooP 
noch  andre  Gestalten  auftreten,  wie  diess  doch  ge- 
wöhnlich der  Fall  ist.  Um  jedoch  über  die  Art  der 
Bemißdrie  oder  TetartoSdrie  mit  Sicherheit  entschei- 
den zu  kÖnneki,  dazu  wird  in  den, meisten  Fällen  er- 
fordert^ dass  die  Krystalle  nach  beiden  Richtungen 
der  Hauptaxe  yoUstäi^dig  ausgebildet  sind,  weil  diese 
Entscheidung  von  dem  gegenseitigen  Verhältnisse  der 
oberen  und  unteren  Hälfte  der  Gestalten  abhängt 

f.    368. 
Allgemeine  Oriendnuig  der  Combinadoiieiu 

Nadidem  die  Gmndgestalt  erwäUt,  oder  doch 
die  Lage  des  Axensystemes  bestimmt  worden,  ist  die 
afigemeine  Orientirui^  der  Coidbiftation,  oder  die  Be- 
stims^ung  der  Stellen,  welche  ihre  Gestalten  in  den 
▼mcfaiedenen  Abtheilungen  der  Schemata  in  f.  296 
oder  {.  806  einnehmen,  eine  sehr  einftidie  Avigahe. 
Man  erhftk  ihre  Auflösung,  indem  man  for  die  var« 
Qastolten  der  dmUmüm  angiftht. 
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1)  wttkhe  in  die  Hanj^Ueike, 

2)  welche  in  die  Nebenreihe,  nnd 

3)  weldie  in  die  ^wischenreiben 

gehören.  Zugleich  ergeben  sich  nnmittelbar  aus  den 
VerhältniMen  der  su  4en  verschiedenen  Reihen  gehö- 
rigen Gfestalten  folgende  Regeln: 

a)  Fir  holoedrische  Combinationen:     * 

1)  Je  zwei  Gestalten  mPü  und  mlfn%  welchi^hori- 
sontale  CK.  bilden,  gehören  in  eine  und  die- 
selbe horisontale  Reihe,  oder  haben  n'=sn. 

2)  Je  xwei  Gestalten  «sP»  und  m^lfn\  deren  Flft- 
chen  geneigte  CK.  bilden,  welche  einem  der  nor- 
malen Hanptschnitte  parallel  laufen,  gehören  in 
eine  und  dieselbe  verticale  Reihe,  oder  haben 
«i'  =  «I. 

b)  F3r  rhomboSdrische  Combinationen: 

1)  Je  zwei  Gestalten  «jB"  und  si'/l"',  welche  hori- 
zontale CK.  hervorbringen,  gehören  in  eine  und 
dieselbe  horizontale  Reihe,  oder  haben  11^  =  ». 

2)  Je  zwei  Gestalten  mR"  und  siH"',  deren  Mit- 
telkanten gleichlaufend  sind,  geboren  in  eine 
und  dieselbe  verticale  Reihe,  oder  haben  m^  =  m. 

B,     Beioudere  Entwieklang. 

8.     369. 
VonfigUch  m  berücksichtigende  Cambinatioiieii. 

Die  besondere  Entwicklung  der  hexagonalen  Com- 
binationen überhaupt  setzt  die  genauere  Kenntnis» 
deijenigen  Verhältnisse  voraus,  von  welchen  die  ei- 
gendiümliche  Erscheinungsweise  der  binären  Com- 
binationen abhängt  Wir  haben  daher  die  Theorie 
dieser  binären  Combinationen  in  völliger  Allgemein- 
heit zu  entwickeln,  um  fSr  jeden  vorkommenden  Fall 
'  das  den  combinirten  Gestalten  entsprechende  Verhält- 
niss  ihrer  Ableitungszahien  nnmtttelbar  au  der  Art 
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und  W^ise  ihres  Verbiiiideiiteyiis  asfiindeii  zn  ken- 
nen. Weil  nun  die  kololklrische  und  hemiSdrisehe 
oder  CetartoSdri«cbe  Eradieinungiweise  der  Gestalten 
meist  eine  eben  so  wesentlidie  Yersehiedenheit  ihrer 
Combinationen  zur  Folge  hat,  so  zerfällt  auch  die 
Theorie  der  binären  Combinationen  in  die  drei  Ab- 
schniue  von  den  holoi^drischen,  hemitfdrischen  und 
tetarto^drischen  Combinationen,  und  wiederum  jeder 
der  beiden  letzteren  Abschnitt»,  in  so  viele  Unterab^ 
tbeilnngen ,  als  es  verschiedene  Arten  der  HemiSdrie 
und  Tetarto^drie  giebt.  Wiefern  jedoch  nächst  den 
holoedrischen,  vorzüglich  die  rhomboSdrischen  Com- 
binationen unsre  ganz  besondre  Aufmerksamkeit  iii 
Anspruch  nehmen,  indem  die  meisten  hexagonal  kry- 
stallisirenden  Mineralien  der  rhomboSdrischen  Hemi€- 
drie  unterworfen  sind,  und  eines  dieser  Mineralien 
einen  solchen  Gestaltenreichthum,  eine  solche  Man- 
nichfaltigkeit  der  Combinationen  zeigt,  dass  sich  keine 
andre  Substanz  in  dieser  Hinsicht  mit  ihm  messen 
kann;  sofern  werden  wir  auch  nur  die  Theorie  die* 
ser  beiden  Arten  von  Combinationen  ausfuhrlich  be- 
handeln. 

a)   Holoeärüche  Combinationen, 

i.     370. 
Ck»iiibiii«tioiiea  swei«r  dihexagonaler  Pyramideo  siPit  oad  mr?n\ 

Die  Theorie  der  holoedrischen  Combinationen 
beruht  auf  den  Combihationsverhältnissen  zweier  di- 
hexagonaler Pyramiden  »fPn  und  m'Vn\  für  welche 
wir,  wie  verschieden  auch  in  der  Combination  ihre 
gegenseitigen  Dimensionen  seyn  mögen,  jedenfalls  die 
durch  die  Ableitung  bestimmten  Verhältnisse  zu  Grunde 
legen  müssen.  Wir  denken  daher  beide  Gestalten 
om  einen  gemeinschaftlichen  Mittelpunct  in  paralle- 
ler Stellung  j^rednciren  sie  auf  gleiche  Nebenaxen, 
und  erhalten  dann 
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1)  Ür  4ie  Hanptaxen  k  lUiA  hf  dieBedingsag,  daM 

2)  ffir  die  ZwiioheBaxea  r  uild  i^  die  Bedingang,  das« 
,     ^  f^,>  =  <r,   wenn  »'>=<« 

3)  für  die  beiderseitigen  Quotienten  —  sss  q  und 
-j  SS  9^  die  Bedingnng)  dass 

/>=<?•  wenn      \,     ^>  =  <    ^  J 

Sind  nun  beide  Gestaken  xu  einer  Combination 
verbunden,  so  wird  die  Annahme  gleicher  Nebenaxen 
awar  in  der  Wirklichkeit  widerlegt,  aberdessenungeach* 
tet  beibehalten  werden  müssen,  weil  alle  Yerglei- 
ehons^  und  Bestimmiingen  der  Gestalten  auf  den 
Voraussetzungen  der  Ableitung  beruhen.  Die  Erschei- 
nungsweise der  Combination  mPH.mVn^  hängt  nun  we« 
sentlich  davon  ab,  welche  von  den  in  vorstehenden 
drei  Bedingungen  enthaltenen  Verhältnissen  für  beide 
Gestalten  unter  der  Voraussetzung  gleicher  Neben- 
axen Statt  finden. 

Es  bildet  nämlich  m^n'  an  mPn 
L  Zuschärfnngen  der  Kanten,  und  zwar: 

1)  der  normalen  Polk.,  wenn  si'  =  »,  n'  >  js  nn^ 
folglich  /<y;  Fig. 378. 

2)  der  diagonalen  Polk,  wenn  7^s=9»  «'<ii  und 
üplgUch  m'<m;  fthnl.  Fig,378. 

3)  der  Mittelkanten ,   wenn  »^  =  ii,  ^>ii  und 
daher  />y;  Fig.a79. 

IL  ZwölffL  Zusp.  der  Polecke,  wenn  m^<Zm, 
und  ^  < ;;  und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  Mit- 
telkanten von  m¥n 

4)  parallel,  .  .  .  .  ^ wenn  «^=4il  Fig.38a 

ii)  coavgt  n.  d.  BoratMittet- 

ecken --    -  >-    •    3&L 

6)  convgt  n.  d.  diag.  Mittel-  ^ 

ecken -  -    -  <-ähnI.381. 
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nL  Vietfl.  Zwsp.  der  normalea  Mi.ttelecke, 
wenn  m'  >  «i,  und  »'  >  i»;  und  zwar  sind  die  CK. 
mit  den  diagonalen  Polkanten  von  «1P4 

7)  parallel, wenny^=ry;fig.382, 

8)  convgt  n.  d.  Polecken    .    *  -    -<-     -    383. 

9)  coATgt.  n.  d.  Mütelecken  -  -  ->-  -  384. 
IV.  Vierfl.  Zusp.  der  diagonalenMitteleckie, 

wenn  y'>yj  und  «'<«;  und  zwar  sind  die  CK. 
mit  den  normalen  Polk.  von  mPm 

10)  parallel, wenn  »^:=:=M ;  ähnl.  Fig.  382. 

11)  convgt.  n.  d.  Pol- 
ecken   --    •<-    --     •    383. 

12)  convgt.   n.  d.  Mit- 

telecken --    ->•    --     -    384. 

Nachdem  wir  in  diesen  12  Fällen  die  allgemeine 
Grundlage  der  Combinationslehre  gefunden,  wollea 
wir  die  binären  Combinationen^  der  einzelen  Gestal- 
ten durchgehen;  wobei  denn  wiederum  die  Combina- 
tionsgleidimig  in  derjenigen  Form  mitgetlieilt  werden 
wird,  in  welcher  sie  unmittelbar  die  Verhältnisse  der 
AbleitUBgszahlen  der  dritten  Gestüt  angiebt,  deren 
Flächen  die  CK.  der  beiden  gegebeOi^n  Gestalten  ab- 
stumpfen. 

|.    371. 
ComlunationciD  der  ^hexagonalen  Pyramide  mP». 

1)  Mit  M^Pn^;  diese  Gestalt  veranlasst  die  im  vori- 
gen |.  au%esälilten  Combinationea  unt^r  den  da- 
selbst angegebenen  Bedingungen. 

CG.    mW{m'n--^n')^m\m'^-m')nn'^n\n^ 

2)  MitsiT;  da  ft^=l,  so  ist  es  jedenfalls  <»,  und 
die  möglichen  CV.  werden  Nr.  2,  6-,  10,  11  un* 
12;  die  Flächen  von  «iT  sind  immer  auf  die  dia- 
gonalen Polkanten  von  mP»  gesetzt,   und  bilden 
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ä)  Abst.  derselben,  .  .  .  wenn  «1'=^!^^^^;  Fig.  385. 

b)  Sechsfl,  Znsp.  der  Pol- 
ecke   •...    --    -<-1-        w    386. 

c)  Zusch«  der  diag.  Mit- 

telecke wenn  «i'>-^^-!-^;  und  «war 

■ind  ^e  CK«  mit  den  normalen  Polk. 

a)  parallel, weiia  m^sssm;  Fig. 387. 

ß)  conrgt.  nach  dea  Polecken         -  .     -  ^  -       .    388. 
y)  coDYgt.  nach  deo  Mitteled^ea    -  -     -  >   '        -    389. 

Im  Falle  b  eracheiiiea  die  Zuapfl.  ala  Rhomben,  wenn  m^sss—, 
CG.    «iVC«!'»— iw)+«i'(«-«i')ii— ii*(ii— l>wi'=0 

3)  Mit  M^P2;  da  ii^=2,  so  ist  es  stets  >»,  und  die 
möglichen  CV.  werden  Nr.  1,  5,  7,  8  nnd  9;  die 
Flächen  von  siT2  sind  immer  auf  die  normalen 
Polk.  von  fliPn  gesetzt,  und  bilden: 

a)  Abst^  derselben,  ....  wenn  «i'=ffi;ähnl.  Fig.  385.- 

b)  Sechsfl.  Zosp.  der  Pol- 
ecke    -  -    -  <-  Fig.386, 

e)  Zosch«.  der  norm.  Mit- 
telecke      --    -  >-;  nnd  zwar  sind 

die  CK.  mit  den  diag.  Polk. 
a)  paraUel, wenn »•'=^!^±1^  ihnl. PigJ87. 

/O  convgt.  n.  d.  Poleckea      -  .    -   <^     ...     ihaLFSf  J88. 

Y)  oonv(i;t.  n.  d.  Mittdecken  .  .    •  > fthnLFig.889. 

Im  FaUe  b  encheinen  die  Zoipd.  ala  Rhomben,  wenn  si'  s=s 

— u — 

CG.    «iVCsi'ii— 2si)+2«i''(«i— wOä+ii''(2— Ji>m'=0 

4)  Mit  ooP»':  da  «i'>si,  nnd  />  J,  so  werden  die 
mögUchen  CV.  Nr*  3,  9  nnd  12;  die  Flächen  dea 
Prismas  sind  immer  auf  die  Mittelkanten  Ton  mVm 
gesetzt,  und  bilden: 
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a)  Abst.  derselben,  •  .  •  •  ^?«iiii  «i^c=3tt;Fig.380. 

b)  Zasch. .  der  norm.  Mit«- 

telecke -  -    ->•  Fig.391. 

c)  Zusch.   der   diag.  Mil- 

telecke -  -    -<-  ähnLFig.391. 

CG.  »V— !»'>+«>'— »)«=0 

5)'Mit  ocP;  da  ausflrer  den  Bedingungen  iif&  4  auch 
nodi  ii^<i»^  80  bildet  ooP  jedenfalli  Ab«t.  der 
diag.  Mittelecke;  Fig.3$i?. 

CG.    i»>*—l)ii— «''(»— l)«i=0 

6)  Mit  ^ooP2;  da  ausser  den  Bedingungen  $uhA  auch 
noch  ii^>ii,  so  bildet  ocP2  jedenfalls  ^Abst^  der 
norm.  Mittelecke  ;  ähnl..  Fig.  392.    .  . 

CG.    m''(2^)n-^\2—n)m=Q 

7)  pP  bildet  Abst.  der  Polecke;  Fig.  393. 
CG.    <  =  ii. 

§.  372.        '    '  ':: 

Combinationen  der  hexagqnalen  Pyramide  mP.' 

1)  MitülPit';  da  Jis=::l,  so  ist  h'>n  wmI  die  ihSgli- 
chen  CV.  werden  Nr.  1/6,  T,  8  und;9i  die  Flä- 
chen liegen  immer  paarWeis'  an  4eti  Polk.; iH»n  «iPy 
und  bilden:  ./,:,;.] 

a)  Zuschärfungen  derselben,    wenni»i^=«»;Fig.394. 

b)  ZwoUB.  Zuisp.  d.  Polecke^     .  -.    •  <-   Fig.  395.- 

c)  Vierfl,  Zusp.  d.  Mittelecke,  ^^  -  -.  >  -  und  zwar? 
sind  die  CK.  mit  den  Höhenlinien  der  Flächen 
von  «P 

«)  paraUel, wenn  ?!^;tD=52«5  Rg.  S96. 

f)  conyft,  .n.  d^n  Pol^ekfin     - <^  -t.*  ,  Flg.  897. 

y)  conygt.  n.  den  Mittelecken  --      ---      >--.    ^6«  ^^^* 
Im  Falle  ö>^' werden  die  CK.  den  Polkantöft  ^on  mP  parallel, 
m'  •..<:**'-.:♦ 

wenn  __.  =  «,     . 

nt  .:::-.     .V     . 

CG.    fPiV(«i'— ««0+«"'(»-Hi»0»'+*'<*^-^)«^'=«O 
I.  30 
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2)  Mit  mT;  die  Häehen  sind  immer  auf  die  Fllchm 
von  mP  gerade  an%esetst,  und  bilden: 

a)StechftfiLZusp.  der  Polecke,  wennffi^<iii;  Fig. 399. 
b)  Zusch.  der  Mittelkanten,       -  -    -  >-     Fig.40a 
CG.    «*=1 

3)  Mit  •i'P2;  da  «'>«,  so  werden  wiederum  Nr.  1, 
5,  7,  8  und  9  die  mSgttelieaCy.;  die  FÜ^en  sind 
immer  auf  die  Polk.  tob  «P  gesetst,  und  bilden: 

a)  Abstumpfungen  derselben »  weaniPi^x^T^tl;  Fig.  401. 

b)  SechsfL  Zusp.  der  Polecke     .  .    .  <  .    Fig.  402. 

c)  Zusch.  der  Mittelecke  -  •  -  ^  *  undaewar 
sind  die  CK.  mit  den  HBhenlinien  der  Flächen 
von  mV 

«)  parallel, wenn  m'^=:\m\  Fig.  409. 

ß)  eoiiTgt.  nacli  den  Polecken      -  -     ~  <C  "    Flg.  404. 
y)  conygt  nach  den  Mittelecken    -  -     ~   >>  ~  ~    Fig.  405. 
In  FaUe  b  eracheinen  die  Zuspfl.  alt  Rhomben,  wenn  m^sasi\wL, 
und  im  Falle  cy  werden  die  CK.  den  Polk.  yon  »P  parallel, 
wenn  m's=iim. 
CG.    mW(m'—2m)^2m\m—m')^mm'»''=:a 

4)  ooPm^  biMe«  jedeik&Us  Zusch.  der  Mittalecke,  die 
CuschfL  auf  die  Mittelktnten  gesetst;  Fig. 406. 

CG,    •i^(»?'~«0+«»''(«'— 1)«=«=0 

5)  ooP  bildet  Abst.  der  Mittelkanten;  Figi407. 

6)  ocP2  bildet  Abst  der  Mittelecke;  Fi|^406: 
CG.    2i»*— ii''(si"'  +  m)=« 

7)  oP  bildet  Abst.  der  Polecke;  Fig.  409.    , 

§.    373. 
CJombinatioBen  der  bexagonalen  Pyramide  siF2. 

1)  Mit  »T»';  da  ii'<ii^  ,80  werden  die  möglichen 
CV.  Nr.  2,  6,  10,  11  und  12;  die  Flächen  von 
«Tu'  liegen  immer  paarweis  an  deA  Polk.  von 
fPiP2^  und  bilden: 
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a)  Zuschärt  der-  -  . 
seihen,    .  ,  .  wenn     ^   /^  ^  =  4»i;  &fanl>Fig,394, 

b)  ZwölffiL  Zusp. 

der  Polecke      --      -    -    -  < --  abnl.Fig.396. 

c)  VierflL  Ziusp.  d.^ 

Mittelecke   ..--      --->.-I  und  zwar  sind 
die  CK.  mit  den  Höhenlinien  der  Flächen  von  mP2 : 

a)  paxaUel, .  wenn  m^sstn'^  fihnl.  Fig. 896. 

/?)  conygt.  n.  d.  Polecken.     -  -     -   <  -     &hnl.  Fig.  897. 
y)  conygt  n.  d.  Mittelecken  -  -     -  >   -     ahnl.  Fig.  898. 
Im  Fall«  cy  Verden  die-CK.-  de»  Polk.  tob  mPS  pandlel,  wenn 

CG.      »^Il\2«'— «•nf)+2l»''(«l— »>'T-n^''(2--rr»>||f'=0 

2)  Mit  mT;  da  wiederum  nf<^ny  so  gelten  dieselben 
CY.  wie  iub  1;  die  Flächen  sind  immer  auf  die 
Polk.  ¥on  «iP2  gesetzt,  und  bilden; 

a)  Abst.  derselben,  «  .  .  wenn  «i^==|flisähiiL  Fig.  401.      ' 

b)  SechsfLZusp.  der  Pol- 
ecke          .-    -  •<--  ähnl.Fig.402. 

c)  Zuscfa.  der  Mittelecke  -  -    ^  ^-.«.  und  zwar  sind 
die  CK.  mit  den  HtShehlinien  der  Flächen  ron  mP2 : 

a)  parallel, .  wenn  m^'^a^m;  äiml.  9ig.  408. 

ß)  conygt  n.  d.  Polecken    .  ,    -  -    -   <  -    fihnl  Fig.  404. 
y)  conygt.  h.  d.  Mittelecken       -  -  v-  *>.  ..    auil;  Figk  465,  • 
Im  ^alle  b  erscheinen  die  Zuspfl.  als  Rhomben,  wenn  m's=4ift, 

nnd  im  Falle  ey  werden  die  GK.  den  Polk.  ton  mP2  paiki- 

lel,  wenn  mfsst^m. 

CG,   «iVC?»'— «i)+>"'(j»— «0— »»^v===o 

3)  m'f2  bildet: 

a)  SechsiLZusp.  der  Pol- 
ecke,   / wenni»^<i9i;ähnl.Fig.399. 

b)  Zusch.jder  Mittelkantea  -  -    -  >  -    ähnl.  Fig.  400. 

4)  ooVnT  bildet  Zusch.  der  Mitteledoe^.  Üiei  Zuschfl. 
auf  die  Mittelkanten  gesetzt;  ähnl.  Fig.  406. 

CG.    an'Cn"— äO— «^(^—n^^e        . 

30* 
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5)  ooP  bfldet  jedenfalls  Abst.  der  Mittelecke,   ahnt 
Fig.  408: 

CG.    «*(2»*— ••)— 2»*'=0 

6)  ooP2  Wldct  Abst.  der  Mittelkanten ;  Fig.  407. 

7)  oP  bildet  Abst.  der  Polecke;  Fig. 409. 

|.    374. 
Combinationeirdes  dlhexägonalen  Prismas  aoPn. 

Es  bildet  an  ooPm: 

1)  mVn%  zwSlBk.  Zusp.  beider  Enden,  und  iwar  sind 
die  CK. 

a)  horizontal, wenn  »'=:«♦) 

ß}  nach  den  norm.  Seittnkantcn  fkUend,    .-'->- 
y)  nach  den  diag.  Seit^nkantto  fallend,    -  -     '   <.  ' 

CG.    m\n—tOn'  +  n\n'—n)m'=0 

2)  siT,  sechsfl.  Zngp.  beider  Enden,  die  Zuspfl.  auf 
die  diag.  Seitenkanten  gesetzt. 

CG.    «•"(ii— n'')— »"'(«~l>i'=0 

3(  siT2,  secbsfl.  Zusp.  beider  Enden,  die  JZraspfi.  auf 

die  norm.  Seitenkanten  gesetzt« 
CG.    2m\nj—H:'}+n\2--n)mm'     . 

4)  9P9  gerad  angesetzte  Endflächen. 

b)  ooP»',  Zuseh.  der  norm,  oder  diagonalen  Seiten- 
kanten, je  nachdem  ii'>  oder  <n. 

6)  ooP,  Abst.  der  diagonalen,  und 

7)  aoP2,  Abst.  der  normalen  Seitenkanten. 

§.    376. 
Conbinationen  des  heids^nalen  Prismas  ooP* 

Es  bilden  am  Prisma' obP:'  j 


*')  Man  vergleiche  die  aaaiogen  FigtemznATetJragoiiabTitene. 
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1)  mTh^,  zwolffl.\Zajip.  faeider  Endeor.  ' 

CG.   nV— iK—Ä^'C»""— 1K=Ö 

2)  «iT,  sechsfl.  Zusp.  beider  Enden,   die  Zuspfl.  auf 
die  Flächen  gerad  aufgesetzt;  Fig.  410. 

3)  «»^P2^  sechsfl.  Zusp.  beides  Enden ,  die  ZospfL  auf 
die  Kanten  gesetzt;  Fig  411. 

CG.    (2«!''— mO»"— 2«»^=0 

4)  oP,  gerad  angesetzte  Endflächen. 

5)  ooPuy  Zusch.  der  Seitenkanten. 

6)  ocP2,  Abst,  der  Seitenkanten. 

§.    376. 
Combinationen  des  hexagonakii  Prismas  ooPS. 

Es  bilden  am  Prisma  cx>P2: 

1)  mTi»^,  ziyölfll.  Zusp.  beider  Enden. 
CG.    «•"(2— »>'— «''(2— iiOi»'=0  . 

2)  M^P,  sechsfl.  Zusp.  beider  Enden,  die  Zuspfl.  auf 
die  Kanten  gesetzt;  äbnL  Fig.  411. 

CG.    2«!"— ii"'(i»'+i»0=0 

3)  i9iT2,  sechsfl.  Zusp.  beider  Enden,  die  Zuspfl«  auf 
die  Flächen  gesetzt;  ähnl.  Fig.  410. 

4)  oP,  gerad  angesetzte  Endflächen. 

5)  ooPi»,  Zusch.  der  Seitenkanten. 

6)  ooP,  Abst  der  Seitenkanten. 

§.    377. 
Combinationen  von  oP.     . 

Es   bilden  mit  dem  basischen  Flächenpaare  als 
verherrsefaender  Gestalt: 

1)  mPh,  eine  dihexagonale  Tafel  mit  zweireihig  schief 
angesetzten  Handflächen. 
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2)  mP  und  ffiP2^  ^m<»  hexagbnale  TaM  nrft  k#eirel. 
hig  schief  angesetzten  Ratidfläobeli« 

3)  ooPn,    eine  dü^^xa^fonale.  Tafßl  mit  gerad  ange- 
setzten Randääohen.. 

4)  ocP  und  ocP2,    (^ine  hexagonale  Tafel  mit  gerad 
angesetzten  RahdSächen. 

h)  Hemiidruche  C^mkimaÜownu 
1)  Rhonib<^edriach6  Combinatiozeo« 

§.    378. 
Venchiedene  Dantellung  dieser  Combinatioinii. 

Die  thomboSdrischen  Combinationen  sind  dieje- 
nigen hexagonalen  Combinationen,  in  welchen  die 
Glieder  der  Hanptreihe  als  Rhomboßder,  die  Glieder 
der  Zwischenreihen  als  Skaleno§der,  alle  übrigen  Ge- 
stalten aber  mit  ihrer  vollen  tlächenzahl  erscheinen 
(§.  306).  Da  wir  nun  in  der  Lehre  von  der  Ablei- 
tung den  Zusammenhang  und  die  Bezeichnung  der 
Gestalten  des  Uexagonalsystemes  in  seiner  skalenoS- 
drischen  Erscheinungsweise  von  einem  sweÜachen 
Gesichtspuncte  aus  dargestellt  haben,  indem  wir  dabei 
einerseits  die  ursprünglichen  Beziehungen  der  hemiS- 
drischen  Gestaltete  ttt  ihren  respectiven  Muttergestal- 
ten, anderseits  aber  gewisse  abgeleitete  Beziehungen 
der  SkalenoSder  zu  den  RhomboSdem  zu  Grunde  leg- 
ten, so  fragt  es  sich,  welche  von  beiden  Ansichten 
wir  der  Combinationslehre  zu  Grunde  .legen  sollen. 
Wegen  der  grösseren  Anschaulichkeit  und  Einfachheit 
der  secundären  Ableitung  würden  wir  derselben  je- 
denfalls den  Vorzug  geben  müssen,  wenn  nicht  bei 
ihrer  Anwendung  der  Zusammenhang  der  hexagonalen 
Pyramiden  der  Nebenreihe  mit  den  Rhomboßdem  und 
Skalenoädem  gänzlich  verlorenginge;  einZusMunen- 
hatig,  den  wir  wegen  des  hiebt  seltenen  Auftretens 
jener  Pyramiden  in  rhombo^risohen  Combinatifmen 
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ja  nicht  aas  dein  A.uge  Terlieren  dürfeit  Um  daher 
beiden  Anforderungen  Genüge  za  leisten,  sind  wir 
genöthigt,  die  Combinationsgesetze  zuvörderst  fiir  die 
primitive  Ableitung  und  Bezeichnung  aufzusuchen, 
und  nachher  sSmmdidie  auf  die  SkalenoSder  bezüg- 
lidie  Regeln  in  die  Sprache  der  secmidären  Ablei- 
tung zu  übersetzen. 

a)  Combinationsregeln  für  die  primitive  Bezeich- 
nung. 

§.     379. 
Combinationen  zweier  Skalenoeder. 

Die  Theorie  der  binären  rhombo^drischen  Com- 
binationen beruht  auf  den  Combinationsgesetzen  zweier 

SkalenoSder  -jr-  und  — ^ ,  für  welche  wir  Jedoch, 

wie  für  die  hemigdrischen  Gestalten  überhaupt,  d,ie 
zweifache  Stellung  zu  berücksichtigen  haben.  Aus 
den  Gleichungen  der  Kantenlinien  in  §.  332,  oder 
anch  unmittelbar  aus  den  Cotangii^ten  der  Winkel 
a  und  /?  in  §.  335 ,  und  der  leicht  zu  berechnenden 
Cotangente  des  Neigungswinkels  y  der  Mittelkanten 
gegen  die  Basis,  folgt  für  je  zwei  SkälenoSder 
A,    bei  gleicher  Stellung: 

af>  —  <n^  wenn         7*^<=>    ^  J    ^ 

/?'>  =  </?,  wenn— i—j^ — '<=>    ^  ^  -    ^ 

.^       ^  «'(2— «0>.       ^»»(2—») 

/>  =  <y,  wenn— i-; — ^>==<    ■  ^     ^ 

B.  .  bei  verwendeter  Stellung: 

^>=.<«,   wenn^W=l)<^>«!0^ 

«'>  =  </?,  wenn">V^)<==>q(^) 

n  n 

Aus  diesen  Bedingungen  ergeben   sich  folgende 

Combinatipns Verhältnisse  beider  Gestalten: 
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A.   bei  gleicher  Stellung;  dann  bildet  + 

mPm 

tds  Untergeordnete  Gestalt  an  +— ;?— : 

I.  Zuficharfangen  der  Kanten;   und  zwar 

1)  der  stumpferen  Polk.,  wenn  afzsszuyß^'^ß  und 
daher  auch  »'<«;  Fig.  424. 

2)  der  schärferen  Polk.,  wenn  ß'zszfiy  a'>»a  and 
daher  n'>ii,  Fig.  425. 

3)  der   Mittelkanten,    wenn  /  =  y,   a'<a  und 
»'>«•;  Fig.  426. 

n.  Sechsfl.   Zusp.   der  Polecke,    wenn  of^a 
und  ft^>ß;  und  «war  sind  die  CK. 

4)  horizontal, weonn^=ii;  Fig.  427. 

5)  nach  d.  schärf.  Polk.  ein- 
fallend   .   .  >  .    Fig.  429. 

6)  nach  d.  stumpf.  Polk.  ein- 
fallend ....V .-.<.    Fig. 428. 

Im  Falle  6  werden  die  CK.   den  Mittelkanten  par- 

allel,   wenn  — ^^— ^ -^  =  -^ ^ . 

fir  n 

m.  Zusch.  der  Mittelecke,  je  zwei  Zuschfl.  auf 
die  stumpferen  Pol-  und  die Mittelkantep  ge- 
setzt,  wenn  af  <,  a  und  /  >  y;  und  zwar  sind  . 
die  heteropolaren  CK. 

7)  horizontal, wennM^s=ii;  Fig.  430. 

8)  nach  d.  stump£  Polk.  ein- 
fallend     .  .   .  >  . 

9)  nach  d.  schärf.  Polk.  ein- 

fallend .  .   .  <  . 

Im  Falle  9  werden  die  CK.  den  schärf.  Polk.  par- 
allel, wenn  ß'^ß;  Fig.  431. 
lY.  Zusch.  der  Mittelecke,  je  zwei ZnschiBL auf 
die  schärferen  Pol-  und  die  Mittelkanten  ge- 
setzt,   wenn  /?'</?,  und  /  <  y,  daher  it^>«; 
und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  stumpferen  Polk. 
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10)  parallel, wenn  a'Ä=a;  Fig,438. 

11)  convgt.  n.  d.  Mitteleckeh    -  r    -  <  - 

12)  convgt.  n.  d.  Polecken      -  *    -  >- 

B.  BeiverwendeterStellnng;  dann  bildet -|. — ^ 

mPn 

an  der  vorherrschenden  Gestalt  +  — j-;. 

I.  Zusch.  der  Kanten,  nnd  zwar  pur 

13)  der  schärf.  Polk,,  wenn  a'=/J  und /8^>a;  *tnl. 
Fig.  425. 

IL  SechsfL  Zasp.  der  Polecke,  wenn  af^ß 
und  /9'>a,  und  zwar  sind  die  CK. 

14)  stets  n.  d.  schärf.  Polk.  fallend;  ähnl.  ngl429. 
in.  Zusch.  der  Mittelecke,  je  zwei  Zuschfl.  auf 

die  schärf.  Pol-  und  Mittelkanten  gesetzt,  wenn 
a^^ß;  und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  stumpfe- 
ren Polk. 
16)  parallel, wenn /^=a;  Fig. 438. 

16)  convgt.  n.  d,  Mittelecken,    ---<;- 

17)  convgt.  n.  d.  Polecken,      -  -    ->- 

In  diesen  17  Fällen  sind  alle  mogliehen  CV. 
zweier  SkalenoSder  erschöpft,  weshalb  sie  die  Grund- 
lage der  folgenden  §§•  bilden,  in  welchen  wir  die  bi- 
nären Combinationen  der  einzelen  Gestalten  durch- 
gehen werden. 

§.    380. 

Combinationen  des  Skalenoeden  ^!£?. 

2 

1)  Mit  ^^1^;  diese  Gestalt  büdet  bei  gleicher  Stel- 
lung die  im  vorigen  §.  $ui  A,  bei  verwendeter 
Stellung  die*  ebendaselbst  sub  B  aufgeführten  CV. 
unter  den  angegebenen  Bedingungen. 

2)  Mit  !^; 

A.  bei  gleicher  Stellung;  weil  ii^<i»9  so  wer- 
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den  die  mog^tehen  CY.  Ni^  1,  6  und  9;  die  Flä- 
chen des  RhomboSders  sind  immer  auf  die  stum- 
pferen Polk.  des  Skaienol^ders  gesetzt,  und  bilden : 

a)  Abst. derselben, w^nn m' t=  ■  ^^  ^ ; Fig. 432. 

b)  Dreifl.  Znsp.  d. 

Poleckei    ...    .  .   .   < ^  Fig.433n,434. 

c)Abst.  der  Mit- 

teleeke,  ....  -  *  *  >  -  -  -  nnd  swar  sind 
die  CK.  mit  den  schärferen  Polk.: 

te)  parallel,  . wenn  »i'=?<^!zl\.  Fig.  485. 

fi)  convgt.  n.  d*  Pokcken,        -  -    -    < Fig.  436. 

y)  oonTgt^  n.  i,  Mitteleckeo    -  -    -    >.    -   -  -        Fig.  487. 
Im  Falle  b  enchemen  die  Zuapfl.  ala  Rhomben,  wenn  tu'  =s 

mSzIil^  Kg.  438.,  im  Falle ey,  wenn  »•' =^^51=5111 

n  s(^— «) 

B.  Bei  verwendeter  Stellung;  die  Flächen  des 
Rhombo^ders  sind  immer  auf  die  schärt  Polk. 
des  Skal.  gesetzt,  und  bilden: 

a)  Abst.  derselben,      wenn«i'=— ^ ^; Fig. 439. 

b)  Dreifl.  Zusp.  4.  Pol- 

ecke, -.    .<    ...      Fig.440. 

c)  Abst.  d.  Mittelecke,    -  -    -  >    •  .  .     und  zwar 
sind  die  CK.  mit  den  stumpferen  Polk.: 

«)  parallel,  •  .  .  •  • .,  wenn  ^^--Kit+l),  ^  ^i 

fl)  convgt.  B.  d.  Poleken,    .  ,    -  -     -   <^    -  -  - 
y)  conygt.  n.  d.  Mittdecken       -  -     -  >    -  -  - 

3)  Mit  «iT2;  da  i»'>ii,  so  werden  die  möglichen  CV. 
Nr.  2,  6,  10,  11  und  12*);  die  Flächen  von  m'P2 
liegen  immer  paarweis  an  den  schärferen  Polk. 
und  bilden: 


*)  Nr. 8  und  8  «lad  tinBid(j^,  weil/asO,  und  daher  <  y. 
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a)  Zasch.  derselben, wennjw'ss— ^-x ' 

b)  Sechsfl.  Zusp.  der  Polecke,      -  •    •  <1  -    -    - 

c)  Zusch.  der  Mittelecke,  ^ .  .    -  -    -  >   -    -    - 
nnd  zwar  sind  die  CK.  mit  den  stumpferen  £jui- 
ten  des  Skaleno^ders: 

«).paraM,  .  • ^  wcna  m'=5?!?^|±i> 

/5)  cooT^/  n.  d.  Polecken  -  -    -    <    -  -   - 

y)  conTgt.  n.  d.  Mittelecken    —    -^---  • 

4)  Mit  ooP»';  da  m'>i»,  so  sind  Nr. 7,  8  und  9  die 
möglichen  CY.;  die  flächen  des  Prismas  bilden 
jedenfalls  Zusch.  der  Mittelecke,  und  zwar  sind 
die  CK.: 

a)  horizontal,    • '. , i^enA  n'  ss  n 

/})  n.  d.  stampfen  Polk.  fallend    -  -    -    >.   -  ' 
^)  n.  d*  schärf.  Polk.  fallend       -  -    -    <^ .  - 

6)  ooP  bildet  Abst.  der  Mittelecke,  Fig.  442. 

6)  ooP2  bildet  Abst.  der  Mittelkanten;  Fig.  443. 

7)  oP  bildet  Abst.  der  Polecke;  Fig. 444. 

§.    881. 
Combtiradotaen  Ae»  Rhombo^en  7^. 

A.  bei  gleicher  Stellung;  da  ii^>»l,  so  wer- 
den die  möglichen  CY.  Nr.  2,  3,  5,  8,  10,  11  und 
12;  die  Flächen  des  Skaleno^ders  erscheinen  im- 
mer paarweis  und  bilden: 

.  a)  Sechsfl.  Zusp.  d.  Polecke,  weim 

^    .    ^<m  und  — i^-7 ^<fli ;  Fig.  413. 

n  % 

b)  Zmch.  d.  Polk.,  wenn 

-?fcO<^„„,«W=±U.  Fig. 412. 
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^c)'Ziiffch.  d.  Mittelecke,  die  Zoschfl.  auf  die  Pol- 
und  Mittelkanten  gesetzt,  wenn 

\,      <^ ^^^ -~^i? — >^'^  Fig. 416. 
-.  d)  Zusch.  d.  Mittelkanten,  wenn 
,  5^^^^=iii;Fig.414. 

e)  Zusch.  d.  Mittelecke,   die  Zuschfl.  paarweis  auf 
•         die  Flächen  gesetzt,  wenn 

?^^7^>»;  Fig.4lö. 

II 

Im  Fälle  c  sind  die  CK.  mit  den  geneigten  Diago» 
nalen  der  RhomboSderflächen : 

*       a)  parallel, wenn  — g-y — =s« 

ff)  coDTgt.  n.  d.  Pelecken         —      .    *    .    ^  . 
y)  convgt  n.  d.  Mittelecken    -  -      ----->- 

B.  Bei  verwendeter  Stellung  bildet  das  Ska- 
leno^der: 

a)  Zusch.  d.  Polk., wenn  ^^   ,     ^  =  fn 

b)  Sechsfl.  Zusp.  d.  Polecke    •  -      .    .    .  ^  - 

c)  Zusch.  der  Mittelecke  .  .    -  -      --•>►. 

*     und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  geneigten  Diago- 
nalen der  Rhomboederflächen: 

«)  parallel, wenn  !ILi5L^zi2s=« 

P)  cenygt  n.  d.  Poleckep  .,--     ----<^- 

y)  GOBYgt  n.  d.  Mittelecken    --     ---->. 

2)  Mit  ?^; 

A.  bei  gleicher  Stellung;  die  Flächen  sind  im- 
mer auf  die  Flächen  gesetzt,  und  bilden: 

a)  dreifl.  Zusp.  der  Polecke,  wennffi'<ffi;  Fig.  417. 

b)  Abst.  der  Mittelecke    .  .     -  -     -  >  -    Fig.  418. 

B.  Bei  Verwendeterstellung;  die  Flachen  sind 
immer  auf  die  Polk.  gesetzt,  und  bilden: 
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a)  Abst.  derselben, weiiirffi^=4^;  Fig. 419. 

b)  Drei«.  Zusp.  der  Polp<5k^    ..-<..    Fig.  420. 

c)  Abst.  der  Mittelecke  ....  -  .  >  -  -  und  zwar 
sind  die, CK.  mit  den  geneigten  Diagonalen  der 
nächen.^es  vorherrschenden  Rhombo^ders: 

cf)  parallel^  •   ........  wenn  m'sssSm 

ß)  conygt.  n.  d.  Poleckea  .  .    -  -    -    <  -  -  '^P^.  421. 
y)  conygt.  n.  d,  Mittelecken    -  -*   -    ^  --  * 

3)  Mit  m*^2\  dieFlftchen  dito^Pyramiden  sind  paar- 
weis auf  £e  PoHc.  des  RfaomboSders  gesetstr,  mi 
bilden: 

a)  Zusch.  derselben, wenn  m' ^^^ 

b)  Sechsfl.  Znsp.  der  Poledce    -  -     -  <-- 

c)  Zusch.  dejf  MitteUcke  ...  -  -  -..>--,  ^^^ 
zwar  sind  die  CK.  mit  den  geneigten.  Diagona- 
len der  IUiomjboS4erflächen:. 

«)  parallely^ '.  .  weim  »»'  =  4''»        !       . 

/})  conrgt.  H.  dl  Poleckea    .    —      -   <  "" 

y)  conygt.  n.  d.  Mittelecken    - -'     -■>•--     *  •' 

4)  ocPft'  bildet  stets  Zasch.  der  Mittelecke,  dieZtischfl. 
anf  die  Mittelkanten  gesetzt,  die  Zuschärfungßkan- 
ten  vertical;  ähnl.  Fig.  41&. 

5)  ooP  bildet  Abst.  der  Mittetecke;  ähifl.  Fig.  4l8. 

6)  ooP2  bildet  Abst.  der  Mittelkanten;  Fig. 422., 

7)  oP  bildet  Abst  der  Pejeckj»;  Fig.  423. 

1^382./.  , 
Combinationen  der  hexa^onaled  iPyramide  »tJE^  .  , 
_-/p^       '    . .  .  ft  >.,,,.,.,, .     ^   - 

1)  Mit  ——- ;   da  «'  <  2,   so  werden  die  mö^chen 

CV;  Nr.  1,  6  wmI  Q;  die  Elächen  dei  Skaleao£- 
dten  Kind  paanvei«  ajof  die  .abweehseloden.  P<>lk. 
der  Pyramide  gesfeUt,  und  bilden: 

a)  Znscl)..  derseltten,  wenn  '^'^^'^^^=:i^\  Fig.  445. 
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b)  Sechtfi.  Ztaip:  dcff     . 

Polecke  ....;.  wenn=i-i2^^C±^<; 

c)  Zusch.  der  Mittel- 
ecke ........    --      -    -    ->--  und  zwar 

sind  die  heteropolaren  CK.  mit  den  Höhenlinien 
der  Pyramidenflächen : 

o)  parallel, wenn  rn^sss»' 

ß)  convgt.  n.  d.  Polecken  .  .    -  -     -  -<  " 
y)  ooQYgt  n.  den  IkfijktefedüBn  -  ^     *  >  -    Flg.  447. 
Ii)i  FaUa  oy  wardan  dtoaelben  Q^  den  PoUuuMteii  jdsi  Pyiamide 

parallel,  wenn  **  (^^~"^)  ss  ^n. 

2)  Mit  ^r— 4  diese  .Ges.^t.,  4erw  Fl&o^eB;  iinmer  auf 

die  abwecl^selnden  Poikahten  derP^amide  gesetzt 
sind,  bildet:  .      '        . 

a)  Abst.  derselbe^n,  .  ....  wenn  «i'=i=|J«;Rg. 448. 

b)  Dreifl.  Zusp.  der  Polecke    -..<-.  Rg.449- 

c)  Abst.  der  Mittelecke    .  .    -  -    r  >  ""  »^ndzwar 
.    sind  die  heteropolaren  CK.  mit  den  Höhenlinien 

der  Pjnramidenflächen : 
a)  parallel,    ...;'.....  wenn  «'=in    * 
p)  oonTgt.  n.  d.  Polecken    ;    -  -     -    <^  -  ,  ».' 
y)  convft  n.  d4  Mittieleeken    -  -     -   .>  *    Fi«.  450^ 
Im  Falle  cy  werden  dieselben  CK.  den  Polkanten  der  Pyramide 
ptaaflel,  weftn  rnftss^^i  Fig;  46a  *     '  ' 

i    383. 

Combinationen  von  ocP^  ooP2  und  oP. 
Es  bilden  an  ooP:  ^ 

si'P»^ 
1)  — H— j  beiderseits  sechsfl.  Zusp. ,  dieZusiJ.fl.  paar- 

weis  auf  die  abwechselnden  Flächen  oben  und  un- 
ten widersinnig  aufgesetzt,  so  dass  auf  jeder  Flä- 
che VöhööP  ein  bbe^s  »nd  ein  «ntprös  Paar  Com- 
binationskanten  entsteht,  welehp  allein  einDekoid 
bilden  würden;  die  flachen  von  o^J?  werden  da- 
her unregelmässige  Sechsecke;  Fig.  451. 
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2)  -7-,  dreifl.  Zusp.,  dieZaspfl.  auf  die  abwechseln- 
den Fljkhen  oben  und  unten  wideisinMg  an%e* 
setzt;  auf  jeder  Flftche  vonocP  entstehen  eine  ho- 
rizontale (heteropolare)  und  zwei  geneigte  (amphi- 
polare)  Combinationskanten,  weshalb  diese  Fliehen 
selbst  als  unregelmässige  Fünfecke  erscheinen; 
Fig.  458. 
Es  bilden  an  ooP2: 

1)  — ^,  beiderseits  sechsfl.  Zusp.,  so  dass  auf  je- 
der Fläche  des  Prismas  zwei,  der  Mittelkania  des 
Skalenoüders  parallele  CEL  entstehen,  weshalb 
diese  Flächen  selbst  als  Rhomboide  erscheinen; 
Fig.  «2. 

•i'P 

2)  -^,  beiderseits  dreifl.  Zusp.,   die  Zuspfl.  auf  die 

abwechselnden  Kanten  von  ooP2  oben  und  i^nten 
widersinnig  aufgesetzt;  die  CK.  liegen  wie  un  vo- 
rigen Falle,  und  es  erscheinen  daher  die  Flächen  des 
Rfaombo«ders  als  Rhomben,  die  Flächen  des  Pris- 
mas als  Rhomboide;  Fig,467. 
Es  bUden  mit  oP: 

1)  -,    zwSlfseitige   Tafeln,   mit  12  trapezischen 

Randfläcben,  wdclie  paarweis,  abwechselnd  schief 

angesetzt  sind;  Fig.  453  und  454. 
i^/p 

2)  -^y  sechsseitige  Tafeln  mit  sechs  trapezischen,  ab- 

wechselad  scliief  angesetzten  Randflächen;  Fig.  465 
und  456. 

fi)   C^abinationaregeln  für  die   secandäre  Bezeich- 

nang. 

f.     384.  .  • 

Combinatioiien  zweier  Skalenolder  mBß  und  If»'^'. 
Wollen  wir  die  in  -den  vorhergehenden  f).  ent- 
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haltetien  Regeln  der  binären  rhombo6<lrischen  Combi- 

nationen  in   die  Sprache    der   secundaren   Ableitung 

und  Bezeichnung  übersetzen,  so  haben  wir,  weil  dem 

2» 
Zeichen  mR^  das  Zeichen  mnP-^-   entspricht,  in  des 

11+ 1 

allgemeinen  Bedingungen  des  §^  379  m»  und  siV  statt 

2ji  2»' 

m  und  m\    -7-7-  und  -7-7-j   statt  n  und  n'  zu  schrei- 

ben;  dann  erhalten  dieselben  Bedingungen  für  die 
Combinationen  zweier  SkalenoSder  mR^  und  m^B^'  fol- 
gende Form: 

'   A.  Bei  gleicher  Stellung  ist: 
'       «'>»<«,  wenn  iii'(abi'+l)<;=;=>ii(3fi+l) 
^ >.=5:  < ßj  wenn  iii'(3i»'~l)  <  =« > i»i(3ii— 1) 
/>  =  </,  wenn        mf         >  =  <    jgi 
B.  Bei  verwendeter  Ste^UI\g  ist : . 

o'  >  =  <  /^,  wenn  mX^n'+i)  <  =  >  «1(311—1) 
^>«<o,  wenn  mX3^'—i)<=>m(3m^i) 
Ans  '  diesen  Bedingungen   ergeben   sich   folgende 
Combinationsverhältnisse  beider  Gestalten. 

Es  bildet  das  untergeordnete  Skaleüo^der  tt^jR*' 
an  dem  vorherrschenden  Skalenoßder  mA*: 
A.  Bei  gleicher  Stellung^ 
1  Zuchärfungen  der  Kanten,  und  zWar 

1)  der  stumpferen  Polk.,  wenn  m%3n^+i)s=m(3M+i)j 

j»'>m  und  i»^<;«i:  Kg.424. 

2)  der  schärf.  Polk.,  wenn  m'(3i»'— 1)  ««(3*— ^X 

m'<m  und  «'>»j  Fig. 425. 

3)  der  Mittelkanten,  wenn  m^==m  und  nT^^;  Fig.426. 
n.  Sec^bsa  Zusp.  derPatecke^  wefemM'(3»'+l) 

>j»(3»+l)  und»i'(3it'— 1)>«(3»— 1),  und  zwar 
sind  die  CK. 

4)  horizontal,     ........  wenn »'==11; Fig. 427. 

5)  nach  d.  schärf.  Polk.  fallend    .  .   -  >  -  Fig.  429. 
6)*nach  d.  stumpferen  Polk. 

fallend -..<-  Fig.  428. 
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Im  Falle  6  werden .  die  CK.  den  Mittelkanten  von 

mB^  parallel,  wenn  m'  =  m. 

HL  Znsch.  der  Mittelecke,  je  iwei  Znlichfl.  anf 

die  stumpfe  renPol-"  und  Mittelkanten  gelsetzt, 

wenn  mX3nr+i)>m(3n  +  i),  und  a'>«i;  und 

zwar  sind\die  CK. 

7)  horizontal, Wenn ii'=ii; Fig. 430. 

8)  nach  d.  stumpf.  Polk.  fallend  -  «>    "^  ^* 

9)  nach  d.  schärf  Polk.  fallend  -  -    -  <-    Fig  431. 
Im  Falle  9  werden   die  CK.   den  schärf.  Polk.  von, 

mJB»  parallel,    wenn  «'(3»' — 1)  =  m(ßn — 1); 

Fig.  431.  • 

rV.  Zusch.  der  Mittelecke,  Je  fewei  Znschfl.  auf 

die  schärf  erenPol-  und  Mittelkanten  gesetzt, 

wenn  zi'(3»'— 1)  >  «(3ii— 1),  und  «'  <  «• ,  «'  >  «  ; 

und  zwar  sind  die  CK.  niit  den  stumpferen  IV>lk. 

10)  parallel ,     wenn  «•'(3«'+l)=«t(3it+i);  Fjg.438. 

11)  convgt.  n.  d. 

Mittelecken  --     --->-.. 

12)  conygt.  n.  d. 

Polecken       --     •.-<-•- 
B.   Bei  verwendeter  Stellung^ 

I.  Zusch.  der  Kanten,  und  zwar  nur 

13)  der  schärf.  Polk;  wenn  mXSn'+i)  =  M(3n—l} 
n.  Sechsfl.  Zusp.  der  Polecke,  wenn  m^(3ft^4-i) 

<^  m(3n'^i) ;  und  zwar  sind  die  CK.  Jederzeit 

14)  nach  d.  schärf.  Polk.  fallend. 

m.  Zusch.    der  Mitteleck^,   wenn   m^Sm^  +  I) 
>>  m(3n — 1);   und  zwar   sind  die  CK.  mit  den 
stumpferen  Polk.  von  m/t" 
16)  parallel,^ wenn«'(3«'— 1)ä«i(3»+1) 

16)  convgt  n.  d^  Mittel- 
eeken       --      -    --    >    --- 

17)  convgt.  n.   d.  Pol- 
ecken       -^      -^-<-.- 

L  31 
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FSr  die  speciellen  Regieln  der  binftren  Combina- 

tionen,  wie  solche  in  de»  ff- 380  — 383  iiii«getheUt 

würden,  haben  wir  gleichfalls  nur  die  primiü^en  Ab- 

leitQngsco§fficienten  aller  SkalelioMer  ab  Functionen 

der  seimndären  Coßffieienten  aussodrfikken,  d.  h.  för 

2n 
jedes  m  den  Werth  m»,  für  jedes  n  den  Werth  — -^ 

zu  sobstitniren,  darauf  siJR^  statt  -^  nnd  mR  statt 

—  zu  schreiben,  um  dieselben  Regeln  in  die  Sprache 

der  secnndäi%n Bezeichnung  zu  übersetzen;  wobei  es 
sich  Ton  selbst  versteht,  dass  die  Ableitungsco^fficien- 
ten  IM  und  m*  der  RhomboSder  und  hexagonalen  Py- 
ramiden der  Nebenreihe  ganz  unverändert  bleiben 
müssen.  Wiewohl  nun  hienmch  die  Transformation 
der  in  den  ff.  380  —  383  enthaltenen  Regeln  leicht 
auszuführen  ist^  so  glaube  ich  doch  die  Resultate  der- 
selben mittheilen  zu  müssen,  weil  die  rhomboSdri- 
sehen  Combinationen  eine  so  wichtige  Rolle  im  Mi- 
neralreiche spielen,  und  die  secundfire  Bezeichnung 
für  die  Mineralogie  der  primitiven  vorzuziehen  ist 

f.    385. 
Conbinstionen  dei  SkaknoSden  siii". 

1)  Mit  m'K'i  diese  Gestalt  bringt  die  im  vorigen  f. 
aufgezählten  17  CY.  unter  den  daselbst  erwähn- 
ten Bedingungen  hervor. 

2)  Mit  m'R\ 

A.  bei  gleicher  Stellung;  daii^<iS  so  weiden 

die  möglichen  CV.  Nr.  1,  6  und  9;   die  Flächen 

des^Rhomboäders  sind  immer  auf  die  stumpferen 

Polkanten  gesetzt,  und  bilden 

a)  Abst.  derselben,  wenn  si^==^^3ii-hl);  Fig.  432. 
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b)  Dreifl.   Znsp. 

d.  Polecke,  \feiakHif<\m(ßn+i)\T^.*äiVL.A3^^ 

c)  Abst.  d.  Mit- 
telecke ...    •  •    -  >  -    -    -    und  «war  sind 
die  CK.  mit  den  schärferen  Polk. 

«)  parallel,  .........  wenn  »t'=ss^«(3»— 1);  Fig. 435. 

p)  conygt  n.  d.  Polecken         -  -  -   <     ^    '    ".      Pig.4S6. 
Y)  conv^.  n.  d.  Mitteledcen    -  -  -   >     -    .    -      ^g.4S7. 
Im  Falle  b  erscheinen  die  Zuajpft.  «Is  Rlioalfea',  ^tsiui.  ip'sssai» 
im  Falle  c/,  wenn  m,sszi{Sn^  4>  l}».  ' 

B.  Bei  verwendetefr  Stellung;  dielliehen  von 
m'R  sind  immer  «nf  die  schärf.  P<4k.  van  fliil" 
gesetzt,  und  bilden: 

a)  Abst.  derselben,    wenn M^=s4«i(3li—1); Fig. 439. 

b)  Dreifl.  Zusp.  der 

Polecke --     •<    -..    -     Fig.  440. 

c)  Abst.  der  Mittel- 
ecke    --     ->-*.  ^4  awar 

sind  die  CK.  mit  den  stumpferen  PoUc«  , 

o)  parallel,  . wenn  iii^.ss=4»t(3ji+l>j  1^.441, 

fi)  convgt  n.  d.  Polecken       --     -<^-^-- 
y)  conygt.  n.  d.  Mittelecken    --•> 

d)  Mit  m'92\  die  Flächen  der  Pyratmde  liegen  immer 
paarweis  an  den  /scbärffuren  Polk.  4es  Skaleno^- 
ders,  und  bilden: 

a)  Zusch.  derselben, wenn  m' =s -141(311 — 1) 

b)  Sechsfl.  Zusp«  der  PdMke    •  -     .  ^^    •    «    .. 

c)  Zusch.  der  Mittelecke    .  .    -?  -     •>►••• 
und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  «tump^Bven  Polk. 

cc)  p^orallel, wenn  iit'sss  j9i(Sai4«l) 

ß)  conygt.  n.  d.  Polecken    .-«^      -<--•• 
y)  conygt  n.  d.  MitteMi^    --      •>'- 

4)  oolt^  bildet  Zusch«  der  Mittekdce^   die  Zuschfl. 
auf  die  Mittelkanten  gesetst,  und  zwar  sind  die  CK. 
a)  horizonUl,    ...........  wenn ii's3Epii}8hlil.i>1g. 430. 

p)  nach  d.  stumpf.  Polk.  fallend  .-  -    -  >r- 
y)  nach  d.  achftrf.  Polk.  fallend       .  -    -   <- 

3f 
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5)  qoA  bildet  Abit.  der  Mittelecke;  Fig.  442. 

6)  ooV2  bildet  Abst«  der  Mitfelkanten;  Fig.  443. 

7)  eJR  bildet  Abst  der  Poleeke;  Fig.444« 

§,    386. 
CombiiiaäolMa  des  RhoaboUttB  «11. 

1)  Mit  m^k^'i 
A.  Bei  gleicher  Stellniig;   da  ii^>«,  so  lind 

die  möglichen  CV.  Nr.  2,  3,  6,  8,  10,  11  und  12; 

die  Flächen  dei  SkalenoCders  liegen  immer  paar- 

weii  beisammen )  and  bilden: 
a)SechBfLZiup. 

d.Folecke)  wenn  »'<«  n.  i«i'(3Ä'— 1X«I ;  I1g.413. 
t>)Zn8ch.  der 

Polkanten    «-     *--?      ..^ssf.  fig.412. 
c)ZnMch.  der 

Mittelecke, 

die  ZnflchfL  ^ 

anfdiePoU. 

und  Mittel* 

kanten  ge» 

setzt  ...    •*     **•«      »^..^^  Ftg.4l6« 

d)  Zuseh.  delr  Mittelkanten ,  wenntt'ssM;  Fig.  414. 

e)  Znsch.  der  Mittelecke,  die 
Zoichfl.  paarweiB  anf  die 
RhombidMerflächen  gesetit    >»  •  tt^>iM;  F%.415. 

Im  Falle  C  sind  die  CK.  mit  den  geneigten  Diag^o« 
aalen  der  Rhombo^derfläohen: 
to)  l^Mild)  .........  «wenn  <si'(Sii'-f-l)Ä3i» 

fi)  ciNiTgt.  n.  d.  PolM^en.       .*...-     ^- 

y)  coDTgt.  n.  d.  Mittc^ledreil  .-^*.--     ;^.. 

B.  Bei  verwendeter  Stellvng  bildM  ä'ä*' 

a)  Znsch.  der  Polkanten,   .  ,  wenn4Ä'(3»'+l)=^Ä 

b)  SecfasflL  Zusp.  d.  Polecke      -  -      •    •    *     <;  - 
e)  Zasch.  der  Mittelecke    .  .     ^  *      .**>.• 
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and  zwar  iind  die  CK.  mit  den  geneigten  Dia- 
gonalen der  RhomboSderflächen : 

«)  parallel, wenn  :^'(8]i^-*l)s3Sfli 

/J)  coBYgt  IL  den  Poleeken       --    -    -    -    -.'<^. 

y)  oonTgt.  n.  d.  IMfittdedcen      .•..«•^. 

2)  Mit  m'Ri 

A.  bei  gleicher  Stellnng;  die  FUchen  sind  im- 
mer auf  die,  Flächen  angesetzt,  und  bilden: 

a)  DreifLZagp.  d.  Polecke,    wennffi^<M;  Fig.  417. 

b)  AbBt,  der  Mittelecke  .  .  .    -  •    -  >-     Fig.  418. 

B.  Bei  verwendeter  Stellung;  d^e Flächen  von 
n^R  sind  immer  auf  die  PoDl  von  mR  geietzt, 
nnd  bilden: 

a)  Abst  derselben,  .  •  •  «  wenn  fii^^=iim\  Fig. 419. 

b)  DreiftZusp.  d.  Polecke    •  •     *  <  *r   J^-^^- 

c)  Abst.  der  Mittelecke  .  «•  «  *  ^  «'-^nnd  zwar 
sind  die  CK.  mit  den  geneigten  Diagonalen  der 
Flächen  von  mRi 

o)  parallel, fieui  m'ssztm 

f)  eonvgt  D.  d.  Poledcen        -  -      «  ^  •«    Fig.4£l. 
y)  coDYgt  B.  d.  Mitteleqken     *  ?      .  ^  .. 

3)  Mit  ffiT2;  die  Flächen  sind  immer  paarweis  auf 
die  Polk,  des  Rhomboädeirs  gesetzt,  «nd  bilden: 

a)  Zosch.  derselben,    .  .  .  wenn  m'^s^^m 

b)  Sechsfl.  Zusp.  d.  Polecke    -  -     .   <^  .  * 

c)  Znsch.  der  ACttelecke  ^  r  <»  ^  •  -  und  zwar 
sind  die  CK.  mit  dei|  geneigten  Diagonalen  der 
Rhpmbpäderfläcben ; 

ce)  parallel, ivsenn  m'sst^m 

P)  convgt.  n.  d.  Poled^ea  -.-     •    ^  .« 

y)  coQTgt  n,  d«  Mktelecken      -  -     -    >  -- 

4)  ocjR<»'  bildet  Zusch.  der  Mittelecke,    die  Znschfl. 
auf  die  Mittelkaaten  gesetzt;  ähnl.  Fig.  415. 

5)  ooA  bildet  Abst.  der  Mittelecke;  ähnl.  Fig.  418. 

6)  odP2  bildet  Abst.  der  MiUelkanten;  Fig.  422. 

7)  oR  badet  Abst.  der  Polecke;  Fig.  423. 
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i    387. 

Combioatiouea  der  tMMagoMtleR  Pjfranlde  mP^ 

1)  Mit  «i'it^;  die  Ambignität  der  Stellung  des  Ska- 
;  lenoSderff  i^t  ohne  EinfltfM;  seine  Flächen  liegen 

immer  paarweis  an  den  abwechselnden  Polkanten 
,    von  m92^  und  bilden: 

a)  Zmftch.  der  abwech- 
selnden Polkanten,  wenn  4«>^(3»^+ 1)  s=^  m  ;  Fig.  445. 

b)  Sechst.  Znsp.  difr 

Polecke,  ....:.--      ...     <  •.  Flg.  440. 
€)  Znsch.  d.  Mittelecke  *  -       .    -    -     >  .  und  x war 
sind  die  heteropolaren  CK.  mit  den  übrigen  Polk 
der  l'yramide: 

o)  pliril«!, WM»  jsiX9fir--l)e=fli 

/!)  cAnygtr  n.  d.  Polecken     ••»•     -    -    -    -<•  Fif  .447. 
y)  coB«^  lud.  Mittelecken    --.-    -    -    ->- 
Im. Falle  c^  werdea  dieselben  CK.  den  Hdbsjrtinien  der  Pynuu- 
denflächen  par^ell,  wenn  m'n'sssi. 

2)  Mit  m'R\  die  AmUgnitftt  der  Stellung  ist  ebne 
Einfluss;  die  Flächen  des  RhomboCders  sind  auf 
die  abwechselnden  Polk.  der  Pyramide  gesetzt  und 
bilden: 

a)  Abst.  derselben,    ...  wenn  iii'=$4st;  Fig. 448. 

b)  DreML  Znsp:  der  Polecke    «-  -     '*<•'-    flg.  449. 
,  c)  Abst.  der  Mittelecktf  .  .    -  •     -  >  *  -  «»<!  «war 

sind  die  heteropolaren  CK.  mit  den  übrigen  Polk. 

der  Pyramide: 

fc)  parallel, wem  m^sssfsi}  Flg. 450. 

p)  convgt,  B.  d.  Poledcen        -  .    •    ^  .. 
y)  convgt.  n.  d.  Mitteleoken    -  »*    -    >  " 
Im  Falle  cß  werden  dieselben  C&    den  HObenfiaien  pcursUel, 

w^nn  si'=s0t. 

y)  Combinationsglei^hnngen  fftr  die  rliombo£dri- 
»chen  Gombinationen. 

f.    388. 
CG.  für  die  primitive  Bezeichnang. 
Weil   in   den  Combinationen  hemiSdrischer  Ge- 
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stalten  überhaupt  mehre  verichiedenartige  Combina- 
tionskanten  zu  berücksichtigen  sind,    so  haben  wir 

•  mPü 

auch  für  die  Combinationen  SEweier  Bkaleno^er  -^ 

undf  ,y   '  mehre  Combinationsgleichnngen    aofinisa- 
eben,  und  namentlich  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

A.  Bei  gleicher  Sielkmg  der  beiden  gegebenen  Ge- 
etalten. 

a)  Für  heteropolare  CK.  s=s  JI 

Die  diesem  Falle  entsprediende  CG.  ist  identisch 
mit  der  oben  in  f.  371  iub  1  stehenden  CG.  -für 
miPn  und  mVn^j  und  wird  daher: 

Die  dritte  Gestalt  ^!^-^  hat  jedenfdils  gleiche  Stel- 

lang  mit  jeder  der  gegebenen  Gestalten. 

b)  Für  amphipolare  CK.,  =«  n\ 

Aus  der  gegenseitigen  Lage  der  Flächen  beider  Ge- 
stalten ergiebt  sich,  dass  die  diesem FaHe  entspre- 
chende CG.  aus  der  CG.  Mr.  I.  folgt,  sobald  man 
in  derselben  m'  segativ ,   und  staU  n'  die  Grosse 

n^ 
• , setzt;  dann  wird  die  gesuchte  CG.: 

n.  »i''n''[mji'H.m'ii(it'-l)]  -  «"(m +»')jin'+ »"[»'-.11(11'— l)]mm'r=0 
Bei  dem  Gebrauche  dieser  und  der  folgenden  Glei- 
chungen wird  jedoch  durchgängig  vorausgesetzt,  dass 
die  abstumpfenden  Flächen  der  dritten  Gestalt  glei- 
che Lage  mit  den  Flächen  der  er3ten  Gestalt  haben, 
und  dass  sich  die  dritte  Gestalt  selbst  mit  der  er- 
sten in  gleicher  Stellung  befinde.    Man  hat  daher, 

jedenfalls  diejenige  der  gegebenen  Gestalten  = -^ 

zu  setzen,  deren  Flächen  mit  den  Flächen  der  ge- 
suchten Gestalt  analoge  Lage  haben. 
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B.  Bei  verwendeter  Sjtelhng  der  beiden  gegtbemem 
Geitalten. 

a)  Für  heteropolare  CK.  =  i7i. 

^  Aus  den  Verhältnissen  der  beiden  gegebenen  Gre- 
stalten  ist  einteucbtend ,  dass  man  nor  in  der  CG. 
Nr.  II.  die  Grösse  m*  negativ  zu  setsen  braucht,  not 
auf  die,  dem  gegenwärtigen  Falle  entsprecheade, 
C6.  au  gelangen;  es  wird  selbige  demnach: 
ni.  «"»•'[iiis'-w'JiCii'-l)]— sir(m-si';jwi''-»''[ii'-iiCji'—  l)]mm'  wO 

und  ist  bei  ihrem  Gebrauche  nur  darauf  m  sehen, 

siPis 

dass  man  diejenige  der  bekannten  Gestalten  als       ■• 

einfuhrt,    welche  gleiche  Stellung  mit  der  gesuch* 
ten  Gestalt  hat, 

b)  Für  amphipolare  CK.  =  IFi. 

Die  fär  diesen  Fall  gültige  Gleichung  ist  keine  an- 
dre als  die  CG«  Nr. L  mit  negativem  si',  also: 
IV.  mW(m'n+mn'}-^\m'+m)ttn'+n''{n'—n)mm'==0 
Die  Bedingung   ihrer  unmittelbaren  Gültigkeit  ist 
vbrigeng  dieselbe  wie  in  den  vorhergehenden  Fälleo. 
•  ', 

§.    889. 
CG.  lür  die  secand&re  Bw^cfanmif. 

Die  im  vorigen  f.  mitgetheilten  CG,  besiehen  sich 
nur  auf  die  primitiven  Zeichen^  besitzen  aber  eben 
deshalb  deii  Vortheil  einer  allgemeinen,  von  derBe^ 
schaffenheit  der  combinlrten  Gestalten  ganz  unabhän- 

gigen  Gültigkeit,  weil  das  Zeichen  -^  eben  sowohl 

ein  Skalenofider  und  RhomboSder,  als  eine  hexago<^ 
nale  Pyramide  der  Nebenreihe  bedeuten  kann.  Für 
cUe  secundäre  Bezeichnung  werden  diese  Gleichungen 
nicht  nor  überhi^upt  einer  angemessenen  Transforma-» 
tion,  sondern  auch,  wegen  der  von  dieser  Bezeich- 
nung ausgeschlossenen  Pyramiden  der  N^benreihe,  ein 
Her    rnivermeidlichen    Vervielfältigung     unterworfeii 
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werden  müsseii,  indem  dadurch  zunächst  die  Unter- 
scheidung der  Fälle  nothwendig  wird,  ob  beide  ge- 
gebene Gestalten  von  der  Form  mR^  sind,  oder  ob  , 
eine  derselben  Ton  der  Form  mP2  ist.  Die  Trans- 
formation selbst  ist  ganz  einfach,  and  besteht  darin, 
dass  in  den  yier  CG.  des  yoijgen  |.  für  jede  Gestalt 

2» 
nÄ"  statt  m  und  n  die  Grossen  mn  und  -tt-^   einge- 

ftthrt  werden,  während  für  jede  Gestalt  iiiP2  iiss2  zu 
setzen  ist.    Die  Gleichungen  gewinnen  dadurch  iehr 
an  Einfachheit  und  Uebereinstiminung. 
j        Man  erhält  nämlich: 

1)  Ffir  «Ä"  und  m'R^ 

A.  Bei  gleicher  Stellung  derselben: 

wo  das  obere  Zeichen  für  heteropolare,  das  untere 
Zeichen  für  amphipolare  CK.  gilt.  Im  letzteren 
Falle  könnte  sich  die  dritte  Gestalt  «"'JB"'  in  ver- 
wendeter Stellung  zu  mR^  befinden;  dann  ist  m^  ne- 
gativ zu  nehmen;  auch  könnte  die  dritte  Gestalt 
von  der  Form  «fiT2  se^n;  dann  wird  die  CG.: 
a)  m\m—m')  +  mm'in+n')  =;=  0 

B.  Bei  verwendeter  Stellung  derselben: 
n.  «tVCm+wO +«•'«'(»"— «•)—«ii(iii*+iiiO  —  0 

wo  wiederum  das  obere  Zeichen  für  heteropolare, 
das  untere  Zeichen  für  amphipolare  CK.  gilt.  Wenn- 
die   dritte   Gestalt  von  der  Form  m^'PZ  ist,   wird 
diese  CG.: 

a)  m\m+nO—mmXn±fO  —  0 

2)  Für  «ifl»  und  «^2; 

da  der  Unterschied  der  Stellung  hier  wegfällt »  tO 
gilt  die  einzige  CG.: 

mit  oberem  oder  unterem  Zeichen,  je  nachdem  die 
CK.  heteropolar  oder  omphipolar  ist.    Im  letstecen 


Digitized  by  VjOOQ IC 


480  Beine  KryMtaUogropJde. 

FaOe  kSuile  siek  üb  dritte  Getftalt  m'^R^''  in  ver- 
wendeter Stellmig  lo  eiB*  befiaden;  dana  wird  m' 
negaiiy  genommen. 

f^  PyrABidal*lieiii&4riteke  Cembiaatioaen. 
i    390. 


I^  pyiMnidal-hemifidHseben  Coaiblnatienen  sind 
Cht  die  Erscheinoiig  nur  dadnrd»  von  den  holoedri- 
schen CombinaCipnen  unterschieden,  das«  diePjrami«- 
den  und  Prismen  der  Zwischenreihen  als  hexagonale 
Pyramiden  and  Prismen  yon  abnormer  Flächenstellong 
auftreten.  Da  sich  also  diese  Hemißdrie  nur  inso- 
fern SU  erkennen  geben  kann,  inwiefern  Gestalten  aus 
den  Zwischenreihen  vorkommen  und  die  Krystalle  ^ 
an  beiden  Enden  hinreichend  ausgebildet  sind,,  so 
ist  begreiJBich,  dass  der  Charakter  einer  hexagona- 
len  Krystallreihe  überhaupt  problematisch  bleiben 
muss,  so  lange  die  beobachteten  Krystalle  nur  Ge- 
stalten der  Haupt  -  und  Nebenreihe  enthalten  und  nur 
an  einem  Ende  vollständig  ausgebildet  sind.  Daher 
ist  denn  auch  diese  merkwürdige  HemiSdrie  erst  vor 
eimgen  Jahren  durch  Haidingers  Beobachtungen  ans 
Apatite  nachgewiesen  worden,  dessen  Krystallreihe 
man  früher  für  holoMrisch  gehalten  hatt«,  weil  die 
gew5hriichen  Varietftten  nur  Gestalten  von  der  Form 
mP  und  ifiP2  zeigen,  und  an  den  beobachteten  dihexa- 
gonalen  Pyramiden  der  hemi^drische  Charakter  über- 
sehen, oder  mit  einer  anif&Uigen  UnvoUsiähligkeit  der 
Flächen  verwechselt  worden  war.  Wo  jedoch  diese 
Hemiädrie  wirklich  Statt  findet,  da  giebt  sie  sieh  an 
gehörig  ausgebildeten  Kryltallen  anC  eine  eo  aulTal- 
lende  Weise  durch  das  einseitige,  links  oder  rechts 
gewendete,  und  in  Besag  aafohen  undanten  gleich- 
sinnige  Auftreten  der  iUchen  aller  üPs  m  erken- 
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nen,  dass  die  genauere  Prüfung  einiger  weniger  In- 
dividuen zur  Anerkennung  ihres  Yorhandenseyns  fuh-* 
ren  muss.  Die  Combinationen  selbst  haben  in  ihrer 
Entwicklung  durchaus  keine  Schwierigkeit,  indem  für 
sie  unmittelbar  die  f5r  die  holoedrischen  Combina- 
tioneli  gegebenen  Regela  anzuwenden  sind« 

S)  Trapezoedriscb'-heniiSdrische  Combinationeo. 

§.    391. 
Merkmale  derselben« 

Ol^eieh  das  Vorkommen  der  tm^ezo6Arischen 
HemiMrie  an  und  fBr  sich  sehr  wohl  m5glieh  Ist,  so 
dürfte  doch,  neueren  Beobachtungen  zufolge,  der 
Quarx,  für  welchen  allein  man  diese  Hemi^drie  an- 
sunehmifen  berechtigt  war,  nicht  90woU  ihr,  als  viel* 
mehr  der  gleichnamigen  Tetarto^drie  unterwerÜBn  seyn. 
Dadurch  wird  Jedoch  die  Möglichkeit,  ja  selbst  die 
Wahrscheinlichkeit  derselben  keinesweges  zweifelhaft 
gemacht.  Ihre  Anerkennung  ist  übrigens,  eben  sc» 
wie  jene  der  pyramidalen  HemiSdrie,  lAhängig 

1)  von  dem  Vorkommen  der  Glieder  der  Zwischea- 
reihen,  weil  sich  die  Gestalten  der  Haupt-  und 
Nebenreihe  ihrer  stereometrischea  Erscheinung 
nach  dem  Einflüsse  derselben  ^nzlich  entziehen; 

2)  von  der  vollständigen  Ausbildung  der  Krystalle 
an  beiden  Enden,  weil  der  Unterschied  zwischen 
der  trapezo^drischen  und  pyramidalen  Hemi€drie 
kl  der  verschiedenen  Lage  der  oberen  gegen  die 
unteren  Flächen  begründet  ist. 

Sind  aber  die  Krystalle  hinreichend  ausgebildet, 
so  wird  das  einseitige,  links  oder  rechts  gewendete, 
aber  in  Bezug  auf  oben  und  unten  widersinnige 
Auftreten  der  Hälfte  der  Fliehen :  aller  mfu  die  tr»- 
pezoMrisch-hemiädrisoben  Combinationen  auf  den  er- 
sten Blick  erkennen  lassen^  Ihre  weitere  Entwick* 
lung  ist  ohne  Sdiwierigkeit. 
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1}  Trapei oSdrisch  •  tetartoSdrisclie  Coabinatlooea. 

§.    392. 
Merkmale  und  EatwickloBg  dertelbcn. 

Die  frapexoidrische  Tet«rto€drie  ist  nach  f.  317, 
daran  in  erkennen,  das« 

1)  die  Pyramiden  der  Hanptreihe  als  RhomboMer 
und  das  Priima  dieser  Reihe  als  hexi^naiei 
Prisma, 

2)  die  Pyramiden  der  Ndbenreihe  als  trigMale  Py- 
ramiden nnd  das  Prisma  derselben  Reihe  ala  tri- 
gonales  Prisma,    , 

3)  die  Pyramiden  der  Zwiscfaenreihen  als  trigonale 
TrapexoSder  nnd  die  Prismen  derselben  als  di- 
trigonale  Prismen 

auftreten.  Da  also  alle  Gestalten  dem  Einflüsse  die- 
ser Tetarto§drie  unterliegen,  so  wird  sich  dieadbe 
jedenfalls  leichter  nnd  bestimmter  su  erkennen  geben, 
als  die  verschiedenen  Arten  der  Hemiädrie ;  wr  sttst 
diese  Erkennung  gleichfalls  Toraus,  dass  beide  fin- 
den der  Krystalle  lu  beobacjiten  sind,  weil  aoMerdem 
der  Charakter  der  Tetarto§drie  unentschieden  bleibt; 
es  müsste  denn  diese  Entscheidung  duroh  das  eigen- 
thfimliche  Vorkommen  der  Prismen  o^Pn  oder  ooP2^ 
noch  möglich  werden. 

Die  besondre  Entwicklung  der  Combinationen  hat 
keine  Schwierigkeiten,  indem  dabei  theils  die  Regeln 
der  holoedrischen  und  rhombofidrischen  Combinatio- 
nen, theils  die  allgemeine  Combinationsgleichnng  su 
Hülfe  genommen  werden,  wobei  freilich  auf  die  ridii- 
tig^  Bestimmung  der  <^eichungen  der  nm  Diirdi- 
schnitte  kommenden  Flftchen  besonders  genan  gese- 
hen werden  muss.  Uebrigens  ist  der  Quan  bis  jeUt 
die  einzige  bekannte  Species,  an  welcher  nipk  diese 
merkwürdige  TetartoMria   verwiffcUobt  find^,    und 
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seine  Kqrstallreike  wird  durch  dieselbe  vor  allen  übri^ 
gen  Krystallreihen  de^  hexagonalen  S;stemes  auf  eine 
böchst  auffallende  Weise  ausgezeichnet 

1^  Rhomboedrisch-tetarto^drische  Combinationen. 

§.     393. 
Merkmale  der  rhoniboedriBcheii  Tetaito^drie. 

Die  Merkmale  dieser  Tetarto^drie  sind  gleich- 
falls sehraufikllend,  indem  für  sie  die  sämmtlichen 
Pyramiden  des  Systemes  als  RhomboSder  auftreten. 
Da  nun  nächst  den  Gestalten  der  Hauptreihe  jene  der 
Nebenreihe  besonders  häufig  vorzukommen  pflegen» 
so  kann  es  als  ein  hervorstechendes  Merkmal  dieser 
Tetarto.ßdri^  betrachtet  werden,  dass  auch  die  Pyra- 
miden «iP2  als  Rhomboäder  auftreten,  weil  dieser  Um- 
stand zur  Unterscheidung  derselben  von  den  verschie- 
denen Arten  der  Hemi§drie  sowohl,  als  von  der  tra- 
pezoSdrischen  TetartoSdrie  dienen  kann,  von  welchen 
jene  dieselben  Pyramiden  ganz  unverändert  lassen, 
Während  diese  sie  auf  trigonale  Pyramiden  reducirt. 

Das  Titaneisen  (von  Gastein,  Oisans  undMiask) 
ist  bis  jetzt  die  einzige  bekannte  Substanz,  an  wel- 
cher sich  die  rhomboSdrische  TetartoSdrie  verwirk- 
licht findet.  Seine  Combiiiatiönen  erhalten  zumTheil 
ein  sehr  .unsymmetrisches  Ansehen,  sind  jedoch  leicht 
zu  entwickeln,  wenn  man  nur,  mit'stetei  Berücksich- 
dgung  der  Lage  der  verschiedenen  Flächen,  die  Re- 
geln f&r  die  holoädrischen  und  rhomboidriscben  Com- 
binationen,  so  wie  die  allgemeine  Combinationsglei- 
ehung  zu  Hülfe  nimmt. 

C»    Berechnung  der  Combinationskanten. 

i    394. 
Cembinatioiiakaateii  bdoSdiiscber  Gettalten. 

Zwischen  je  zwei  holoedrischen  Gestalten  kSn- 
iMn  bei  regelmässiger  Ausbildung  nur   heteropolare 
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C3C.  derselben  Art  entstehen,  indem  von  beiden  €re- 
stalten  immer  nnr  analog  liegende  Flächen  znm  Durch- 
schnitte kommen.  Bezeichnen  wir  diese  CK.  wie  bis- 
her mit  JT,  so  findet  sich  allgemein  für  je  xwei  di- 
hexagonale  Pyramiden  mPi»  und  mlfn\  indem  die 
Fläche  der  einen  durch  die  CSeichnng 

^  +  i^  +  z  =  l 

die  Räche  der  andern  durch  die  Gleichung 

i^+l^  +  '-V 

reprSsentlrt  wird,  nach  der  Formel  fox  c*$W  in  f.  318 

'^^ ^—MW ^ 

'  wo 

und  Jf'=  K4s»'*an»"— »'+l)+3«" 
Setzt  man  in  diesen  Ausdruck  für  m^  und  nf  snc- 
cessiy  die  den  übrigen  Gestalten  entsprechenden  Wer- 
the,  so  erhält  man  die  Cosinus  der  CK.  for  alle  bi- 
nären Combinationen  der  dihexagonalen  Pyramide 
mP»,  und  setzt  man  hierauf  eben  so  für  «lundiisuc- 
cessiv  dieselben  Werthe,  so  erhält,  man  die  Cosinus 
der  CK.  aller  binären  h<Joädrischen  Combinatiotteii 
überhaupt^  welche  aich  in  iblgender  Tabelle 
menstellen  lassen: 
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f.    395. 

CombiiiatioiiskanteQ  der  JKaleiiodder  und  Rhombo^er« 
Zwiscben  je  xweien  Skaleno^deni  --^  und  — ^ — 

sind  nicht  nur  heteropolare,  sondern  auch  amphipo- 
lare  CK.  möglich,  \?obei  noch  ausserdem  der  Unter- 
schied der  Stellung  zu  berücksichtigen. 

A.  Bei  gleicher  Stellung;  bezeichnen  wir,  wie 
oben  in  §.  388,  die  heteropolare  CK.  mit  IIj  die 
amphipolare  mit  JT^,  so  ist  zuv5rderst  il  iden- 
tisch mit  JI  im  vorhergehenden  {.  und  daher: 

^^'"= MW ^ 

Dagegen  findet  sich 

„,  2iWPi'a»(«*'+«+«'— 2)— 3«»' 

B.  Bei  verwendeter  Stellung;  wir  bezeich- 
nen wiederum  die  heteropolare  CK.  mit  iZf,  die 
'amphipolare  CK;  mit  JTi,  und  erhalten  durch 
Substitution  der  den  resp.  Flächen  zukommen- 
den Parameter  in  die  Formel  für  cm.  W 

cot  Ji,_      -  2ü^jp 

_  „,  2«iÄi'a'(«»i'— »— «•'+2)— 3ii»' 

coin,^ ^^jg, — 

Aus  diesen  allgemeinen  Formeln  wird  man  leicht 
die  jedem  besondem  Falle  entsprechenden  Werthe 
abzuleiten  vermögen. 

f.    396. 
Forttetsuiif. 

Will  man  vorstehende  Cosinus  der  CK.  als  Func- 
tionen  der    secundären    Ableitungsco^ffcienten 
drucken,  se  hat  man,  weil  allgemein 

n+l 
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2» 
for  jedes  SkalenOßder  mn  statt  m  and  — ~-  statt  n  zu 

sabstituiren ,  während  man  fiir  cUe  faexagonalen  Py- 
.rainiden  m  unverändert  lässt,  und  ii3=2  setzt;  man 
erhält  so: 

für  zwei  SkalenoSder  mjR«  und  «'JR*' 
A.  bei  gleicher  Stellung, 

»i»'a^(3»i»'+l)+3 


!"-=• 


B.  bei  Terwendeter  Stellung, 

wo  die  oberen  Zeichen  für  heteropolare  ^  die  unteren 
für  amphipolare  CK.  gelten,  v^ 

iV=  K«i''«^(3»'*+l)+3 
Ist  eine   der  Gestalten   eine  hexagonale  Pyra- 
mide fliT2,  so  verschwindet  die  Ambiguität  der  Stel- 
lung, und  man  erhält: 
für  das   SkalenoSder  mR^  und  die  Pyramide  «iT2 


Da  die  meisten  CK.,  welche  in  den  übrigen  he- 
miSdrischen  und  tetarto^drischen  Comfoinationen  zum 
Vorscheine  kommen,  mit  gewissen  CK.  tbeils  der  ho- 
loedrischen,' theils  der  rhomboedrischen  Combinatio- 
nen  identisch  sind,  so  werden  die  vorstehenden  For- 
meln fiir  die  meisten  der  vorkommenden  Fälle  aus- 
reichend seyn;  wo  sie  es  nicht  sind,  hat  man  nur  die 
Gleichungen  der  zum  Durchschnitte  kommenden  Flä- 
chen zu  bestimmen,  um  die  gesuchte  CK.  nach  der 
Formel  cosW  in  f.  318  berechnen  zu  können. 

l  82 
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D.     Beiipiele   der  Entwicklung  von  Combinationen. 

§.    397. 
Combination  des  Beryllei, 

Fig.  459    i^tellt  eine    sechszählige,     holoädrisehe 
Combination  des  fieryiles  dar,   deren  Gestalten  sich 
für  P  als  Grandgestalt  ordnen,  wie  folgt:  es  gehören 
der  Hanptreihe,  «i,  P,  «,  M^ 
der  Nebenreihe,  «, 
einer  Zwischenreihe,  v.' 
Unmittelbar  bestimmen  sich  als  die  Grinsen  der  Haupte 
reihe 

«I  =s  OP 
nnd  M  =s=  ooP 
Weil  die  Flächen  Ton  t  =  min  die  CSL  zwi- 
sehen  je  einer  Fläche  *ronP  und  einer  im  Nebensex- 
tanten gelegenen  Fläche  von  ooP  abstumpfen,  so  gilt 
f&r  sie  die  CO.  IL  in  §.  388,   oder  noch  kürzer,   die 
CG.  I.,  a  in  f.  389;  setzt  man  daher  «i  =!»  =  «' =1, 
und  «i'  =  oOy  so  folgt  «i''s=2,  und  es  wird  daher: 
f  =  2P2  •) 
Da  nun  die  Flächen  dieser  Pyramide  die  Polkan- 
ten äer  Pyramide  u  regelmässig  abstumpfen,  so  folgt : 
u  =  2P 
Die  Flächen  t?  der  dihexagonalen  Pyramide  sind 
gleichfalls  der  CG!  II.  in  f.  388  unterworfen ;   da  je- 
doch ihr  CombinationsTerhältniss  auch  so   aufgefosst 
werden  kamt,    dass  sie  die  CK.  zwischen  2P2  und 
ooP  abstumpfen,  so  gelangt  man  noch  kOrzer  zu  ih- 
rer Bestimmung  durch  unmittelbare  Anwendung  der 


*)  Man  aieht,  da»  die  Flächen  «  die  Combinationsecke  toiv 
P  und  ocP  so  abstumpfen,  dais  sie  als  Rhomben  erscheinen;  die 
so  eliiefi  angeführte  CO.  giebt  allgemein  H&r  diejenige  Pyramide 
der  Nebenreihe,  deren  FUchen  die  €B.  sswischeh  mP  und  ocP  als 
Rhomben  abetnmpfen,  das  Zeichen  2mP:2. 
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CG.  §.  375,   3,  aas  welcher  folgt,    dass  sie  von  der 

Form  mP r  seyn  mass;   doch  ist  die  Beitimmung 

m — 1 

des   Coef&cienten  m    von    einer  Messung   abhängig; 

misät  man  z.  B.  die  CK.  v  :  M,   so  findet  man  nnge- 

fahr  142H.    N«n  ist  142^ :i:  —  90^  =  52^  ^  ^V  in' 

§.326,  und,  nach  demselben  $., 

a 
Da  nnn  im  Beryll  sehr  nahe  a  =  0,5,  so  folgt 

2«  — 1  =  5,002 
und  daher 

17  =  3P4 
Die  Combination  ist  also  vollständig  entwidcelt, 
and  ihr  Zeichen;  (xP.0P.P.2PJ2P2.3Pi. 

f:    398. 

CombinatioD  des  Apatites. 

Fig.  460  stellt  eine  nennzählige,  holoedrische  Com« 
bination  des  Apatites  dar;    wählt  man  die  mit  x  be- 
zeichneten Flächen  znr  Grandgestalt,  so  wird  a*  ={7, 
and  die  Gestüten  selbst  ordnen  sich  wie  folgt: 
es  gehören 

in  die  Häaptreihe  P,  r,  x^  2:,\ilf, 
in  die  Nebenreihe,  a,  ^,  d^  e, 
ZaTorderst  bestimmen  sich  anmittelbar  als  Gränzge- 
stalten  der  Haupt-  und  Nebenreihe 
P=  OP 
Jlf  =  ooP 
e  =  00P2 
Da  nun  die  Flächen  a  die  Polkanten  d^  Grand- 
gestalt abstumpfen,  so  folgt 

a  =  P2:  §.372,  3,  a 
and  da  die  CK.  t :  x  den  Polkanten  der  Grandgestalt 
parallel  sind,  so  folgt 

«  =  2P2;  1.372,  3,  ey. 

32* 
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Aus  derselben  Regel  ergiebt  sich  auch,  dass 

r  =  +P 
und  aus  dem  VerhSltuisse  der  Fläehen  t  und  Zj  iamn 

z  =5  2P 
so  w^ie  endlich,  wiederum  nach  der  Regel  f.  373,  3,  c/, 

«*"•  •  d  =  4P2 

Die  Combtnation  ist  sonach  rollständig  entwickelt, 
und  ihr  Zeichen:  ooP.ooP2.0P.4P.P.2P.P2.2P2.4P2. 

f.    399. 

Combinatioiien  des  Kalkupathes. 

Fig.  461  Stellt  eine  siebenzählige,  rhomboSdrische 
Combination  des  Kalkspathes   dar,    deren  Gestalten 
sich  für  P  als  Grnndgestalt  ordnen,  wie  folgt:  es  geboren 
der  Hauptreihe,  P,  gy  y, /^  c, 
Zwischenreihen,  t  und  r. 

Die  Terticalen  Flächen  c  bestimmen  sich  so^eich 
als  die  Gränzgestalt  ooR. 

*  Da  nun  die  Mittelkanten  des  SkalenoSders  r  den 
CK.  r  :  P  parallel  sind,  und  P==  ft,  so  muss  das 
Skaleno§der  aus  der  Grundgestalt  abgeleitet,  und  folg- 
lich Ton  der  Form  ß"  seyn.  Die  Bestimmung  von  js 
kann  auf  Terschiedene  Art  Statt  finden,  ist  jedoch, 
wie  die  Entwicklung  der  ganzen  Combination,  voq 
einer  Messung  abhängig.  Am  leichtesten  findet  sich 
n,  wenn  man  seine  Bestimmung  Ton  der  des  Bhom- 
boSders  J*  abhängig  macht,  welches  die  schärferen 
Polk.  von  JB"  abstumpft,  und  folglich  —  -J(3» — ^)R 
ist  (§.  385,  2,  Ba).  Misst  man  nämlich  die  CK.  /:  c, 
und  subtrahirt  davon  90%  so  findet  man  den  Neigungs- 
winkel der  Flächen  y*  zur  Basis,  dessen  Tangente 
genau  doppelt  so  gross  ist  als  die  Tangente  dessel- 
ben  Winkels  der  Flächen  P;  folglich  ist 
f=  —  2R 
und      r  =  JB* 
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Dais  RhcMnbo^der  g   stampft  die  Polkanten   der 
GrandgeBtalt  ab,  and  ist  daher  —^R  (f.  386,  2,  Ba). 
Weil  ferner  das  Skaleno§der  t  mit  jB'  horivon* 
tale  CK.  bildet,  so  gehört  es  in  cUeselbe  horisontale 
Reihe  unsers  Schemas ,  und  ist  daher  ein  mR^ ;  nun 
werden  aber  seine  schärferen  Polk.   durch  die  Flä- 
chen di^sRhomboäders  — ^jR  abgestumpft,  folglich  ist 
4  =  2m 
und      /  =  ^R^ 
Das  Rhombo^er  (p  ist  irgend  ein  —  «A,    für 
welches  fli<<2  nnd  >k\  weil  aber  seine  Polkanten^ 
von  dem  in  yerwepdeter  Stellung  befindlichen  Ska- 
lenoSder  \R^   zngeschärft  werden,   und   mithin   den 
stumpferen  Polk.  desselben  paralldi  sind,  so  fo%t 
••  =  i(3.3+l),  (§.386,  J,  Ba) 
and  daher  9>c=  —  \R 
Die  Combination  ist  nun  vollständig  entwickelt,, 
und  ihr  Reichen:  RK\RKooR,—iK-^R.—2RJL. 

f.    400. 
Ports  eiz  QU  g. 

Flg.  462  stellt  eine  sechsxählige,  rkomboSdrisohe 
Combination  des  Kalkspathes  dar;  weU  sie  also  der- 
selbea  Krystallreihe  angehört,  wie  die  Teerige  C<«nbi- 
nation,  so  haben  wir  zmrorderst  nachsniseben,  ob  etwa 
die  im  Torigen  §.  angenommene  Grundgestalt  hier 
wiederum  erscheint.  Eine  Messung  lehrt,  dass  in  der 
That  die  Flächen  P  in  beiden  Combinationen  diesel- 
ben sind,  und  haben  wir  daher  P  s=s  JB  an  s^Gsen ; 
dann  gehören 

*,,  in  die  Hanptreibe^  o,  P,  m,  e,   • 
in  Zwischenreihen.,  r  und  0 

Es  bestimmen  sich  sogleidi  als  die  GrSnzgestal^ 
ten  der  Bhombo^er 

:0  ssOR 
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Die  Bestimmung  des  RhomboCders  m  fordert  eine 
Metflung;  misst  man  die  CK.  m  :  Oy  so  findet  man^ 
dass  die  Tangente  ihres  Supplementes  genau  viermal 
so  gross  ist,  als  die  Tangente  des  Neigungswinkel« 
▼on  P  gegen  o;  woraus  folgt,  dass 
fli  =  4B 

Da  die  Kanten  des  RhomboCders  B  seilten  CK. 
SU  r  ^und  a  parallel  laufen,  so  müssen  beide  Skale- 
noCder  aus  der  Grundgestalt  abgeleitet,  oder  von  der 
Form  A*  seyn.  Nun  schärft-  das  flachere  Skalenoeder 
die  Polkanten  des  Rhombodders  4Jl  su,  folglieh  ist 
i(3m-l)  =  4  (§.386,1,  Ab) 
und  daher  r  =  A^ 

Das  spilsere  Skalenoßder  stuAipft  aber  die  am- 
phipolaren  CK.  swischen  4jR  und  öoR  ab,  und  ist 
didier  mittels  der  CG.  L  in  f .  389  su  bestimmen,  in- 
dem man  aus  selbiger  die  allgemeine  Regel  ableitet, 
dass  dasjenige  SkalenoSder,  welches  fie  amphipola- 
ren  CK.  swischen  mR  und  oojB  abstumpft,   Ton  der 

Form  m^R^mT'  seyn  müsse ;  da  nun  in  unserm  Falle 
m  SB  4  und  m'  =»  1,  so  folgt 

•  =  *' 

Die  Combination  ist  nun  vollständig  entwickelft, 
und  erhält  das  Zeichen:  4A.Qf(.<x)A.llMlMt. 

f.    401. 
Forts^tsonc. 
Hg.  4S3  stellt  gleichfalls   eine   rliombo«drische, 
sechszählige  Combination   des  Kalkspathes  dar,    in 
welcher  man  sogieieh  das  RhomboMer  P  als  die  Giund- 
gestalt  erkennt;  es  gehölren  didier 
in  die  Hauptreihe,  P,  «i,  e, 
in  Zwischenreihen,  r,  y  und  z.  -   * 

Die  verticalen  Flädien  c  gehören  dem  Prisma 
ooB,    Die  beiden  Skalendäder  r  und  y  sind  wegen 
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des  ParaUelismn«   ihrer  Mittelkanten  mit  jenen  von 
jB  allgemein  von  der  Form  JR**  nnd  JR"';  das  Skale- 
noMer  %  dagegen  muss,    wegen   seiner  horizontalen 
CK.  mit  r,  denselben  Ableitangsco6fficienten  rechter 
Hand  haben,   nnd  daher  ein  sijR"  seyn.~  Die  nähere 
Bestimmung  der  Skalenofider  r  =JB   und  y  =  B^'  lässt 
sich  am  leichtesten  mittels   des  RhomboSders  st  ge- 
ben, welches  durch  Messung  seiner  CK.  2u  ooR  als 
411  erkannt  wird.    Es  haben  nämlich  die  Polkanten 
dieses  Rhomboäders  dieselbe  Lage   wie  die   schärfe- 
ren Polkanten  des  Skaleno€ders  jR",  folglich  ist 
^3ii— 1)  =  4 
daher        r  =  jR' 
und        z  zss  mR' 
Dicv  Flächen   desselben  RhomboSders    stumpfen 
aber  die  stumpferen  ^olkanten  sowohl  des  SkaknoS- 
ders  R"'  als  auch  des  SkalenoSders  mR^  ab;  folglich 
gut 

für    R»'  die  Gleichung . ,  4(3ii'+l)  =4   . 
-  «R^     -        ....      4«!       =4 
und  es  wird  daher 

y  =  B* 
z  =  fR* 
Das  Zeichen   der  nun   vollständig    entwiekelten 
Combination  ist:  JB^R^R.4R.ooR.4R^ 

,  f.    402. 

Combination  dos  Eisenglanzet, 

Fig.  464  Stellt  eine  fnnfzählige,  rhomboSdrische 
Combination  des,  Eisenglanzes  dar,  deren  Gestalten 
sich  für  P  als  Grundgestalt  ordnen  wie  folgt:  es  ge- 
hören 

in  die  Hauptreihe,  $y  ff,  Py 
in  die  Nebenreihe,  m, 
in  eine  Zwischenreihe,  y.     . 
Dass  nämlich  n  eiiio  hexagonale  Pyramide  «iP2 
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sey,  «igiebt  iieh  anmittelbar  ans  ihren  horisontalen 
Mittelkanten. 

In  der  Gmndgestalt  ist  a^=z^^  und  daber  die 
Neigung  ihrer  Flächen  gegen  die  Horizontalebene  ==; 
tfV  42';  niisst  man  nun  die  CK.  9  :  P  und  r  :  P,  so 
findet  man,  nach  Abzug  Ton  122^  18',  als  dem  Sup- 
plemente jenes  Winkels ,  die  Neigungswinkel  der  Flä- 
chen 9  und  V  gegen  dieselbe  Horizontalebene,  und 
durch  "Vergleichung  ihrer  Tangenten  mit  iangbT'  42^ 
1  =  iK 

Die  hexagonale  Pyramide  n  bestimmt  sich  un- 
mittelbar dadurch,  dass  B  ihre  abwechselnden  Pol- 
kanten abstumpft,  als 

»  =  4P2  (§.387,  2,  a) 
Das  SkalenoMer  y  endlich,  welches  sich  in  glei- 
cher Stellung  mit  den  Rhombo6d6rn  befindet,  ist  ein 
Solches,   dessen  stumpfere  Polk.  von  R  abgestum|ift 
werden;  folglich  gilt  für  dasselbe  die  Gleichung 
1  =  X3II+1) 

oder  M  =  — -^— - 
'  3i*+l 

Nun  giebt  Haüy  die  Polkanten  dieses  Skaleno^- 
ders  zu  108'' 6^  und  152'' 50^  an;  folglich  wird,  nach 
i343 

n+l  _  CO» 54°  3"    _  , 
«—1  ~  cot  76°  25   ~  "^ 
und  das  gesuchte  Skaleno^der  =  ^ilS  dessen  Polkan- 
ten jedoch,  nach  dem  hier  angenommenen  richtigeren 
Werthe  von  a,  107°  23'  und  152°  32'  messen. 

Das   Zeichen   der   nun  vollständig  entwickelten 

Combination  ist:  4P2J{.iJB.4JB:ijRi 

i    403. 

HemiSdrische  Combinationen  des  ApaÜtefe» 
Die  in  Fig.  465  dargestellte  zehnzählige  Combi- 
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naftion  des  Apatites  giebt  sich  sogleich  als  eine  py- 
nonidal- hemiCdrische  Coikibination  xn  erkennen,  in- 
dem die  mit  «  und  h  beceicfaneten  dächen  einseitig, 
aber  sowohl  oben  als  mit^n  nach  links  gewendet  er^ 
■dieinen;  sie  sind  also  dBe  Flächen  dihexagonaler 
Pyramiden,  welche  paraBelilftchig  hem!6cfiri<ih,  als  hexa- 
gonale  Pyramiden  Ton  abnormer  USchenstellang  auf- 
treten. Cebrigens  ist  die  Combination  fast  ganar  iden- 
tisch mit  d«r  bereits  in  f  .  3M  entwickelten  Gambia 
nation  dessdben  Minerales,  indem  sie  sifch  von  selbi- 
ger, ausser  durch  ihren  hemiSdriscfaen  Charakter,  nur 
noch  durch  denMoige)  dierPynünlde  4P2  unterschei- 
det; weshalb  wir  es  denn  auch  xunächst  nur  ndt  der 
Bestimmung  der  Riehen  9  und  «  su  thun  haben» 
Beide  stumpfen  die  CXL  sWlschen  t  =  2^2  und  M 
BB  ooP  ab,  wbA  sind  daher  von  der  Form 

siP — j 

Ausserdem  erscheint  aber  atich  «  swisch^n  jr  =  P, 
nnde=soDp2,  sowie£swischenjz:  =  2P,  undeaooP2 
mit  parallelen  CK;  weshalb  beide  Pyramiden  der  CG. 
in  1^372,  6  Genfige  leisten,  welche  ffir  sie  folgende 
Gestalt  annimmt:  * 

for  «  ....  2m  — Ji(m4-1)  =  0 

ffir  i 2fi  — ii(m-|-2):=:0 

also  wird 


fihr  beide  Pyramiden  gilt  fibei^ess 

r    2 
I.  33  * 

D ig itized  by  VjOOQ  IC 


506  Reine  Kryetcdlogräphie^ 

flg.  466  stellt  eine  ähnlich^  Combination  des  Apa- 
tites dar,  in  welcher  jedoch  die  Pyramiden  |P  und 
4P}^  fehlen,  und  dagegen  zwei  hexagonale  Prismen 
von  abnormer  Flächenstellimg  auftreten.  Da«  eine, 
links  gewendete  und. mit  c  bezeichnete  Prisma  giebt 
sich  djirch  seine  horizontalen  CK,  mit  3Vi  sogleich  als 

das  Prisma  —  ^^rr^  m  erkennen,  während  di^  Best im- 
r     2 

mung  des  zweiten^  rechts  gewendeten  und  mit/; be- 
zeichneten Prismas  eine  Messung  erfordert.  Misst 
man  z.  B.  die  CK.  y*:  e^  fco  findet  man  nach  Abzug 
Von  90^  die  halbe  normal^  Seitenkante  des  Prismas^ 
und  aus  dieser  hach  der  Formel  in  f.  331 . . 

weshalb  ^as  deichen  von  /  =9  y  —k^  wird.    Üebri- 

gens  verdient  es  erwähnt  zu  werden,  dass  die  beiden 
dihexagonalen  Prismen  ocP^^  und  ocP^,  als  Jie  Mutter- 
gestalten dieser  hemi^drischen  Prismen,  nach  f.  327 
inverse  Gestalten  sind. 

f.    404. 
Combinatioa  des  Titaneisens  von  Olians. 

i)ieSe,  in  Figf.468  nach  Glocker^s  Angabien  daig«-* 
Stellte  Combination  giebt  sich  sogleich  durch  die  rhom- 
bo^drische  Erscheinuhg  der  hexagonal^n  Pyramide  aas 
der  Nebenreihe  als  eine  rhombo€drisch-tetartoßdrisch(i 
Combination  zu  erkehneii.  Wählt  man  die  mit  P  be- 
zeichneten Flächen,  welche  ein  sehr  spitices' R&om^ 
bosder  darstellen,  zur  Grundgestalt,  so  wird  a  sehr 
nahe  =i  7;  da  nun  die  Flächen  z  nicht  nur  vertical, 
sondern  auch  als  Abstumpfungsflächen  deir  Mitielkati<» 
ten  des  Bhombo^ders  P  erscheinen,  so  wird 
z  =s  ooP2 
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und  daher  nothwendig  :r  irg^end    eine  tetartoSdrisch 
erscheinende    hexagqnale  Pyramide  der  Nebenreihe. 

Die  Flächen  /  gehSren  einem.  Rhombo^der  der 
Hauptreihe,  weil  je  ein  oberes  P  mit  einem  unteren  / 
horizontale  CK.  bildet;  woraus  zugleich  folgt,  das« 
sich  bei<{e  Rhombo^der  in  renvendeter  Stellung  befin- 
den. Nun  sind  aber  die  heteropolaren  CK.  von  /  und 
P  den  CK.  voti  P  und  z,  d.  h.  den  Mittelkanten,  und 
folglich  auch  den  Polkanten  der  Grundgestall  paral- 
lel; also  muss  /  dasjenige  Rhombo6der  von  verwen- 
^ter  Stellung,  seyn,  dessen  Flächen  de^  Polkantea 
Ton  R  parallel  laufen,  d.  h.  es  ist 
/  =*  ~  ^Ä 

Aus  demselben  Grunde  müssen  auch  die  Flächen 
X  von  4eq«,nigen  hexagonalen  Pyramide  iiiP2  stam- 
men, welche  die  Pplkanten  der  Grundgestph  zuschärft, 
pder  es  ist 

X  ==  JP2  (§.386,  3,  a) 

Da  endlich  o  die  basische  Fläche,  so  istdieComt 
|»ination  vollständig   entwickelt,    und    ihr  Zeichen: 

0/l.i?.-iil.ooP2.^, 

§.   405. 

GombinatioD  des  TÜaneisens  von  Gastein. 

Diese  in  Fig.  467  nach  Mobs  dargestellte  funfkäh- 
lige  Combination  zeichnet  sich  durch  ihr  unsjymme- 
trisches  Ansehen  auf  eine  sehr  auffallende  Art  aus, 
ist  aber  dem^ngeacbtet  unabhängig  von  allen  lyiessun- 
^en  zu  entwickeln.  Wählen  wir  das  von  4on  mit 
P  bezeichneten  Flächen  gebildete  RhomboSder  zur 
Grundgestalt  A,  so  ist^  zuvörderst  a  =  0/{.  Da  nun 
die  heteropolare  CK.  von  P  und  h  auf  der  CK.  von 
P  und  a  rechtwinklig  ist  (was  sich  freilich  aus  der 
perspeotivischen  Zeichnu^  nicht  bestimm^  wohl  aber 
an  dem  Krystall  in  nahita  ersehen  lässt),    so  folgt, 

33*      ' 
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das»  diese  CK.  der  genel^eii  Oiagonale  der  lUioa». 
boöderfläche  parallel  ist;  dasselbe  gilt  von  der  hete* 
ropolaren  CK.  b  :d  und  Pid^  indem  je  drei  dieser 
.CK.  nicht  nur  einander ,  sondern  auch  der  «geneigten 
Diagonale  der  zugehörigen  Fläcbe  von  it  parallel  laa-< 
fen.  Nun  ist  rf  ein  in  yerwendeler  Stellang  beflndli^ 
ches  RhomboSder,  da  Je  eine  nnter«  Fläche  d  mit  ei« 
ner  oberen  Fläche  P  horisontale  CK.  bildet;  fo^glick  ist 
d=9  —  2B  (i368,  2,  Ba) 

Die  FlSohen  i  kdnnen  ihrer  fitellaffg  ns^  nw 
Ton  einer  hexagonalen  Pyramide  dM  Nnhwiraflie  Jmt« 
stammen,  welche  jedooh  hier,  eben  so  wie  in  dem 
Tit^neisen  von  Oisans»  nur  als  Rhomboäder^  und 
mithin  tetartoädriscb  erscheint.  Da  nsn  dfteselbea 
Flächen  'mit  B  CK.  bilden,  wekhe  seinen  geneigten 
Diago^aIen  parallel  sind,  so  folgt,  dass 
i  =  ^P2  (f.  368,  3j  «) 

lieber  dem  RhomboSder  -<^  2A  erscheinen  die 
flächen  e  eines  flacheren  RhomboCders  von  gleicher 
Stellung;  da  seine  CK.  au  A  auf  seinen  CK.  so  Oü 
rechtwinklig  sind,  so  folgt 

c  =;»  —  4Ä 

Weil  jedoch  diese  Bechtwinkligkeit  aus  der  per- 
spectivischen  Zeichnung  nicht  ^  ersehen  ist,  so  wol* 
len  wir  lieher  den  sehr  auffallenden  Parallelismas  der 
CK.  von  b  :  c  und  b  :  d  im  Auge  behalten,  welcher 
uns  lehrt,  dass  die  Pyramidenflächen  b  die  amphipo^ 
laren  CK.  beider  RhomboSder  abstmnpfen.  Es  konunt 
daher  die  CG.  I.,  a  in  {.  389  sur  Anwendung,  und  man 
findet,  indem  man  «i*=4,  si=:si|  «l'=2  und  e3=:|i'=l 
setzt,  wiederum 

Die  Comhination  ist  nun  ToUständ^  entwioMt^ 
und  eriütt  im  Zeiehen^  oH.^.It^2B.^ß. 
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f .  4oa 

CinbiBatioMi  dt«  ibHuraet. 

Flg.  47D.  giebt  lieh  durdi  die  Lage  der  Flächeii . 
9  und  w  sogleich  «la  eine  trapeioSdrisoh^telartoidri« 
sehe,  aeehflsählige Combinationn erkennen.  Betrach- 
ten wir  den  Inbegriff  der  mit  F  beseichneten  filmen 
als  die  Grandgestalt  A,  lo  sind  die  noch  ausserdem 
in  dtf  Combination  mthaltenen  Geüdlten  fügende: 
z  ein  BheMbe€der  in  Twwendeter  SteUnng, 
i  ein  RhoidboMer  in  Reicher  Sirikuig, 
r  4am  hexagoaale  Prisma  ooP» 
9  eine  trigenale  Pyvaotfde,  «nd 
'  jr  eiii  trigonales  TrapezoSder. 

Aas  dem  Pajrallelismns  der  GEL  t :  P  nnd  P  :  r 
Algt,  aittebi  Anwendung  .der  nWIgg— iilnsn  CA»  dass 
t;  «  -  /{•) 
Weil  die  flächen  «  nicht  nur  «wischen  P  und  r, 
sondern  auch  zwischen  z  und  r  mit  parallelen  CK. 
erscheinen,  so  folgt  nicht  nur,  dass  sie  einer  Pyra-, 
aüde  der  Nei>enreihe  angehSren,  sondern  auch,  dass 
diese  PyranMe  »  2F2  ist;  da  sie  aber  nur  dU  dejr 
halben  flichensakl  nach  dem  Gesetae  der  inyeaoS» 
dnschen  TetarUMUMe  «rsehehit,  so  aMsn 

gesetet  wefden. 

Da  nun  die  Fliehen  4r,  w^he  urspf6ngBeh  Ton 
^fa^r  iWbexagopalen  Pyvandde  iterstanunen  die  CK.  awi- 
sehen  t  nnd  r  abstumpfen,   so  wird  Ar  Eeiehen  all» 

gemein  von  der  Form  mP-^.    Ihre  ToUstftndige  Be* 


«)  Fror.  BnHIiaitpt  hat  jedoch  neulich  Mmusscs  Mnsst  «e. 
Mh  welchoi  dm  RhosihpUer  s  cdwa»  flachtf  «eye  Mtote 
■bB;  dtas  ÜBledMMi  sa«k  dir  I^isIMmw  dsrCLstP 
«sdPir; 
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stimmang  ist  jedoch  entweder  ron  der  Messung  einer 
CK.,  oder  von  der  Kenntniss  des  Rhdmbo€ders  t  ab- 
hängig. ^lÜAut  man  «.  B.  diejenige  (%t  47  :r,  welche 
dei^CKt  ^ :  1  parallel  ist,  so  findet  man  168"*  (/;  nnn  ist 

IßS**  — 90*^  =  78^=14:2' in  §.357 

,     folgUchi  2si-^l  =«2,34  ^1^78'  =  li 
ni^d        :r  =  6P^ 

Da  nnn  dieselben  Flächen  s  mit  parallelen  CK. 
zwischen  t  und  r  ersdieinen,  oder  bestimmter,  da  sie 
die  amphipolaren  CK.  beider  Gestalten  abstumpfen, 
so  findet  sich  nach  der  CG.  1|.  in  §.  388,  durch  Ein- 
führung der  Werthe  fli*as6^  l^'^^^f»  «»=^.9  m'=zoo^ 

»  =  »'=51 

Die  Confrination  ist^  n«n  vollständig  entwidcel^ 
und  erliält  das  Zeichen:  opP.|).— ^.5l^.^.-j^. 

f.    407. 
*  Fortsetzung. 

A«oh  die  in  Fig.  469  nach  Haidinger  dargestellte 
ifwolfkliblige  Combinatien  des  Quartes  ist  eine  trape« 
soSdrisch-t^tartP^ische  CpVibination,  obgleich  die 
Gestalten  der  Hauptrei^e  als  hexagonale  Pyramiden 
gezeichnet  i^mrden.  Die  Erscheinungsweise  der  Flä- 
chen $  s.owohl,  als  der  Flächen  ^,  jfj^^^  ^^'  ^^ 
Flächen  J  Terbürgt  uns  diesen  tetartolklrisdien  Cha- 
rakter hinlänglichl  Setzt  man  ^e  |nit  P  heseichnor 
tea  flKcheQ  ips  P,  so  wird 

r  =  ooP 
#  =  2P2 

und  mP— -.  die  allgemeine  Form  sämmtHcher  in  der 

tlombination  emhaltenen  Trapezoäden  Die  Bestimr 
unng  dieser:^  ee  wie  der  hexagonalen  Pyramiden  6, 
M,  a  und  des  ditrigönalen  Prismas  ist  jedoch  für  jede 
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Gestalt  von  einer  Messung  abhängig.  Miist  man  zu- 
Törderst  die  CK.  A : r,  «irr  nnd  aw^  so  £ndet  man 

«•  »  3P 

a  =4P  ^ 

ukd  inisst  man  hierauf  die  CK.  der  Flächen  Xy  jjr,  tf, 
0  nnd  o  zu  der  analog  liegenden  Fläche  r^  so  findet 
man,  nach  Abzug  von  9<y,  mittels  der  Formel  2si — 1 
s2^raiviZ'  in  f.3dt 

0  =  3P4J 

^  =  4P4 

y  =  5Pt 

n  =  6P| 
und    V  =  SP^ 
ifendlicii^  durl^h  Messung  der  Kante  d:d^ 

d  z=s  ooP4 
Die  Flächen  o  gehören  einem  rechten,  dieHä- 
ehen  j?|  py  u  und  v  linken  trigonalen Trapezoädern. 
Anmerkung,  An  vielen  tluarzkrystallen  er- 
seheinen allerdings  die  Flächen  t  sowohl,  als  die  Flä- 
chen Xf  py  u.  s.  w.  auf  eine  solche  Weise,  dass  noch 
ein  anderes  Gesetz  der  trapezoädrischen  TetaMöädrie 
sngenommen  werden  müsste.  Doch  ist  diese  Erschei-» 
nungsweise  in  vielen  Fällen  dur<ih  eine  Zwillingsbil- 
dong  zu  erklären,  welcher  zumal  d^ir  Bergkrjstall 
sehr  häufig  unterworfen  ist 
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NdchUrag  zum  dritten  Capitel  des  ersten  Ab- 
schnittes der  Sjfstemlekre. 

Bei  der  Redaction  des  Manuscriptes  ist  durch  ein 
Versehen  im  Tesseralsystem  die  Berechnimg  der  Ab- 
leitungszahlen  aas  den  Kantenwinkeln  vergessen  wor- 
den; daher  ich  diesen,  in  praxi  nicht  unwichtigen 
Gegenstand  hier  nachträglich  mittheile. 

I.  Holoedrische  Gestalten. 
Zur  Berechnung  der  Ableitungszahlen  eines  Hexa- 
kisokta^ders  siOm  sind  im  Allgemeinen  zwei  Kan- 
tenwinkel erforderlich ,  *  und  daher  entweder  A  und 
By  oder  C  und  A^  oder  B  und  C  als  Beobachtun^s- 
elemente  gegeben. 

1)  A  und  B  sind  gegeben;  dann  sey:  » 

cos\A)/2  +  cos^B 
eosv  =s  —     ^.  7d — ^ 
stn^B 

so  wird  n  =»  tangv 

m^=:  tang^Bsinv 

2)  C  und  A  sind  gegeben;  dann  sey: 

CO,,  =  2£2!M+^<? 

tangi  CS  tinftangiC 

so  wird  »  =  timgiiay—^ 

«(»  +  1)        ^       „  ^ 
^^     ^  »=  toMgi'^ 

3)  B  and  C  sind  gegeben ;  dann  sey :  , 

*  =  135»  — «J 
so  wird  n  =  ftnt^  y 

»  BS  ttMg\B»inv 


33 
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Für  die  Ikositetraeder  mOm  ist  iA  =  9(fi  es 
b^^timmt  sich  daher: 
aus  B  eoiy  =  eot^B 

aas  C  coitsxficot^Cffk^ 

••  +  1  ==^tmgSy2 
furdia.TriakisoktaSdejr  mO  ist  ^C=;:90%-  es 
bestimmt  sich  daher:    , 
aus  Ä  m  =s  tang^Byi 

aus  A  coit  =  2co$\Ayi 

*  m  ^  fMfSy^  • ^    -•  ' 

Fifr  die  T^i^trakishekaed^ytoeOs  iK  ^flttsMi^; 
es  bestimilit  sidii  dahe^rr  ..  i  u. 

aus  ^  co#y  =  co#^il  ^  '  *  •  *     ^f 

aus  C  '  s  ^Ä  lttlv(135^T-+0 

n.  Geneigtfläekii  ieffUtesjer^^^ 

siCfs 
Zur  Berechnung  derifleatakisl'^traSder  — ^ — 

sind  im  Allgem^einen  zi¥el*Kwtdlmli1cererforder1icb, 
und  daher  entweder  Af  und  b\  oder  iC^  und  A%  oder 
J?^  und  C^  als  bekanJkt  aiizun^hmen«^ 
1)  A^  und  B^  sind  ff eff eben;  dann  sey: 

.o  wird        m  =  ^^^^E^.*        *°V»-b<^^/» 

2)  Cond  ^'sind  ge^eb^'V'da  diese  Kaateowinkel 
identisch  mit  (7  and  A  sind,  so  irilt  die  BereelMianff 
wie«»*/,  2.  ,    '•^■''  ^"''^^' 

3)  B*  and  C"  sind  "gegeben  ^  dann  sey: 

1 


Digitized  by  VjOOQ IC 


€les  ersten  jtb9chmtttB''deriS^$temlBhre.     515  ^ 
^^^   =      -HnWV^ 

so  wird  »  =i  fÄJ^^(13ö*'— *) 

II 

mOm 

Für  die.  Trigon- Dodekaeder —5-  ist  lils« 

90°,  und  es  bestininit  sich  dah^t  m    '  * 

aus  Ä'  ••  =  tang^B'f^X 

aus  C^  wie  in  den  Ikosiletraädern  ans  C. 

Für  die  Deltöid-DodekaÜder  ^  ist^C'^ 

90^9  daher  bestimmt  sich  m  aus  j1^  Mie  in  den  Tria- 
kisokta^dern  aus  A; 
aus  B'  eo$t'  =  2co$\By\ 

i'  =  35^  16'  +  e' 

IIL  ParaUeffiäek$g  $emite$$erale  Gestalien.' 

ZurBerechnuttgderDyakisdodekaäder I  — ^  i 

sind  im  AUgemeinen  zwei  Eantenwinkel  erforderlich, 
und  daher  entweder  A'  und  £*,  oder  C^  unA  A^y  oder 
A'^  und  C  als  Beobachtungselemente  gegeben. 
1)  A"  und  B^  sind  gegeben;  dann  sey: 

cof^A'' 

CO$V     =    ■       .        ,       py 

so  wird  n  =a  iangv 

2)   C*  und  il*  sind  gegeben;  man  bestimme  die 
CK.  lu  dem  Oktaeder 

9inn=2eo9iCry\ 

setse  hierauf        cos  &  s=s  /  .  ^^    ^"^ — 

s^iA''y2 
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80  wird  m  =  cor  (45^— 0) 

3)  JB*  und  C"  «ind  gegeben;  es  sey  wiedennn 

hjiJI==2cotiCY+ 

cot  JT  t/3  ---cos^V 

^^'^  =  i^lBV2~ 

so  wird  m  =  cosH&''—f2)tangiB'' 

»  =.cof  (45**— 1?) 

Für  die  Pentagon  -Dodekaeder  — ^ist+  B 

rrOO'',  daher  bestimmt  sich 
ans  A"  »  =  tangi^A" 

aus  C'  twiJI  =  2cQgiCyi 

coifi  =  co«4Ij/|- 
ji  =  cor(45^  — 1?) 
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H.  59  Z.  9  ▼.  Q.  lies  die  DorchscbniitBlinie  atatt  der 
DuidiBchiüttspiiDct 

<—  44  rfnd  Tor  den  drei  Formeln  für  cos  X«  T  und  £  die  Zei- 
chen —  wegzulassen. 

—  68  Z.  5  ▼.  o.  1.  Hoioödrie  st  Homogdrie 

—  115  Z.  1  V.  o.  ist  nach  dO|  einzuschalten  40f ,   tvelches  neu- 

lich am   Granat   Ton  CzikloTa    beobachtet 
wutdew 

—  146  Z.  6  T.  0.  I.  Ikositetra^der  st.  Ikosaeder 

—  150  Z.  7  V.  o.  1.     *^     St.      " 

n»  +  l       n^+l 

—  828  Z.  12  V.  o.  1.  ^  St.  2!!? 

2  n 

—  413  Z,  6  V.  0.  I.  /Sm^a»+4   st.  /4m^a^+8 
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This  book  should  he  r^ 
the  Library  on  or  before  th 
stampe  d  b  elo w  *  ~^~  ~ 

A  fine  of  flve  cents  &  day  is  incurred 
by  retaining  it  beyond  the  speciAed 
tiine. 

Flagge  return  promptly. 
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